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El objetivo de este libro es servir de apoyo a todos aquellos estudiantes de las ciencias econdmicas
y administrativas que quieran conocer y manejar el valor del dinero en el tiempo. Resulta necesario
el estudio y aplicacion a este tema de las ecuaciones de diferencia finita con el fin de poder resolver
aquellos problemas financieros para los cuales no se tiene una férmula preestablecida; con la ayuda
de estas ecuaciones el estudiante lograra estimar el resultado que mas se ajuste a la solucion del pro-
blema bajo condiciones y respuestas financieras.

Asi, se busca que, una vez finalizada la asignatura correspondiente, el estudiante sea capaz
de solucionar problemas mas alld de los tradicionales, para los cuales o ya se tiene la férmula
correspondiente o pueden ser resueltos con un programa de la calculadora financiera.

De manera similar, dado el adelanto tecnoldgico y el uso obligatorio que debe hacerse en esta
asignatura de la calculadora financiera o de la computadora, no se incluyen las tablas de factores
financieros, porque esos valores se pueden obtener directamente con el apoyo de la tecnologia; ade-
mas, se requiere que el estudiante adquiera gran habilidad en el manejo de la maquina, de tal manera
que el tiempo para calculos sea minimo y, en cambio, sea mayor el que se dedique a entender, plan-
tear e interpretar el problema.

Ahora bien: como con el tema expuesto en cada capitulo se busca que el estudiante llegue a
dominarlo con propiedad y seguridad, para los problemas propuestos al final solo se ofrecen las res-
puestas de unos pocos de ellos, los numerados con los multiplos de tres, de tal manera que el alumno
vaya adquiriendo confianza en sus conocimientos y capacidades més que en la concordancia con sus
resultados numéricos.

El contenido del libro se divide en tres partes:

Comprender los temas sobre funciones exponencial, logaritmica, progresiones y ecuacio-
nes de diferencia finita.

Como las matematicas financieras requieren de conceptos cuanticos previos, en esta sec-
cion se revisan los temas que el estudiante necesitara para el desarrollo de los capitulos
centrales del libro. Estos temas son los correspondientes a funciones exponenciales y
logaritmicas, su algebra y sus aplicaciones, asi como las ecuaciones de diferencia finita de
primer orden.

| OBJETIVOS |

Al finalizar el estudio de esta parte el alumno estara en capacidad de:
a) Conocer sobre las funciones exponenciales y logaritmicas.
b) Utilizar las propiedades de estas funciones.
c¢) Manejar la calculadora para estas funciones en cualquier base.
d) Identificar una progresion aritmética y una geométrica.
e) Plantear y resolver una ecuacion de diferencia finita de primer orden

f)  Aplicar estas ecuaciones a los problemas financieros.



| RESUMEN |

En esta parte se revisan los conceptos y temas como el de las funciones exponenciales y logaritmi-
cas y sus propiedades en diferentes bases, asi como el de la progresion aritmética y geométrica, con
ejemplos aplicados.

También se presentan las ecuaciones de diferencia finita lineales de primer orden, su plan-
teamiento, solucién y aplicaciones a problemas econdmicos y financieros.

Como complemento, y con el fin de que el lector se familiarice con el desarrollo de problemas
propios de la seccion, se incluyen problemas y sus respectivas soluciones.

PARTE SEGUNDA: VALOR DEL DINERO EN ELTIEMPO

CAPITULOS 3,4Y 5

° Comprender los temas sobre interés y valores presente y futuro, series uniformes o anuali-
dades y series variables de pagos.

o En esta seccidn se introduce el concepto de interés y la construccién de diagramas de tiem-
po-valor o flujo de caja para una operacion financiera, y se establece el equilibrio o equiva-
lencia entre ingresos y egresos de esa operacion financiera.

| OBJETIVOS |

Al finalizar el estudio de esta parte el alumno estara en capacidad de:

a) Identificar las diferentes clases de tasas de interés.
b) Construir el diagrama de flujo de caja de una operacion financiera.
¢) Hallar el valor presente y futuro para el flujo de caja.

d) Manejar diferentes flujos de caja, como los de pagos Unicos, los de varios pagos, los de
pagos uniformes, los de pagos variables como gradiente aritmético, gradiente geométrico
y otros casos.

| RESUMEN |

En esta parte se estudian las tasas de interés vencidas, anticipadas, efectivas, nominales y equiva-
lentes. También, los diagramas de flujo, de caja, de valor presente y valor futuro, series uniformes
o anualidades vencidas, anticipadas, diferidas y perpetuas. Ademas, se analizan las series variables
como gradientes tanto aritméticos como geomeétricos, ya sean crecientes o decrecientes, y, por ulti-
mo, casos que solo se pueden resolver utilizando ecuaciones de diferencia finita.

Como complemento, y para que el lector reafirme sus conocimientos sobre los temas de esta
parte, se presentan los ejercicios resueltos.

PARTE TERCERA: iINDICE DE EVALUACION FINANCIERA

CAPITULOS 6,7,8Y 9

L Comprende temas sobre amortizacion y saldos, valor presente neto, costo anual uniforme
equivalente, tasa interna de retorno, tasa de rentabilidad verdadera y beneficio/costo.

®  En esta seccidn se presentan las principales aplicaciones de los temas vistos en la seccion
anterior, en problemas practicos del sector financiero y econdmico, como son los relaciona-
dos con la financiacion, la amortizacion y la proyeccion de saldos; ademas, se tratan otros
temas que sirven de base para la evaluacion financiera de proyectos, como el VPN, el CAUE
y laTIR.

Prélogo
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| OBJETIVOS |

Al finalizar el estudio de esta seccioén el lector estarad en capacidad de:

a) Disenar y manejar sistemas de amortizacion de deudas y la proyeccion de saldos.

b) Calcular e interpretar el indice de valor presente neto del flujo de caja de una opcion de
inversion.

c) Calcular e interpretar el indice promedio financiero o costo anual uniforme equivalente del
flujo de caja de un proyecto.

d) Determinar e interpretar los indices de tasa interna de retorno del flujo de caja de un proyec-
to de inversion, la tasa de rentabilidad verdadera y el beneficio/costo.

| RESUMEN |

En esta parte se estudian temas de aplicacién vistos en la seccién dos, como son los correspondientes
a sistemas de financiacion, amortizacion de deudas, proyeccion de saldos, refinanciacion de deudas y
una breve presentacion de lo que fue el sistema UPAC. Asimismo, se explica el concepto de calculo e
interpretacién del valor presente neto (VPN) del flujo de caja de una inversién y el promedio financiero
de pérdida o ganancia en una inversion, también conocido como costo anual uniforme equivalente. La
seccion termina con la presentacion, definicion, calculo e interpretaciéon de la tasa interna de retorno
(TIR) para una inversion, la tasa de rentabilidad verdadera (TRV) y el beneficio/costo (B/C).

Como complemento, el lector encuentra una serie de problemas resueltos que le permiten revi-
sar y reafirmar sus conocimientos sobre los temas vistos en esta parte.

Con las tres partes anteriores el estudiante estara en capacidad de enfrentar cualquier problema
de matematicas financieras y de abordar un costo de evaluacién financiera de proyectos.

Al final de la teoria de cada capitulo de las tres partes se presentan algunos problemas resueltos con
el objetivo de que el estudiante pueda ver y entender la aplicacidon de los conceptos estudiados en el
capitulo, con la advertencia de no memorizar procedimientos para resolver problemas.

Los capitulos de las partes primera y segunda tienen también al final una seccion de autoevalua-
cion compuesta por problemas y preguntas con multiples posibilidades de respuestas, y cuyo objetivo
es que el estudiante ponga a prueba su conocimiento de los conceptos teoricos vistos en el capitulo y
obtenga la suficiente competencia para resolver los problemas de fin de capitulo.

Los problemas de fin de capitulo de las partes primera y segunda estan distribuidos en dos cla-
ses: lal y la ll. Los problemas de la clase |, o basica, son los que contienen los elementos minimos
necesarios que debe manejar un estudiante de un curso basico de Matematicas financieras. Los pro-
blemas de la clase Il, o intermedia, son aquellos que, junto con los primeros, se deben manejar en un
curso mas avanzado o de posgrado en la materia de Matematicas financieras. Muchos de ellos deben
ser resueltos con ecuaciones de diferencia finita, o requieren para su solucion del conocimiento de te-
mas matematicos mas avanzados, o deben ser consultados en otras materias para poder resolverlos,
de tal manera que sea el profesor de la asignatura correspondiente quien determine los temas, conte-
nidos, enfoques y clases de problemas que deben desarrollarse dependiendo del objetivo y nivel de la
asignatura. Esta clasificacion no se encuentra en la parte tercera, porque quien la estudie debe tener
todo el conocimiento de los temas anteriores y al mejor nivel, dado que se trata de temas relacionados
con la evaluacién financiera de proyectos.

En el caso de los problemas de fin de capitulo, tanto para los de la clase | como para los de la
clase ll, se presentan solo las respuestas de aquellos numerados con un multiplo de tres, con el fin de
que el profesor resuelva uno que no tenga respuesta; luego el alumno se ejercita con el que tiene res-
puesta, y con estos dos ejercicios se espera que el estudiante esté en capacidad de resolver por si solo



el otro que no tenga respuesta y, asi, adquirir la competencia necesaria para resolver los problemas
de la vida practica en los que las respuestas no se conocen de antemano.

Por ultimo, al final del volumen se incluye un formulario que contiene las expresiones clasicas de
matematicas financieras tratadas a lo largo del libro y que deben ser consultadas en el momento
de resolver un problema. El alumno debe participar haciendo la anotacion sobre la aplicacion de cada
una de esas féormulas.

En todo campo del saber, y especificamente en las matematicas financieras, un alto porcentaje del
trabajo consiste en el manejo de problemas. Segun Albert Einstein, “un problema es una situaciéon
interesante”; por tanto, su resolucion requiere procedimientos y metodologias adecuados.

Aqui proponemos el camino sugerido por el ilustre fisico, autor de la teoria de la relatividad, que
nos lleva a lograr éxito en la solucién de problemas. Los pasos que deben seguirse son los siguientes:

a) Entender el problema
b) Plantear el problema
¢c) Resolver el problema

d) Interpretar resultados

a) Entender el problema: se refiere a la etapa critica en todo problema, pues para ello no se cuenta
ni con reglas ni con modelos que permitan a la persona entender el problema. Hay, si, proce-
dimientos que hacen posible un buen acercamiento a él, como, entre otros, una buena lectura
(de ahi la expresion “comprension de lectura”), concentracion en lo que se lee, no preocuparse
en ese momento por el como se va a resolver el problema y un conocimiento de cada uno de los
términos que intervienen en el enunciado del problema.

b) Plantear el problema: corresponde al paso que debe darse una vez entendido el enunciado del
problema. Consiste en interrelacionar las proposiciones que conforman el problema en términos
de ecuaciones, desigualdades o cualquier otra expresion matematica que sustituya a la proposi-
cion o proposiciones del enunciado. Si el problema ha sido entendido, el planteamiento no debe
ofrecer mayor dificultad.

¢) Resolver el problema: consiste en ejecutar las operaciones matematicas propias para hallar el
valor de la variable o variables involucradas en el problema y expresadas en su planteamiento.
Aqui desempena un papel importante el manejo de la tecnologia computacional que permite
resolver las operaciones planteadas y dar solucion a la pregunta del problema.

d) Interpretar resultados: todo problema contiene una pregunta que, por lo general, se presenta con
una variable. Una vez resuelto el problema, o hallado el valor o valores de la variable, debe no
solamente informarse sobre este valor numérico sino que también se debe interpretar financie-
ramente ese valor, indicando lo que significa de acuerdo con el enunciado del problema.

Recordemos que esta metodologia se debe aplicar a lo largo del desarrollo de los temas de este
libro, pues ella capacita al estudiante para llegar a entender, plantear, resolver e interpretar problemas
relacionados con el tema.

El adecuado uso de la tecnologia disponible en el momento hara que el estudiante de hoy, profesio-
nal del manana, se caracterice por ser una persona competente para entender, plantear e interpretar pro-
blemas relacionados con el valor del dinero a lo largo del tiempo, lo que seria imposible con el solo uso
de la tecnologia o de modelos preestablecidos. Esto es lo que caracteriza al buen profesional, y particu-
larmente al de las finanzas, cuando pone al servicio del problema en estudio su capacidad analitica mas
que la misma mecanica u operativa, sin que con ello se quiera afirmar que esta ultima no sea importante.

Prélogo
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La forma como se desarrollan las matematicas financieras en este texto, a partir de las ecuaciones
de diferencia finita, hace que, al mismo tiempo que el estudiante no tenga que mecanizar o memorizar
formulas, pueda resolver muchos problemas pertinentes a la materia y de aplicacion practica para los
cuales no se haya establecido una formula directamente; se trata de que, a partir del entendimiento
del problema, el alumno logre, cuando sea posible, mostrar una ecuacion de diferencia finita y obte-
ner la expresién matematica que genera la solucién del problema, asi como de aquellos otros que se
deriven del primero y que sean el resultado de cambios en algunos o en algunas de las variables que
los conforman. Por eso es frecuente encontrar problemas en cadena que se originan de uno inicial al
hacer cambios o modificaciones en el enunciado.

Se sugiere al estudiante que no intente mecanizar procedimientos para resolver problemas, sino
que plantee diferentes alternativas de resolucién justificando en cada caso su decisién de resolverlo
de una u otra manera.

Para simplificar un poco la parte mecéanica y operativa, el libro se acompana con un disquete que
contiene las principales formulas financieras. Estas sirven de apoyo al estudiante y le permiten econo-
mizar tiempo de operaciones, de modo que pueda dedicarse sobre todo a los pasos que corresponden
al conocimiento humano: entender, plantear, resolver e interpretar situaciones financieras o de otra
indole relacionadas en este caso con el valor del dinero a lo largo del tiempo.



y,

Funciones exponencial y
logaritmica y progresiones

El propdsito de este capitulo es presentar los elementos basicos
de las funciones logaritmica y exponencial, necesarios para las
operaciones financieras que se realizaran en capitulos posteriores.

Al terminar el capitulo el lector debera estar en capacidad de:

» Conocery manejar las propiedades de las funciones logaritmica
y exponencial.

¢ Resolver problemas en los que intervengan estas funciones.

¢ [dentificar, en un problema, cuando se debe utilizar una u otra
de las funciones.

* Manejar los conceptos y el dlgebra de una progresion aritmética
y de una progresion geométrica para su aplicacion posterior en los
temas de interés simple e interés compuesto respectivamente.
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A pesar de que la mayoria de calculadoras contienen en sus programas y comandos las funciones
exponencial y logaritmica, es conveniente revisar los conceptos basicos de estas, debido a la continua
explicacion que de ellas se hara a lo largo de los ejercicios y problemas. Otro tanto ocurrira respecto
de las progresiones, en especial las geométricas, por su aplicacién en las operaciones financieras con
interés compuesto.

El objetivo de este capitulo es que el lector maneje y aplique los conceptos matematicos anterio-
res en todos aquellos casos que asi lo exijan, y que esté capacitado para complementar el trabajo de
las calculadoras en aquellos asuntos que estas no ejecutan, como las propiedades de estas funciones,
que son de tanta importancia en el planteamiento y desarrollo de un problema.

Dado un numero real positivo b, se llama funcion exponencial en la base b a la funcion expresada
como f(x) =b*.

En este caso la variable independiente x se llama exponente, y la constante b, base. El dominio de la
funcién exponencial es (- o, ©), y el recorrido es (0, «). Las propiedades de la funcion exponencial son
las siguientes: parab >0, a >0y todo m y n, niumeros reales.

i) b™>0

ii) bmbn=pmn

ili) b™=1/b"

iv)] b™/ b"=bmn (1-1)
v) (bm)"=pmn

vi) amb™=(ab)™

vii) a™/b™=(a/b)m

Hay dos bases de gran aplicacion: cuando b = e =2,718281828 y cuado b = 10. Las funciones res-
pectivas se denotan e*y 10%, como aparecen en las calculadoras.

La férmula general de la funcién exponencial es y = Ab®, donde A y a son constantes y b es la
base. La mayoria de las veces no se conoce la base de la funcién exponencial, como cuando dados al-
gunos datos o valores de la funcién se requiere hacer una regresion para hallar una funcion estimada;
en estos casos la funcion toma la forma y = Ab*, donde A es la constante coeficiente y b la base de la
exponencial.

En otros casos, cuando tampoco se especifica la base pero se dice que una determinada funcion
crece o decrece exponencialmente, se supone que la base es b = e, y entonces la funcion toma la for-
ma y = Re®, donde R y a son constantes.

| EJEMPLO 1.1 |

Las ganancias de una empresa en 1998 fueron $ 500 millones, y en el 2005, $ 630 millones. Si las ga-
nancias de esa empresa crecen exponencialmente, estimar las ganancias para el 2008.




Capitulo 1: Funciones exponencial y logaritmica y progresiones

Sea G(t) la funcion de ganancias que dependen del tiempo t en anos. Esta funcion tendra la forma:
G(t) = ke*, donde k y a son constantes cuyos valores deben determinarse con base en los valores co-
nocidos de la funcién.

Para facilitar el manejo de los datos, tomemos 1998 como el ano cero, y asi el 2005 sera el ano
siete y, finalmente, el 2008 sera el ano diez. Con este cambio de notacion, al reemplazar en la funcién
tenemos:

500 = G(0) =Ke’ =K

Luego, K=500, y

630 = G(7) =500 e’

Asi que e7?= 63/50, de tal manera que:

G(20) = 500 e?= = 500(e"2)?7 = 500(63/50)?*7 = 967.700

millones de pesos, y estas seran las utilidades estimadas o proyectadas para el 2008.

| EJEMPLO 1.2 |

Se sabe que la poblaciéon de una ciudad esta dada (en millones de habitantes) por la expresion si-
guiente:

P(t) = 2¢075t

donde t estd dada en anos, desde 1986

Determinar:
a) La poblacion proyectada para el 2006.

b) El crecimiento porcentual de la poblacion cada ano.

a) Paradeterminar la poblacién proyectada para el 2006, simplemente calculamos la funciéon en
t = 20 (tomando 1986 como el ano cero); entonces:

P(20) = 2e%'5% = 40.170 millones de habitantes
b) Del céalculo diferencial se sabe que la variacion porcentual de una funcién f(x) esta dada por:
f(x)
X

(x)

A% = 100

Por tanto, para nuestro caso tenemos:

o _ P oo 038" e
A% = L x 100 = o x100 = 0,15 x 100 = 15%
)

que corresponde al coeficiente del exponente de la funcién dada.

Uno de los casos mas frecuentes en matematicas financieras es aquel en el que una cantidad
crece periodicamente en el mismo porcentaje. Supongamos que se inicia con una cantidad P y que
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en cada periodo t se sucede un aumento del r% sobre el valor inmediatamente anterior; entonces se
formaria la siguiente sucesion de valores:

t=0 P

t=1 P+rP=P(1+r)

t=2 P(1+r)+rP(1+r)=P(1+r)?
t=3 P(1+r)2+rP(1+r)=P(1+r)3

Y asi sucesivamente hasta llegar en un tiempo t cualquiera a un valor de P(1 + r)t. Esta funcion
exponencial en la base (1 + r) se utilizard mas adelante en el manejo del interés compuesto, y sera
determinada en el capitulo 3.

| EJEMPLO 1.3 |
Hallar el valor de r tal que:
300.671 = 100.000(1 + r)®

La expresion dada equivale a (1 + r)*2 = 3,00671. Tomando la raiz treinta y dos en ambos lados obtenemos:
1+r=(3,00671)"2 =1,035

Por tanto:
r=0,035

| EJEMPLO 1.4 |
Para qué valor r se cumplira la siguiente igualdad:
630.000(1 + r)"®= 465.957(1 +r)*

La igualdad es equivalente a:

630.000 (1+ r)%

465.957 (1+r)"°

O sea:

1,35056 = (1 + r)’

Aplicando la raiz once en ambos miembros, llegamos a:
r = 0,0278 aproximadamente

En muchos casos practicos se necesita proyectar o estimar hacia el futuro el comportamiento
de una variable basada en valores histéricos conocidos de esa variable. Las matematicas resuelven
este problema mediante lo que se conoce como regresion exponencial, que se trata en los cursos de
Estadistica.
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[ EJEMPLO 1.5 |

Supongamos que la poblacidén de un pais ha tenido la siguiente variacién en los ultimos cinco anos:

Aio 1994 1995 1996 1997 1998
Poblacion
(en millones de habitantes) 22 23 25,6 28.600 32

Hallar la funcion exponencial que mas se ajuste a los datos anteriores y determinar en qué por
centaje ha aumentado la poblacién anualmente.

Para facilitar el manejo de los datos anteriores, llamaremos uno al ano 1994, dos a 1995 y asi sucesi-
vamente; y utilizaremos el programa correspondiente para hallar una funcién de la forma:

Y = ab*

donde x es el ano eY el numero de habitantes. Se trata de hallar los valores de a y b. Ejecutando en la
calculadora la regresion exponencial anterior, obtenemos:

a =19,44256059, b = 1,101562846

Asi, la funcion exponencial que mas se ajusta a los datos dados es la siguiente:
Y = 19,44256059 (1,101562846)*

La poblacion habrd aumentado cada ano en aproximadamente el 10,156%.

El estudiante debe manejar cualquiera de los programas y métodos existentes en la tecnologia
para calcular regresiones tanto lineales como exponenciales, porque se utilizaran en problemas pos-
teriores para estimar las tendencias de flujos de caja en operaciones financieras.

Dado un numero real positivo b, se llama funcion logaritmica en la base b y se denota log,y, a la
funcién inversa de y = bx.

De esta manera, las funciones exponencial y logaritmica son inversas entre si. El dominio de la fun-
cion logaritmica es (0, ), y el recorrido, (- o, ©).

Para las dos bases anotadas anteriormente, las funciones logaritmicas se denotan asi: In si la
base es e, y se llama logaritmo natural o neperiano, y log si la base es diez.

Las propiedades de la funcion logaritmica, expresadas para el logaritmo natural, son las siguien-
tes, para M y N positivos.

i) INMxN)=InM+InN

ii) In(M/N)=InM-InN

iii) InM=rInM

iv)] In1=0 (1-2)

v) Ine=1
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Del hecho de ser inversas entre si las funciones exponencial y logaritmica, se desprenden algu-
nas relaciones fundamentales entre ellas:

i) y=e<e x=Iny
i) em=t (1-3)
iii) Ine'=u

Con esta breve exposicion de las funciones exponencial y logaritmica, estamos en capacidad de
desarrollar algunos ejemplos. Se trata de que el lector se familiarice con el manejo de estas funciones,
ayudado, naturalmente, por la calculadora.

| EJEMPLO 1.6 |

El precio de venta o de mercado de una maquinaria puede expresarse como:
V =$10.000 e O™"
donde t es el tiempo de antigiiedad de la maquina medido en anos.
Preguntas:

a) ;cudl serd el valor de la maquina al cabo de ocho anos?; vy,

b) ;en qué momento la maquina tendrd un valor de venta de $ 6.053,3?

a) Elvalor de la maquina al cabo de ocho anos estara dado por:
V(8) =$ 10.000 e°'® = $ 4.493,3

b) EnestecasoV =$6.065,3 representa el valor de la maquina de t anos, de tal manera que al reem-
plazar este valor en la funcion de valor de la maquina se tiene:

6.065,3 = 10.000 e

o sea:

e%'t=0,60653

Tomando el logaritmo natural en ambos miembros de la igualdad obtenemos:

Ln e %' =|n(0, 60653)

Y aplicando la relacion (1-3) al miembro de la izquierda de esta igualdad, se llega a:
-0,1t=-0,5

Es decir, t = cinco anos es la respuesta a la pregunta del literal (b) de este ejemplo.

| EJEMPLO 1.7 |

La expresion 3.000 [(1 + 0,02)" — 1]/0,02 representa, como lo veremos en el capitulo 4, el valor total
acumulado después de realizar n depodsitos de $ 3.000 cada uno en una cuenta de ahorros que paga
un interés del 2% mensual. Si el total acumulado asciende a $ 96.090,9, ;cuantos depodsitos se han
realizado?

Tenemos que:
96.090,9 = 3.000 [(1,02)" - 1] 1/0,02
o sea:
(1,02)" = 1,640606
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Tomando el logaritmo natural en ambos miembros de la igualdad obtenemos:
Ln(1,02)" = In(1,640606)

Por la relacién (1-2):

n x In(1,02) = In(1,640606)

de donde:

i ism) o,

Es decir, después de veinticinco depositos de $ 3.000 cada uno tendremos la suma de $ 96.090,9,
segun las condiciones del ejemplo.

| EJEMPLO 1.8 |
Hallar el valor n tal que:
In(3-2n) - 2In(n) =0

La ecuacion del problema es equivalente a:
In(3-2n)-In(n)?=0
La cual, a su vez, podemos escribir como:
In [(3-2n)/n?% =0
De acuerdo con otra propiedad de la funcién In, la expresidn anterior es equivalente a:
(3—=2n)/n?2=¢e’=1
0 sea que:
n?+2n-3=0
que corresponde a una ecuacién de segundo grado cuyas raices son:
n=1yn=-3
Sin embargo, la solucién al problema original es solo n = 1, pues para n = -3 no existe el logaritmo.

El lector debe resolver el mismo problema utilizando otras propiedades de la funcion logaritmica.

| EJEMPLO 1.9 |

Con la expresion P x e se calcula el valor total acumulado en una cuenta en la que el interés del i% se
capitaliza continuamente, y n es el niumero de anos transcurridos desde el depésito de la cantidad P,
Con base en esta expresion, hallar el nUmero de anos para que el total acumulado sea una cantidad F

Tenemos F = P e, en la cual debemos hallar el valor de n.
Podemos escribir la ecuacion anterior como:
e = F/P

Tomando el logaritmo natural en ambos miembros de la igualdad, tenemos:
Lne™ = In(F/P)
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De acuerdo con la expresion (1-3), se tiene:
in = In(F/P)

O sea que:

nz(l_]xln(F/P)
i

| EJEMPLO 1.10 |

La funcién de costos de una determinada empresa viene dada por C(t) = 5.000 — A e®* (expresado en mi-
les de pesos), donde Ay b son constantes y t es el tiempo medido en meses. Si el costo original (t =0) fue
de $ 4.400.000 y el costo en el cuarto mes es de $ 4.200.000, determinar el costo a los quince meses.

Lo primero que debe hacerse es determinar la funcion que cumpla las condiciones expresadas en
el problema, o sea, que C(0) = 4.400 millones y C(4) = 4.200 millones; para ello debe determinarse el
valor de las constantes Ay b. Esto lo logramos a partir de:

4.400 = C(0) = 5.000 — Ae?® = 5.000 — A

Por tanto:

A =600

Ademas:

4.200 = C(4) = 5.000 — 600 e°“

de donde:

e* =1,3333

Tomando el logaritmo natural en ambos miembros de la igualdad obtenemos:
Ln e* =1n(1,3333)

=0,0719205

Asi, la funcion tendria la forma:

C(t) = 5.000 — 600 00719205t

Y, por tanto, el costo a los quince meses sera de:
C(15) = 5.000 — 600 e%0719205(1%) = 3.235.300

Esto quiere decir que el costo a los quince meses sera de $ 3.235.300 millones.

| EJEMPLO 1.11 |

Si la variacion del monto de una inversion en cualquier periodo t es proporcional al monto en ese
momento, hallar el valor total acumulado en cualquier momento.

Sea P el valor del monto en cualquier momento t; entonces, la variacion en ese tiempo sera dP/dt.
Ahora, si esta variacion es proporcional al monto P, obtenemos que:

% = kP, donde k es la constante de proporcionalidad.
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Para resolver esta ecuacion, primero separamos las variables asi:

dP
P = kdt

Integrando en ambos miembros, llegamos a:
9B [ ket
P

InP =kt + ¢, donde ¢ es una constante de integracién, y entonces:

P - ekt+c - ekt et = Aekt

donde A = e° y k son constantes; por tanto, el total acumulado en cualquier momento t sera:
P(t) = AeXt

que es una funcién exponencial en la cual la variacion porcentual es constante al k%.

| EJEMPLO 1.12 |

Si una cantidad crece exponencialmente variando en el 10% cada mes, ;al cabo de cudntos meses
habra triplicado su valor inicial?

SeaV el valorinicial de esa cantidad. Entonces, al cabo de t meses tendréa un valor de:
V. =Ve""
Se trata de hallar el valor de t para el cual se cumpla que:
V=3V,
O sea:
V,e®'=3V,
Es decir:
e01t—=13
Tomando el logaritmo natural en ambos lados de la igualdad, obtenemos:
Ine®'t=In3

0,1t=1In3

In 3
=—=11
t 01

Al cabo de once meses, el valor original se habra triplicado.

| EJEMPLO 1.13 |

Hallar el valor de n que cumpla con la siguiente igualdad:

45.600 |, (1,02 )’
0,035 — 0,02 1,035

702 .507 =

Esta ecuacién, que encontraremos mas adelante en los flujos de caja que crecen en forma geométrica
(capitulo 5), puede resolverse de dos formas: una mediante el programa correspondiente a gradientes
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geométricos crecientes, la otra por el dlgebra y la funcion logaritmica que corresponda al siguiente
procedimiento:

n
El objetivo es despejar el factor [%J , Y esto es igual a:

’

n
1,02
—2 | ~(0,7689121711
(mss} ( )

Tomando el logaritmo en ambos lados de la igualdad, obtenemos:

n
In[_ 102 | _|n(0,7689121711)
1,035

- n=1n(0,7689121711)/1n| 22| _ 18
1,035

Asi, el valor de la variable n que cumple la ecuacién dada en el ejercicio es n = 18.

Existen dos clases especiales de progresiones, la aritmética y la geométrica, y las encontraremos en
algunos problemas de matematicas financieras, principalmente las segundas.

Se llama progresion aritmética a toda sucesién de términos en la que cada uno de ellos, a diferen-
cia del primero, se obtiene sumando una cantidad fija al anterior a este. A esta cantidad fija, que se
adiciona a cada término, se le conoce con el nombre de incremento o diferencia comun.

Sea a el primer término y h el incremento o diferencia de una serie aritmética, entonces los n primeros
términos estaran dados por:

a,a+h a+2h,..,a+(n-1)h

Una de las mayores aplicaciones de la progresion aritmética en matematicas financieras es la
suma de los n primeros términos, que podemos representar por S; es decir:

S=a+[a+h]+[a+2h]+ .. +[a+(n-1)h]
Esta expresion equivale a:

n(n-1) n
T—§[2a+ (n-1)h]

O sea que la suma de los n primeros términos de una progresidon aritmética esta dada por:

S=na+h

(1-4)
S=(nl2)x [2a +(n- 1)h]

Debe advertirse que la diferencia comun puede ser positiva o negativa, lo que origina las progre-
siones aritméticas crecientes o decrecientes respectivamente.
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| EJEMPLO 1.14 |

Un cliente solicitdé un préstamo a una entidad financiera por $ 36.000, con el acuerdo de que pagaria
tanto el capital como los intereses en doce cuotas mensuales de $ 4.080 la primera, $ 3.990 la segunda,
$ 3.900 la tercera y asi sucesivamente. Hallar la suma total de los pagos efectuados.

La sucesidn de pagos constituye una progresion aritmética en la que:
a=%$4.080; h=-90; n=12

Aplicando la expresién (1-3), tenemos:
S =121/2[2(4.080)+(12 — 1)(- 90)] = $43.020

Debe tenerse en cuenta que en este ejemplo se pide hallar Unicamente la suma total de los
pagos, mas no el valor del dinero pagado; este ultimo concepto sera la base de los temas que van a
tratarse en capitulos posteriores de este texto.

Para determinar si una sucesién dada corresponde o no a una progresion aritmética, basta hallar
el incremento. Este se obtiene calculando la diferencia entre un término cualquiera y el anterior a este,
y comprobando luego si se cumple o no la definicion 1.3.

En matematicas financieras podemos utilizar la progresion geométrica, entre otros casos, para
calcular el total del interés mas capital al cabo de un determinado tiempo, liquidados sobre una canti-
dad fija y una tasa de interés simple. Casos como estos se trataran en el capitulo 3.

| EJEMPLO 1.15 |

Usted toma un crédito por valor de $ 500.000 y acuerda con el acreedor un interés simple del 2% men-
sual, y que, ademas, se cancelaria el total de capital mas interés al cabo de un ano. Determinar el total
que usted debera cancelar en esa fecha.

El interés mensual seria: 0,02(500.000) = $ 10.000. Como en interés simple estos intereses no ganan
intereses en los meses siguientes, el valor de su deuda total al final de cada mes seria:

510.000, 520.000, 530.000, y asi sucesivamente.

Por tanto, el valor de su deuda al cabo de doce meses seria igual al duodécimo término de esta
serie, que estara dado por:

a+(n-1)h=510.000 + (12 — 1)(10.000) = $ 620.000

Lo que significa que al cabo de un ano de tener ese crédito, segun las condiciones dadas, usted
deberia cancelar en total la suma de $ 620.000.

| EJEMPLO 1.16 |

Un articulo debe comprarse al principio de cada mes. Se sabe que su costo original fue de $ 50.000 y
que cada mes aumentara en $ 8.000. ;Cuanto sumaran los desembolsos para la compra del articulo
durante dos anos?

Los desembolsos para la compra del articulo son:

50.000, 58.000, 66.000

y asi sucesivamente, y estos forman una progresion aritmética con a = 50.000, h =8.000 y n = 24, de tal
manera que la suma de los desembolsos por dos anos ser3a, aplicando la expresion (1-4), igual a:
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S= (%] [2(50 .000) + (24 - 1)(8.000)]= $3.408.000

Lo que significa que para comprar ese articulo durante dos anos debieron hacer unos desembol-
sos que suman $ 3.408.000 millones.

En general, las progresiones aritméticas se utilizan en todos aquellos problemas en los que haya
una sucesion de valores que aumenten o disminuyan periédicamente en la misma cantidad.

Se llama progresion geométrica a toda sucesion de términos en la cual la razén o cociente entre
un término cualquiera y el anterior a este es constante.

Esta definicion equivale a decir que una sucesion de términos constituye una progresion geométrica
si cada término se obtiene multiplicando el anterior por una cantidad fija.

Entonces, dado un primer término a y una razon r, la progresion geométrica correspondiente a
los n primeros términos estara dada por:

a, ar, ar’, ars,..., ar™’

Aligual que en la progresidn aritmética, aqui nos interesa especialmente la suma de los n prime-
ros términos de esta progresién. Es decir, el valor de S:

S=a+ar+arf+..+ar™

Si multiplicamos ambos miembros por r y hallamos la diferencia entre las dos expresiones, lle-
gamos a:

a(1—r”)_si
S - 1T-r '

r=+1

ax nm si r=1

Para determinar si una sucesion de términos constituye o no una progresion geométrica, basta
con hallar la razon correspondiente. Esta se obtiene dividiendo un término cualquiera por el anterior
y comprobando luego si se cumple o no la definicion 1.4.

| EJEMPLO 1.17 |

Dada la sucesion 3, -2, 3/4, -8/9,...,..., hallar el décimo término y la suma de los veinte primeros términos.

Primero debemos comprobar si la sucesidn constituye o no una progresién geométrica. Para ello cal-
culamos una razén dividiendo un término cualquiera por el anterior a este, lo que nos da que r = -2/3.
Como esta cantidad cumple las condiciones dadas en la definicién 1.4, entonces podemos asegurar
que la sucesion corresponde a una progresion geométrica en lacuala=3y r=-2/3.

Como el enésimo término es a x r"~', tenemos que el décimo término es:
3x(-2/3)°=-512/6.561

Aplicando la primera parte de la expresiéon (1-5), tenemos que la suma de los veinte primeros
términos de la progresion geométrica es:

3 (-2/3)7]
 1-(-2/3)

S =1,799458
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Las progresiones geométricas pueden ser crecientes, constantes o decrecientes, segun la razon
sea mayor que uno, igual a uno o menor que uno pero positiva respectivamente.

Las progresiones geométricas son de mucha aplicacion en las matematicas financieras, en todos
los casos relacionados con interés compuesto, que sera tratado en el capitulo 3.

Sin embargo, aqui desarrollamos algunos ejemplos y ejercicios que capaciten al estudiante en el
uso y el dlgebra de estas progresiones mas que en las aplicaciones financieras.

Algunas veces se presentan sucesiones de términos tales que una parte de ellos constituye una
progresion aritmética y la otra una progresion geométrica. En el siguiente ejemplo veremos la forma
de resolver estos problemas.

| EJEMPLO 1.18 |

Una persona recibe el primer dia 1/2, el segundo dia 2/4, el tercer dia 3/8, el quinto dia 4/16 y asi suce-
sivamente, en millones de pesos. Si en estas condiciones estuvo durante treinta dias, hallar el valor
que recibid el ultimo dia y la cantidad total recibida durante este tiempo.

La sucesion formada por las cantidades recibidas es 1/2, 2/4, 3/8, 4/16,..., en la cual los numeradores
forman una progresion aritmética y los denominadores una progresion geométrica. Como podemos
observar, no corresponde en total ni a una progresion aritmética ni a una geométrica. Sin embargo, si
podemos determinar el enésimo término, que tiene la forma n/2" paran=1, 2, 3,..., de tal manera que
el valor que recibid el ultimo dia (n = 30) fue 30/2%° = 2.793,9 x 108,

Para hallar la cantidad total recibida debemos sumar los treinta primeros términos de esta serie;
es decir, hallar el valor de:

S=1/2 +2/22 +3/2% + 4/24... + 30/2%
Si multiplicamos la expresion anterior por 2, tenemos:
(1/2)S =1/2%2 + 2/2% + 3/2% + 4/25 + ... + 30/2%°

Y ahora, si de la primera restamos la segunda, obtenemos:

AI12S=0M/2+1/2>+1/2*+1/2% + .. +1/2*°1-30/2"
La expresidon entre paréntesis es la suma de los treinta primeros términos de una progresion

geomeétrica, cuyo primer término es 1/2 y la razéon también es 1/2, de manera que:

172[1- 112)*]
1-1/2

S=2 _3/20%"| = 2, aproximadamente.

Esto quiere decir que la cantidad total recibida fue $ 2 millones aproximadamente.

| EJEMPLO 1.19 |

Una empresa dispone de una suma de dinero para repartirla entre diez empleados. Al primero le en-
trega la tercera parte de esa suma, al segundo la tercera parte del resto y asi sucesivamente hasta el
décimo, que recibe $ 200.000. ;Cual es el valor de la suma total que tiene la empresa para repartir y
cuanto repartié?

Sea X la suma de dinero que tiene la empresa para repartir. Al primero le correspondera 1/3X y so-
braran 2/3X; al segundo le correspondera 1/3(2/3) X = (2/9) X y sobra (2/3) X — 2/9X = 4/9X; al tercero
le correspondera 1/3(4/9)X = 4/27X y sobra 4/9X — 4/27X = 8/27X, y asi sucesivamente. Las cantidades
entregadas a los empleados son las siguientes:
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Al 1°;%x

Al 2°:§X:3%X
Al 3°:%X=§—2
Al 10020 x

Si a este ultimo le correspondieron $ 200.000, entonces:

29
2 X =200.000

Luego, X = $ 23.066.015,62 es la suma de dinero que la empresa tenia para repartir. Podemos ver
aqui que las cantidades recibidas por los empleados forman una progresién geométrica, en la que el
primer término es:

1
“1x
a=3

Y la razon, r = 2/3.

Por tanto, para saber cuanto repartio simplemente sumamos los diez primeros términos de esta

progresion:
10
1 _12
3 X[1 [3J 10
S= 5 = XP - [%) } = 23.066.015,63 (0,982658471) = 22.666.015,63
‘]_ =
3

Asi, la cantidad que la empresa repartio fue $ 22.666.015,63.

| EJEMPLO 1.20 |

Si una maquinaria costé $ 6 millones y cada ano se deprecia el 30% del valor inmediatamente anterior,
;cudl sera el valor de la maquinaria al cabo de cinco anos y cudnto suman las cantidades depreciadas?

Las cantidades depreciadas son: valor original 6.000.000.

Primer ano: 0,3(6.000.000) = 1.800.000; valor restante, 4.200.000
Segundo ano: 0,3(4.200.000) = 1.260.000; valor restante, 2.940.000
Tercer ano: 0,3(2.940.000) = 882.000; valor restante, 2.058.000

Y asi sucesivamente.

Para encontrar la razén en la sucesion de valores depreciados, hallamos la razon entre uno cual-
quiera de esos valores y el anterior, y obtenemos que r = 0,7, de tal manera que la suma de las canti-
dades depreciadas con a = 1.800.000 es:

_ 1.800.000 [1-©0,77]

1-07 = $4.991.580

Por tanto, el valor de la maquinaria al cabo de los cinco anos sera igual a:
$6.000.000 — $ 4.991.580 = $ 1.008.420
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El estudiante deberd comprobar este resultado con base en el calculo de la serie de valor restante
que venia desarrollandose y hallar una expresion para el enésimo término de esa sucesion.

Podemos encontrar otra aplicacién de las progresiones geométricas en el concepto econdmico
de la propension marginal al consumo. Este concepto se define como la proporcion (porcentaje) de
ingreso adicional recibido por los consumidores y que se gasta en bienes y servicios.

Propongamos que la propension marginal al consumo en una economia es del 0,5. Una empresa
que forma parte de esta economia emplea a uno de los trabajadores durante algunas horas extras, y
por esta razon la empresa le paga al empleado $ 1.000 mas. Se trata de registrar el efecto de este au-
mento inicial de $ 1.000 en el gasto total de toda la economia. Entonces, en primer lugar tenemos que
el gasto total aumentara por el incremento de los $ 1.000. En segundo lugar, el trabajador que recibe
estos $ 1.000 gastara el 50% de ellos, o sea, $ 500. La persona que recibe estos $ 500 gastara el 50%
de ellos, o sea, $ 250, y asi sucesivamente.

De este modo se genera una sucesion que puede representarse asi:
$1.000, $ 500, $ 250,..., 1.000(0,5)"-"

y que corresponde a una progresion geomeétrica cuyo primer término es 1.000 y la razén 0,5.

1.1 Hallar el valor de n, tal que:

25.000 [1 - (1,012)”}

377.666,5 = 5037"0,012 (1,03)"

La expresion dada en el problema es equivalente a:

n
377.666,5 — 25:000 {1_ [1,012 j }

0,03-0,012 1,03
De donde:
1,012)"
[ 1,03 ] =0,72808012

Tomando In en ambos miembros de la igualdad, se tiene que:

1,012)"
In [ 5 j ~1n(0,72808012)

nin [1'012J — In(0,72808012)

1,03
De donde:
" In(0,72808012) _18
Inl 1.012
1,03
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2.1 Hallar X tal que log, 28 = 1,75.

Decir que log, 28 = 1,75 equivale a decir que:
X175 =28
Asi que X=(28)""7°=6,71347

3.1 Hallar la suma de los veinte primeros términos de la serie:
8; 14; 24,5; 42,875; 75,03125;...

Como la diferencia entre dos términos consecutivos no es constante, entonces no corresponde a una
serie aritmética.

Veamos si es geométrica. Para ello dividimos un término por el anterior; por ejemplo:
42,875/24,5 = 1,75, y vemos que este es el valor de la razén y que la serie es geométrica con
a=8,r=1,75y n = 20; entonces:

8l1- (1,75)%°
S= [(—)] —774,076,20
1-(1,75)

4.1 Hallar el valor de X de tal manera que los numeros X + 1, 3X + 2y, 8X + 1 sean términos consecu-
tivos de una progresion geométrica.

Si los términos X + 1, 3X + 2 y 8X + 1 son consecutivos en una serie geométrica, se debera cumplir
que:

Fo3X+2_ 8X+1
X +1 3X +2

o sea: X?+ 3X + 3 =0, y no existe un numero real X que cumpla con esta ecuacion; luego, no existe X
tal que los términos dados sean consecutivos en una progresion geométrica.

5.1 Hallar el valor A tal que:

18 18
4.200.000 = A (1,03)"® - (1,015)
0,03 - 0,015 (1,03)18

La expresion dada en el problema equivale a:

18
4.200.000 = —A |1 _ | 1.015
0,015 1,03

De donde:
A =271.463,8




6.1 Hallar el valor de j tal que:

12 .\ 36
32.450.000 = 19.340.000[%}

La expresion del problema es equivalente a:

32.450.000 _ [, Jj)*
19.340.000 12

Capitulo 1: Funciones exponencial y logaritmica y progresiones

Aplicando 3{3[ en ambos miembros y despejando j, se llega a que j = 0,17375.

71 Para qué valor de n se cumple que:

420 — 280 (1,02)""
6(1,02)"

580.600 (1,02)" =

La expresion del problema es equivalente a:

6(580.600)(1,02)?" = 420 — 280(1,02)?"
O sea:

3.483.880(1,02)?" = 420

(1,02)?" = 0,00012055

5, _ In(0,00012055)
B In(1,02)
n=-227,83
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1.1

1.2

13

1.4

15

1.6

1.7

1.8

Silnx=a, ylny=Db, expresar cada uno de los logaritmos siguientes en términos de a y b.

i) In(x-y)

ii) InCé-y)
iii) In(x/ y?
iv) In(x2/ y®)

v)  2In(é - y'?)

Averiguar donde se origina el error del siguiente razonamiento: como 3 > 2 es verdadero, enton-
ces 3[In (1/2)] > 2[In (1/2)]; 1,3 o sea, In(1/2)* > In(1/2)2. Por tanto, (1/2)* > (1/2)?, 1,4 o sea, 1/8 > 1/4.
Lo cual es falso.

Resolver, para x, cada uno de los casos siguientes:
i) log,25=2

i) log,(1-x)=2

iii) log xe°=5

iv) log(3x%) =1+ log(9x)

v) In(83-2x)-2In(x)=0

Resolver, para x, cada uno de los casos siguientes:
i) e%>=0,01

i) (1/3)(2)=12

iii) (1/2)!2>*=3/5

iv) (4/5)'"*=3

v) 2(10)>*-3=12

En un determinado pais, la poblacién aumenta a una tasa del 10% anual. A esta tasa, jen cuanto
tiempo se duplicara la poblacién inicial?

Explicar por qué el nimero 1 no puede utilizarse como base para logaritmos.

¢Cuanto tiempo tardara en triplicarse un capital invertido al 25% de interés, si se supone una
capitalizacion continua?

SiD={x/x=5+3(n-1); n=1, 2, 3,...}, encontrar el valor minimo de n tal que D_> 100, donde D_
representa la suma de los n primeros términos de D.



1.9

1.10

1.1

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

Capitulo 1: Funciones exponencial y logaritmica y progresiones

Para cada una de las sucesiones definidas para las funciones siguientes, conn=1, 2, 3,..., deter-
minar cuales son progresiones aritméticas y cuales geométricas.

i) f(m=1/n
ii) f(n=n
iii) f(m=1/n

iv)] f(m=(1+1/n)
v) f(n=1/2"
vi) f(n)=2"

Hallar el valor de:
" 20 1 10 1
i 22 ji. Z‘ZF jii . 2[1—3—kj

Hallar la suma de los diez primeros términos de la progresidon cuyos primeros términos son 2, 6,
18, 54,...

Hallar el valor de A sabiendo que:

(55

k=13

Una serie de datos tiene la siguiente forma: 1, 1/2, 3, 1/4, 5, 1/8, 7, 1/16... Hallar la suma de los
cincuenta primeros términos de esta sucesion y el valor del término cincuenta.

Determinar el valor de n tal que:

anl1-01,02)"
4.797,45_30{—0’02 }

Determinar el valor de n tal que:

14.241,3 = 530| (1:03)" -1
0,03

Una progresion geométrica tiene el siguiente comportamiento: el primer términoes a =2y
aumenta con una razon de r = 2 hasta el vigesimocuarto término, y de alli en adelante disminuye
con una razén de r = 1/2. Hallar la suma de los cuarenta primeros términos de la progresion.

Una persona se informa de un suceso a las doce del dia. A los 20 minutos ya se lo habia contado
a otra persona. Las dos personas informadas, a su vez, lo contaron cada una a otra después de
20 minutos. Cada una de estas cuatro personas lo cuenta a otra a los 20 minutos siguientes, y
asi sucesivamente hasta las seis de la tarde del mismo dia. Hallar el nimero de personas que se
informaron a las seis de la tarde y el numero total de personas informadas desde las doce del dia
hasta las seis de la tarde.
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1.18 ;Es posible repartir $ 75.000 en quince premios, de tal manera que cada premio sea $ 500 menos

1.19

1.20

que el anterior? En caso afirmativo, hallar el valor de los premios.

Hallar el niumero K de tal manera que K — 2, K + 4 y 3K sean términos consecutivos de una pro-
gresion aritmética. jEs Unica la solucion?

Resolver el problema 1.19 si se trata de una progresion geométrica.

1.21 Un empleado acepta trabajar para una empresa por 1 centavo el primer dia, 2 centavos el segun-

1.22

1.23

1.24

do dia, 4 centavos el tercer dia, 8 centavos el cuarto dia y asi sucesivamente durante dos meses
(sesenta dias). a) Averiguar cuanto recibié el empleado durante el primer mes. b) ;Cuanto llevaba
ganado el dia sesenta?

El costo de vida aumentod en el 24% anual en término medio desde 1978. Si un articulo costaba
$ 1.540 el 1 de enero de 1978, jcuanto costo el 31 de diciembre de 19827

Para el problema 1.22, ;en qué momento el articulo estaba costando $ 3.540?

Si la propension marginal al consumo para una economia es 0,8, el Gobierno decide aumentar su
gasto en $ 2 millones para un periodo. jCuales seran los tres primeros incrementos y el décimo
incremento del gasto total, como términos de una progresion geométrica?

1.25 Un automovil recorre 40 metros el primer segundo y durante cada uno de los segundos siguien-

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

1.31

tes recorre los 4/5 de la distancia recorrida en el segundo inmediatamente anterior. Se sabe ade-
mas que con un galon de gasolina, que cuesta $ 350, recorre 550 metros. ;Cuanto ha gastado en
gasolina durante la primera media hora de recorrido?

Resolver el problema 1.25 para el tiempo en que el auto esté en movimiento.

Sea p el precio unitario de un articulo, y V(p) = 100e%? |a funcidon de ventas. ;jCual debe ser el
precio unitario para que las ventas sean de cincuenta unidades?

Analizar las ventas para el problema 1.27, si el precio aumenta indefinidamente.

Resolver el problema 1.28 para el caso en que la funcion de ventas esta dada porV(p) = 2.000(1-e %),

El nimero de articulos que se fabrican diariamente, después de n dias de iniciada la produccion,
esta dado por D = 500 — 500e%%". ;En qué momento el nivel de produccidn sera cuatrocientos
setenta y cinco unidades?

El mensajero de una empresa recibié $ 1.200 por el primer paquete entregado un dia y luego
recibio $ 80 de aumento por cada paquete siguiente. Calcular cuanto recibio en total ese dia, si
entrego treinta y ocho paquetes.



Capitulo 1: Funciones exponencial y logaritmica y progresiones

1.32 La calificacion de un estudiante fue de sesenta y cuatro puntos en el primero de siete exdmenes
de matematicas. Si en cada uno de los siguientes obtuvo cuatro puntos mas que en el inmedia-
tamente anterior, hallar la calificacion en el ultimo examen y su promedio de puntos por examen.

1.33 Un automoévil se deprecia el 30% de su valor cada ano. ;Cudl serd el valor al cabo de cinco anos,
sabiendo que el automovil costd originalmente $ 30 millones?

1.34 Hallar el valor de X de tal manera que los niumeros X + 1, 4X + 1 y 8X —1 sean términos consecu-
tivos de una progresion geométrica.

1.35 Los tres digitos de un numero en su orden original forman una progresion aritmética, cuya suma
es veintiuno. Encuentre el nimero si este disminuye trescientas noventa y seis unidades al inver-
tir el orden de los digitos.

1.36 Hallar el valor de n que cumpla la ecuacion:

1.144.473 = —82:000 1, (.01
0,03-0,02| (1,03)

1.37 Hallar la funcién exponencial de la forma F(t) = a.b* que mas se ajuste a los datos siguientes:

t 20 21 23 24 26 30
F(t) 480 478 450 453 432 415

1.38 Expresar, en términos de logaritmos, el valor de R en la expresién siguiente:

i Ra
Y= A P+—}
a

1.39 El valor de un activo al cabo de t meses estara dado por la funcion:
W(t) =500.000 — A e

Si el valor original del activo fue $ 450.000 y al cabo de cinco meses es de $ 380.000, hallar el
valor del activo cuando tenga un tiempo de diez meses.

1.40 Un estudio de mercado mostro los siguientes valores que relacionan el precio P de un articulo con
la correspondiente cantidad Q demandada:

P 5.800 6.000 6.300 6.800
Q 52 50 47 40

Hallar la funcion demandada de la forma Q(p) = e** que mas se ajuste a los datos anteriores, y
determinar el precio que optimice la ganancia por la venta del articulo, sabiendo que el costo del
articulo por unidad es de $ 5.600.
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2.1
a)
b)
c)

d)

e)

2.2

Determine el valor de o tal que:

2x = g
20x = g
ax_exf1
3a+2_1_ 2&
-5 (2)
1)2=-£
@+1)?=2

En cada uno de los ejercicios siguientes, determinar (si existe) el valor de X que cumpla con la

relacion dada:

a)

b)

c)

d)

e)

2.3

38500 = 22200 + 6306—0,02)(

35
2.500= —
1+2e”
_ 435
2+ e
180 _ b
4-3¢ " 8e”

8003+ 2 =20

SiY(t) presenta los ingresos en el mes t de una compania y se cumple queY(t) =Y e, don-
deY

son los ingresos iniciales y a una constante, se pide hallar t para el cualY /5 =Y(t), con

Y, =$ 150.000.000 y o = 0,02.

24

a)

b)

c)

d)

e)

25

a)

b)

c)
d)

Hallar t (si existe) en cada uno de los siguiente ejercicios:

30.000 = 15.000(1,02)"

15.500

120.000 = ————
0,02 - 0,01

t
L (1,01
1,02
t
250,000~ 640 (1,02)t+280{(1102#]

0,02

400.000 - 220(1,025)"" = 140.000

t
500.000 = 25.000[M]

0,03(1,03)"

Hallar el valor de x en cada uno de los siguientes casos:

Y=k(1-€e")
C:1—In{£]
p+qg |x

50 = 12(1 — x) 2
q=80- 2
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2.6 Hallar el valor de i (si existe) en cada uno de los siguientes casos:

12 4 _
a) 2001+ 1) n ’_)3
b)  620.000= 89 |7 (+D"
' 0,02 (1,03)"°
c) 300(1-0)°- — =
-1

2.7 De la expresion:

-\ N
Pe'= P[1 + i] . Hallar r en funcién de j y de n.
n

2.8 Hallar el valor de t en la expresion:

300.000

¢ _ _300.000
5.600.000(1,02)" = o=~ ow

[(1,02)" - (1,015)]
2.9 Hallar el valor de n (si existe) tal que:

3.200.000(1,021)" = 6.250.000 + % [(1,021)" - 1]

2.10 Por el método del tanteo e interpolacion lineal, hallar el valor de n en cada uno de los siguientes
casos:

a) 3"-2"=6.395

b) 4.400.000 = 380-000 /4 43y" (1 02)"]

0,01
¢) 45.600.000 = 32.100.000(1,021)" - %[(1,021)"— (1,015)"]
~ (1,02)"" (1,02)" -1
d) 2.800.000 = 120.000{—0’02 £10.000 S5 =

2.11 Hallar la suma de cada una de las siguientes sucesiones finitas de numeros:
a) 2.000, 2.020, 2.040,...,..., 2.640
b) 4.600, 4.590, 4.580,...,..., 4.120
c) 252, 260, 268,...,..., 532.
d) 1.120, 1.115, 1.110,...,..., 910

2.12 Hallar el valor de t tal que:

22.340 + 60(1,04) "= 610] —2——
3(1,04)
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2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

Hallar la suma de cada una de las siguientes sucesiones:
a) 520,520(1,03)', 520(1,03)2, ..., 520(1,03)2

b) 120(1,02)™, 120(1,02)*%, 120(1,02)%, ..., 120

c) A(1+K", A1+ K" A(1+k° .. A

d) RO+, R+ R1+i)% ..., R(1+i)"

En cada uno de los siguientes casos, hallar el valor de h:
a) 365.400 =227.200(1 + h)'®

12
b) 1.240.000 = 863 .500[1 + %)

c) 17415=5.628(1 + 0,02)"2

d)  490.600(1,042)" — 231.420(1,042)3" = 0

h 24
e) 2.360.520=1.485.370 (1 + - hj

Suponga que en una cierta actividad financiera el dinero crece segun la expresion: D(t) = D e®,
donde D, y a son constantes, y D(t) la cantidad de dinero en el afno t. Si al final del afio uno se
tenia una cantidad de $ 12.300.000 y si al terminar el tercer ano se tenia la suma de $ 14.520.000,
jcuanto se tendra seis anos mas tarde de haber iniciado la actividad?

Si la funcion de demanda de un articulo esta dada por la funcion D(p) = 20.000 — 55.000e %4
unidades, donde p es el precio/unidad en miles de pesos, determinar: a) El nimero de unidades
demandadas cuando el precio/unidad sea de $ 2.000. b) El precio por unidad para que la deman-
da sea de 19.400 unidades.

En la funcion D(t) = D,e*, se pide:

a) Hallar o cuando t=3, D(3) =400y D, =180
b) Hallartcuando a=1/2,D(7)=10y D, =75
¢) Hallar D, cuando t = 10, D(10) = 200 y a=-0,01

El valor de un determinado proyecto el 1/1/01 era de $ 1.650 millones y de $ 1.870 millones el
1/1/06. Si el valor del proyecto crece exponencialmente segun una funcion de la formaV(t) =V e*,
donde t es el tiempo en anos y V, y a son constantes, estimar el valor del proyecto el 1/1/08 y
determinar el tiempo al cabo del cual el valor del proyecto haya aumentado en $ 530 millones a
partir del valor inicial.

En 1990 la poblaciéon de una ciudad era de 2.520.000 de habitantes, y en el ano 2000, de 3.140.000
de habitantes. Si la poblacion crece exponencialmente segun la funcion p(t) = Ke*, donde K y «
son constantes, hallar la funcién de poblacién de esta forma donde t es el tiempo en anos y
estimar la poblacidon de esa ciudad para el aho 2008.



2.20

2.21

2.22

2.23

Capitulo 1: Funciones exponencial y logaritmica y progresiones

El capital invertido en el punto 0 es K (0) = $ 5 millones, y el capital existente cuatro meses mas
tarde era de K(4) = $ 5.245.853,28. Si el capital crece segun la relacion K(t) = Re*, donde Ry a. son
constantes, y t es el tiempo medido en meses, se pide hallar el capital existente al cabo de dos
anos y medio y determinar el momento en el cual el capital existente sea el doble de la inversion
en el punto cero.

Si la funcidon que representa una cantidad de dinero al cabo de t meses esta dada por S(t) = a.b,
donde a y b son constantes, y ademas se sabe que S(0) = $ 3.820.000 y que S(6) = 4.055.007, se
pide hallar los valores de a y b, expresando la constante b como b =1 + r, y determinar el valor
der.

Suponga que la demanda mensual de un articulo esta dada por Q(t) = 40 + 3t unidades, donde t
estd medido en meses. Si el articulo se vende a $ 50.000 la unidad cada mes, se pide calcular la
mitad de los ingresos mensuales para los préximos doce meses y hallar la suma de esos doce
valores.

Resolver el problema anterior para el caso de una funcién de demanda de la forma:

Q(t) = 34(1,05)
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Ecuaciones de
diferencia finita

El propdsito de este capitulo es conocer las ecuaciones

de diferencia finita y su aplicacion para resolver problemas propios
de las matematicas financieras en los que la variable
independiente sea discreta.

Al terminar este capitulo el lector estara en capacidad de:

¢ |dentificar una ecuacion de diferencia finita lineal de primer
orden.

¢ Resolver una ecuacion de diferencia finita lineal de primer
orden.

* Aplicar las ecuaciones de diferencia finita en la solucion de
problemas relacionados con el valor del dinero en el tiempo.
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Las situaciones en las que interviene una variable discreta son de gran importancia en las ciencias
econdmicas. Entre estas se encuentran: los problemas que relacionan valores en pesos con cantida-
des cuando estas ultimas deben expresarse en numeros enteros positivos; las relaciones entre las
funciones de oferta y demanda cuando ellas dependen del tiempo medido en dias, meses o anos,
entre otros; el valor acumulado de una inversion cuando depende del tiempo medido en periodos de
capitalizacion; el saldo de un sistema de amortizacidon cuando se pagan cuotas periodicas. Lo anterior
justifica el estudio, asi sea elemental, de las ecuaciones de diferencia finita en las que la variable inde-
pendiente debe ser discreta y, por tanto, constituyen una de las herramientas matematicas utilizadas
para resolver estos problemas.

Ademas, con la ayuda de estas ecuaciones podemos resolver problemas propios de las matema-
ticas financieras que no se ajustan a los modelos o formulas tradicionales en esta materia.

Debido a que casi la totalidad de problemas que relacionan los valores relativos al tiempo, pro-
pios de las matematicas financieras, siempre consideran el valor en un periodo respecto del inme-
diatamente anterior, esto nos indica que solo necesitamos ecuaciones de diferencia de primer grado.
Sin embargo, quien esté interesado en ampliar sus conocimientos en esta clase de ecuaciones puede
consultar a Goldberg (Introduction to Difference Equations, Science Editions).

Ademas, aun cuando muchas de las formulas utilizadas en matematicas financieras pueden ob-
tenerse de progresiones aritméticas o geométricas, aqui se logrardn de una ecuacién de diferencia
finita, con el fin de familiarizarnos con el manejo de estas ecuaciones y garantizar asi el éxito en
aquellos problemas en los que el Unico camino que debe seguirse es plantear y resolver una de tales
ecuaciones.

Sea y = f(t) una funcion para valores enteros no negativos de t —o sea, parat=0, 1, 2, 3,...—, se
Ilama primera diferencia, o diferencia finita de primer grado de y = f(t), a la expresion dada por:

Af(B)=f(t+1)—f (D) (2-1)

donde f(t) representa el valor de la funcion f en el punto t, y f (t + 1) el valor de la funcion f en el
punto t + 1.

Con frecuencia se utilizan otras notaciones, como:
Y, 6 f enlugardef(t)eY,  ,6f . envezdef(t+1)

La interpretacion grafica de la primera diferencia de

Y=f(t
una funcién y = f(t) podemos verla en la figura 2.1. ©

De esta manera, Af(t) corresponde al incremento que su-

fre y = f(t) cuando la variable t se incrementa en una unidad. f+1)

De aqui su aplicacidén en las matematicas financieras, pues Af(D)
en ellas se estudia fundamentalmente la variacion que expe-

rimenta el dinero al modificarse el tiempo en un periodo. f(t)

\j

t (t+1)

representacion grafica de Af(t)



Capitulo 2: Ecuaciones de diferencia finita

| EJEMPLO 2.1 |

Siy = f(t) = 41> - 6, hallar la diferencia de primer orden.

Comoy, =f(t) =4t>- 6, entoncesy, ,=ft+1)=4(t+1)?-6=4t+ 8t -2

t+1

Aplicando la expresion (2-1), tenemos:
Af(h=Y, - Y= (4P +8t-2)— (4 -6)=8t+4

Como puede observarse, el resultado del ejemplo anterior de Af(t) es una funcién que depende
de nuevo de la variable t; por tanto, puede hablarse de la primera diferencia de Af(t). Esta se denota
por A%(t) y se llama la segunda diferencia de f(t), y asi sucesivamente. Pero como ya se anotd, uno de
los objetivos de este texto es la aplicacion de las ecuaciones de diferencia a problemas de matemati-
cas financieras, y para ello es suficiente el tratamiento de las diferencias de primer orden.

Una ecuacion que relacione los valores de una funcién y = f(t) con una o varias de sus diferencias
finitas se llama ecuacion de diferencia finita en f(t).

En adelante las llamaremos simplemente ecuaciones de diferencia. El orden de estas ecuaciones esta
determinado por la diferencia de mayor grado que se encuentre en la ecuacion.

Por ejemplo, son ecuaciones de diferencia de primer orden:
a) Y _ +3Y=0

t+1

b) Y, =2Y+5t

t+1

¢ Y, ,-Y-=8

t+1
d) Y, -3Y=2t

t+1
e) Y Y

t+1: t

f)  2Y_ +Y=4@2)

t+1

Ecuaciones de este tipo aparecen al plantear los problemas de matematicas financieras en los
que la variable t representa el tiempo medido en periodos como dias, semanas, meses, trimestres,
semestres o afnos (por tanto, esta variable solo podra tomar los valores 0, 1, 2, 3,...), y la variable y,
representa los valores en dinero en el tiempo t.

Una funcion y,=f(t) es una solucion de la ecuacion de diferencia finita si esta definida para valores
enteros no negativos y satisface la ecuacion dada.

Comprobar que la funcion Y; = (1) = t es una solucién de la ecuacion de diferencia siguiente:

)/t+1_\/t:t

Parat=0,1,2,3,...

| EJEMPLO 2.2 |
(t-1
2
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A partir de la funcion y, dada, obtenemos:

(t+D(t+1DH =11 (t+ Nt
Yt+1: 2 = 2

Reemplazando los valores de Y, eY, , en la ecuacion, tenemos:

(t+ Dt t(t-1) (E+Dt-tt-1) t'+t-t +1
2 2 2 B 2

2t
£t
2

o sea que la funcion y, = f(t) cumple la ecuacion de diferencia dada en el ejemplo.

Existen dos clases de soluciones para una ecuacion de diferencia finita: general y particular. Se
[lama solucion general a aquella funcidn que, teniendo una o varias constantes arbitrarias, cumple con
la definicién 2.3. Se denomina solucién particular a aquella funcidon que no tiene constantes arbitrarias
y que cumple con la definicion 2.3. Por ejemplo, la funcion y, = f(t) del ejemplo 2.2 es una solucién
particular de la ecuacién dada alli. El lector puede comprobar que la funcion

C+t(t-1
y o Crtt-
2
donde C es una constante arbitraria, también es solucion de la ecuacion dada en el ejemplo 2.2. Esta
ultima funcioén es la solucidén general de la ecuacion.

Se llama ecuacion de diferencia lineal de primer orden con coeficiente constante en y, a toda ex-
presién de la forma:

ayY,, +aY,=g( (2-1)

t+1

donde a, y a,son constantes y g(t) es una funcion que depende de t, siendot=0, 1, 2, 3,... Son ejem-
plos de ecuaciones de esta clase, ademas de los casos (a), (b), (c), (d), (e) y (f) de la seccidn 2.3, los
siguientes:

a) 2Y _,-3Y=47r+6

t+1

b) Y, +5Y,=2(3)

c) 6Y ,—-(3/4)Y,—(1/4t+(1/5)et+2=0

En el caso de las matematicas financieras, la funcidn g(t) se presenta solo como una funcién po-
linomial o exponencial, de tal manera que en adelante no trataremos sino estos dos casos.

Debe tenerse en cuenta que una funcion polinomial es toda expresion que tenga la forma:
git)=Ct+C_tm"+..+Ct+C,

donde C, C__.,..., C, C, son constantes y n es un entero no negativo. La funcion exponencial ya se
estudio en el capitulo 1.

Segun la ecuacion (2-2), estas igualdades son aplicables siempre y cuando el valor de la funcion
en estudio, en un periodo cualquiera, esté relacionado o dependa del valor de esa funcion en el pe-
riodo inmediatamente anterior; ademas, la variable independiente debe tomar los valores 0, 1, 2, 3,...
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Para efectos de aplicacion de estas ecuaciones, consideramos siempre el intervalo general de la forma
[t,t+ 1]y los valores de una funcion y = f(t) comoY, eY, , en los extremos de este intervalo. Sin em-

bargo, puede presentarse otra notacion para estas ecuaciones, como las que se obtienen al considerar
el intervalo general de la forma [t — 1, t]. En este caso, la ecuacién (2-2) se escribe como:

a,Y+a,Y,, =g,

donde a, y a, son las mismas constantes de la ecuacion (2-2) y g,(t) es una funcion que depende de t
relacionada con g(t). El manejo de estas nuevas ecuaciones es idéntico al que haremos para aquellas
que tienen la forma de la ecuacion (2.2); simplemente que la Y, de la primera ecuacion corresponde a
laY, ,delasegunda,ylaY,, delaprimeraecuacion corresponde a la Y, de la segunda.

Veamos, con un ejemplo sencillo, como plantear una ecuacion de diferencia a partir del enuncia-
do de un problema.

| EJEMPLO 2.3 |

Una compania recibe un ingreso mensual que cumple la siguiente condicion: el ingreso recibido un
mes cualquiera es igual a las tres cuartas partes del ingreso recibido en el mes inmediatamente an-
terior, aumentado en $ 2.000. Plantear una ecuacion de diferencia que relacione los ingresos de dos
meses consecutivos.

En este caso el ingreso depende del y
tiempo. Sea Y, el ingreso recibido al
final del mes t; entonces, Y, , sera el in-
greso recibido al final del mes siguien- t t+1
te, es decir, en el mes t + 1. Esto lo po-

demos ver en la figura siguiente.

Segun la condicion dada en el
problema, tenemos:

Y., =(3/4Y,+2.000

Y esta es la ecuacion de diferencia que, segun el enunciado del problema, relaciona los ingresos
de los meses consecutivosty t+ 1.

Para hallar la solucién de la ecuacién de diferencia de orden dada en la expresion (2-2), debemos tener
en cuenta dos casos respecto de la funcion g(t):

i) Cuando g(t) sea constante
ii) Cuando g(t) sea variable

Para cada uno de estos casos se utilizan métodos diferentes que originan soluciones diferentes.

CASO |
Sea g(t) = k = constante. Entonces, la ecuacion (2-2) se convierte en:
a, Ym + aoyr =k

que puede llevarse a la forma:
Y. =AY, +B (2-3)

t+1
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donde:
A-T20 g K
aq 1

Para hallar una solucion particular de la ecuacion (2-3) es preciso conocer Y, o un valor Y, para k= 0.
Estos son los problemas mas comunes en matematicas financieras.

Si conocemos Y, el problema se reduce a resolver la ecuacion:
Y., =AY+ B, dadoY,
+1 t 0

Entonces, la ecuacion (2-3) va tomando las formas siguientes segun el valor de t:

Parat=0 Y, =AY, +B
Parat=1 Y, =AY, + B=A?Y + B(1 + A)
Parat=2 Y,=AY,+B=A% + B(1+ A+ A

Para un t cualquiera Y, =AY, +B=A%Y +B(1+A+ A
Y, =AY, + B(1 + A+ A%+ K+ A™")

t
_ AtY0+B“_I':}, si Az

Pero si A =1, se obtiene queY =Y + Bt.

En resumen, la solucion particular de la ecuacion (2-3), conocido el valor de Y, esta dada por:

1A'
1-A

AtYO+B{ } si A#1

Y, = (2-4)

Yo+ Bt, si A=1

Siconocemos el valor de Y, para K#0, entonces basta considerar Y, = C, donde C es una constan-
te arbitraria. Siguiendo el mismo procedimiento anterior, llegamos a la solucion general:
71— At
1-A

A‘C+B{ },si A=x1

Y, = (2-5)

yo+ Bt, si A=1

En la expresion (2-5), al reemplazar t por k e Y, por su valor, se halla el valor de C, que, al susti-
tuirlo en la expresion (2-5), nos da la solucion particular correspondiente.

| EJEMPLO 2.4 |

Resolver la ecuacién 3Y, , - 6Y, =1, sabiendo queY = 2/3.

Primero debemos escribir la ecuacion del problema en la forma de la ecuacion (2-3):
Y., =2Y,+1/3

t+1

Aqui podemos ver que A =2y B =1/3; como A # 1, entonces aplicamos la parte correspondiente
de la expresion (2-4) y tenemos:

t
Y, = 2’(2/3)+1/3F‘ z }:2t(2/3)+1/3(2’)—1/3: 2°-1/3
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| EJEMPLO 2.5 |

Resolver la ecuacion Y.,

-3Y,=2,siY,=17.

1

La ecuacion del problema podemos escribirla comoY,  ,=3Y +2,enlacualA=3yB=2;comoA=1,
aplicamos la parte correspondiente de la formula (2-5) y tenemos:

t
Y, = 3%+2{%}= 31C —[1-3']= 3'[C +1]-1

donde C es una constate arbitraria. Su valor puede calcularse mediante la condicionY, = 17; sustitu-
yendo t por 2 en la solucion anterior e Y, por 17, llegamos a:

17=Y,=32[C+1]-1

O sea, 18 =9[C + 1]; y de aqui obtenemos que C = 1. Reemplazando este valor de C en la solucion
hallada anteriormente, obtenemos:

Y,=2(3) - 1

y esta es la solucion del problema, segun la condicién dada.

| EJEMPLO 2.6 |

Una empresa tiene unos costos totales mensuales que guardan la siguiente relacion: los costos totales
de cada mes son iguales a los costos totales del mes anterior, aumentados en $ 100.000. Si los costos
del cuarto mes fueron $ 3.600.000, estimar los costos para el mes decimoquinto.

Sea Q, el costo total en el mes t; entonces, Q, , sera el costo total en el mes t + 1. Del enunciado del
problema obtenemos la siguiente relacion entre Q y Q,

Q,, = Q,+100.000

Ademas, tenemos una condicion, que es Q,= $ 3.600.000. La ecuacion anterior es de la forma
expresada en (2-3), con A =1y B =100.000, de tal manera que la solucion viene dada por la expresién
(2-5) para A = 1. Es decir:

Q,= C+100.000t

Como conocemos el valor del costo total en el cuarto mes, entonces sustituimos t por 4 en la solucion
anterior para llegar a 3.600.000 = Q, = C + 100.000(4); asi que C = 3.200.000, y, por tanto, la solucién a
la ecuacion planteada originalmente estara dada por:

Q,=3.200.000 + 100.000¢
Finalmente, con esta funcion el valor del costo total al cabo de quince meses sera:
Q,,=3.200.000 + 100.000(15) = $ 4.700.000

Segun las hipodtesis y condiciones expresadas en el enunciado del problema, el costo total para
la empresa en el mes decimoquinto sera de $ 4.700.000.

CASO 1I
Cuando g(t) sea variable, consideramos solamente las dos situaciones siguientes:
a) d(t) es una funcion polinomial

b) g(t) una funcion exponencial
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Para ambas situaciones, la solucion general de la ecuacién homogénea asociada a la ecuacion
(2-2) tiene la forma siguiente:

Y =Y, )+ YD (2-6)

Donde Y, (t) representa la solucion general de la ecuacion homogénea asociada a la ecuacion
(2-2); es decir, la solucion de la ecuacion:

a,Y, +aY,=0

t+1

puede hallarse aplicando el método visto en el caso (i) y, mas exactamente, utilizando la solu-
cion dada en la formula (2-5), asi no conozcamos el valor de Y. La funcion Yp(t) representa una
solucion particular en la ecuacién (2-2). Esta solucion particular sera de la misma clase de la funciéon
g(t). Es decir, si g(t) es un polinomio, entonces Y (t) también sera un polinomio y del mismo grado
que g(t), y si g(t) es una funcién exponencial, entonces Yp(t) también sera una funcidén exponencial,
en la misma base de g(t). Esta solucidn particular no debe tener constantes arbitrarias, y para hallar
esta funcion se utiliza el método de los coeficientes indeterminados, que se explicard con los
ejemplos mas adelante.

La solucion Y, debe contener una constante arbitraria en la parte correspondiente a la solucion
Y,(t), y esta constante quedara determinada si conocemos Y, o Y, para k = 0. La sustitucion de t por
OoporkydeY,oY, porsucorrespondiente valor solo debe hacerse una vez que estén sumadas las
dos soluciones, es decir, una vez que se tenga la expresion (2-6).

Con un ejemplo, veamos la forma de resolver una ecuacion del tipo representado en la expresion (2-
2), cuando la funcion g(t) es un polinomio.

| EJEMPLO 2.7 |
Hallar la solucion para el problema siguiente:

2Y,,-3Y, =4 +1,si Y,=5

t+1

Primero hallamos la ecuacién homogénea asociada a la ecuacién del problema; esta ecuacién es:
2y, ,-3Y,=0

t+1

A partir de esta ecuacion obtenemos su solucion, que esY, (t). Utilizando la formula (2-5) del caso
(i) legamos a:

Y, (1) =(3/2)'C
donde C es una constante arbitraria; no debe sustituirse en este caso por Y.

En segundo lugar, debemos hallar la solucion particularYp(t). Como en nuestro caso la funcion
g(t) =4t + 1 es un polinomio de segundo grado, entonces Yp(t) también serd un polinomio de segundo
grado en la variable t, y tendra la forma:

Y ()= at + bt+c

donde a, b y ¢ son constantes. Estas pueden determinarse haIIandoYp(t + 1), que en nuestro caso es:
Yp(t+ DH=at+1)*+b(t+1)+c

Y reemplazando en el problema original Y, por Yp(t) eY,,, por Yp(t + 1), esto nos da:
2[a(t+1)2+ b(t+1) +c]-3[at % bt+c]= 4t*+1

o sea:

(~a) + (4a-b)t+ (2a+2b—c) =4 + 1
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Igualando los coeficientes de las respectivas potencias de t, tenemos:

—-a=4
4a-b=0
2a+2b-c=1

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales, obtenemos:
a=-4,b=-16, c=-41

de tal manera que la solucién particular es:

Y (t)=4¢f - 16t-41

Y aplicando la expresién (2-6) tenemos que la solucion general es:
Y,=(3/2)'C-4¢f -16t-41

Como el problema tiene una condicion inicial que esY =5, entonces sustituyendo t por 0 e Y, por
5 en la solucién general, tenemos:

5=Y,=(3/2)° C-4(0)-16(0)-41
o sea que C =46

Reemplazando C por este valor en la solucién general, obtenida anteriormente, llegamos a que
la solucion del problema original estd dada por:

Y,=46(3/2)" - 4t* - 16t — 41

Si en un problema como el anterior no se conoce el valor de Y, sino el de Y, para k# 0, procede-
mos de una forma similar a la anterior para hallar el valor de la constante C.

Cuando la funcion g(t) sea una funcidén exponencial, el procedimiento para resolver la ecuacion (2-2)
es bastante similar al anterior.

| EJEMPLO 2.8 |
Hallar la solucion para el problema siguiente:
Y., =4Y, +3(2),si Y, =1

De nuevo, como en el ejemplo 2.6, primero hallamos la ecuacion homogénea asociada a la ecuacion
del problema. Esta ecuacion es:

Y, -4Y,=0
Cuya solucion esY, (t) y esta dada por:
v (f) = Cla)

donde C es una constante arbitraria.

Ahora, nuestra funcién g(t) = 3(2)t es una funcion exponencial en la base dos; entonces, la solu-
cion particular correspondiente también sera una funcion exponencial en la base dos, con coeficiente
arbitrario. Es decir, la squciéan(t) tendra la forma:

Y () = k2)'

donde K es una constante que debemos calcular como lo hicimos en el ejemplo 2.6.
De esta solucion particular obtenemos:

Y (t+1) = K2)"'
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Reemplazando Y, por Yp(t) eY,,,por Yp(t + 1) en el problema original, tenemos:
K(2)#' — 4K(2)t = 3(2)!

o sea que:

2K(2)' - 4K(2)t=3(2)!

Y aqui llegamos a:

-2K=3,0sea K=-3/2

de tal manera que la solucién particular esta dada por:

Y, (t)=-3(2)

Aplicando la expresion (2-6), la soluciéon general es:

v,=c@y-32)

y como el problema tiene una condicion inicial que esY, = 1, entonces sustituimos t por 0 e Y, por 1
en la solucidon general anterior y tenemos:

1=Y=C(4)°- 3(2)°
O seaque C=5/2

Reemplazando C por este valor en la solucion general, llegamos a que la solucién del problema
original esta dada por:

t

543
V=5 (@)~ 5(2)

| EJEMPLO 2.9 |

Una persona invierte $ 1.500.000 y al final de cada ano tiene los 4/3 de lo que tenia al final del afno ante-
rior, pero, a su vez, retira cantidades asi: $ 80.000 al final del primer afo, $ 90.000 al final del segundo
ano, $ 100.000 al final del tercer afno y asi sucesivamente. jCuanto tendra al cabo de doce anos?

Sea S, la cantidad o saldo que la persona tendra al final del ano t después del retiro, entonces S, sera
lo que tenga al final del ano t + 1 después del retiro. Segun el enunciado del problema, la relacidon que

podemos establecer entre estas dos cantidades es:

4
Sm = § St_ Rm

Donde R, _, es el retiro en el ano t + 1. Pero estos retiros guardan alguna relacion con el tiempo,
y es:

Ano Retiro
1 80.000
2 90.000
3 100.000
t 70.000 + 10.000t
t+1 80.000 + 10.000t
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De tal manera que la ecuacion queda asi:

4

Sy1= 5 S¢= (80.000 +10.0001), con S, =1.500.000

O, lo que es lo mismo:

S, — %st ~ ~10.000¢-80.000, con S,=1.500.000

Esta ecuacion es de la forma (2-2) con g(t) = —10.000t — 80.000, de tal manera que la ecuacion
homogénea asociada es:

4
Siq——S,=0
3

17

Y su solucién homogénea sera:
4 t
Sh(t): (E) c

Como la funcién g(t) es un polinomio de primer grado, entonces la solucion particular sera de la forma:
S(h=at+b

Por tanto:

Sp(t+ NH=at+1)+b=at+a+b

Sustituyendo estas dos funciones en la ecuacién original, obtenemos:

[at + a+ b]—4/3[at + b]= —-10.000 t — 80.000

donde, igualando coeficientes, llegamos a que: a = 30.000 y b = 330.000. Asi que la solucién particular
sera:

S,(t)=30.000t+ 330.000

Y la solucion general seré:

S,=(4/3)' C+30.000¢+ 330.000

Pero como So = 1.500.000, tenemos:

1.600.000 = S,= C+ 330.000

Luego, C=$ 1.170.000, y asi la solucion al problema es:
S,=1.170.000(4 / 3)' + 30.000¢ + 330.000

De tal manera que el saldo al cabo de los doce ahos sera:
S,,=$37626.071

Al igual que las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, en las ecuaciones de
diferencia finita se presentan algunos casos para los cuales no pueden aplicarse los procedimientos
de solucion ya estudiados, sino que es necesario hacerles algunas modificaciones. Veamos los casos
mas frecuentes.

CASO 1

Si la funcion g(t) en la expresidn (2-2) es una combinacion lineal entre una funcién exponencial y una
funcién polinomial, entonces la solucion particular Yp(t) también debe ser una combinacion lineal de
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tales funciones, y los coeficientes se determinan por los mismos métodos vistos en los casos (a) y (b)
anteriores.

| EJEMPLO 2.10 |
Hallar la solucion a la siguiente ecuacion de diferencia bajo la condicion dada:

Y., -2Y,=3(4)+4t, si Y, =4

t+1

La solucion de la homogénea asociada:
Y, - 2Y,=0
esta dada por la funcion:

Y. () =C2)

Donde C es una constante arbitraria.

La solucion particular Yp(t) sera de la forma:
Y ()= K(4) + at+ b

donde K, ay b son constantes cuyos valores se determinan, como ya se anotd, por los procedimientos
vistos anteriormente. A partir de esta funcion, tenemos:

Yp(t+ N=Kd*" +a(t+1)+b

Sustituyendo estas dos funciones en el problema original, se obtiene:
[K(4)" ' +a(t+1)+ b]-2[K(4)'+at+b] = 3(4)' + 4t

Efectuando las operaciones indicadas y simplificando, llegamos a:
2K(4) - at + (a— b) =3(4) + 4!

Igualando coeficientes, tenemos:

2K=3, —a=4, a-b=-0

Y esto nos da:

K=3/2, a=-4, b=-4

De tal manera que la solucién particular es:

Y()=3/2(4)-4t-4

Y la solucién general es:

Y,=C(2)+3/2(4)-4t-4

A partir de la condicion inicial deY, = 4, obtenemos el valor de C = 13/2; y asi la solucion al pro-
blema original estd dada por:

_13 ot 3 AVt as
Y, = > (2) +2(4) 4t -4
CASO 2
Si la ecuacion (2-2) tiene la forma:
Y. —aY=ra

t+1
donde r y a son constantes, equivalente a decir que el A de la homogénea es igual a la base de la ex-
ponencial, entonces la solucién de la homogénea asociada a esta ecuacién es:

Y, (1) = Ca'



Capitulo 2: Ecuaciones de diferencia finita

Sin embargo, la solucion particular ya no puede ser de la forma:
Y (1) =Ka'

como puede comprobar el lector al tratar de hallar el valor de K. Por tanto, en este caso —es decir, cuan-
do el valor a /a, en la ecuacion (2-2) es el negativo de la base en la funcion exponencial de g(t)- debe
tomarse como solucién particular una funciéon de la forma:

Y () = Kta*

La funcién es solucion del problema original para K = r/a.

| EJEMPLO 2.11 |
Hallar la solucién a la siguiente ecuacion de diferencia segun la condicién dada:

Y, -3Y,=12Q3), siY,=2

t+1

La solucion de la homogénea asociada esta dada por:
Y, (H=C3)
La solucion particular sera de la forma:
Y (t) = Kt(3)'
El lector debe comprobar por qué la solucion particular no puede ser de la forma:
Y (= K@)
A partir de nuestra solucion particular, tenemos:
Yp(t+ 1) =K(t+ 1)(3)*
Y sustituyendo Yp(t +1)e Yp(t) en la ecuacioén original llegamos a:
3K(3)'=12(3)"
Igualando coeficientes obtenemos K =4, y la solucion particular es:
Y (1) = 41(3)'
Por tanto, la solucién general es de la forma:
Y, = C(3)' + 41(3)"
A partir de la condicion deY, = 2, obtenemos C = 2, y entonces la solucion del problema es:
Y,=(3)[41+2]

CASO 3

Si la ecuacion (2-2) tiene la forma:
Y,,-Y,=Ct+C,

t+1

donde C, y C, son constantes; es decir, cuando el valor a/a, en la ecuacion (2-2) es -1, equivalente
a decir que el valor de A en la homogénea es 1 y g(t) es un polinomio de cualquier grado, como
en nuestro caso que es de primer grado, entonces la solucién particular no puede tener la forma:

Y(=at+b
Sino que debe ser:

Y () =t(at+b)
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| EJEMPLO 2.12 |
Hallar la solucién de la siguiente ecuacion de diferencia segun la condicién dada:

Y. -Y=2t-3,si Y,=4

t+1

La solucién de la homogénea esY, (t) = C.
La solucion particular debe tener la forma siguiente:
Y (1) = t(at + b)
El lector debe comprobar por qué la solucion particular no puede ser de la forma:
Y(=at+b
A partir de nuestra solucion particular, tenemos:
Y, (t+1)=(t+1)[a(t+1)+b]
Sustituyendo estas funciones en la ecuacién original, llegamos a:
2at+(a+ b)=2t-3
Igualando coeficientes, tenemos que a=1y b = -4, y asi la solucién particular es:
Y, () = t(t - 4)
Y la solucion general sera:
Y,=C+t(t-4)
Con la condicion inicial deY, = 4, obtenemos que C = 4; por tanto, la solucion al problema es:

Y,=4+1(t-4)

CASO 4

Si g(t) es combinacion de polinomio y exponencial, y si en la homogénea A = 1 para hallar la solucién
particular multiplicamos por t solamente la parte correspondiente al polinomio en Yp(t) y no toda la
solucion particular. Otro tanto sucede si a es igual a la base de la exponencial: solamente multiplica-
mos por t la parte de yp(t) que corresponde a la funcién exponencial.

| EJEMPLO 2.13 |

Hallar la solucion de:
Y., -3Y,=4(3) -2t Y,=2

t+1

La ecuacion homogénea asociada es:
Y, -3Y,=0
Tenemos queY, (t) = 3'C. En este caso, A = 3.
La solucion particular seria de la forma:
Y () =[K(3)']+[at+b]

donde el primer paréntesis angular de la derecha de la igualdad es la parte de la solucidn correspondiente
a 4(3)t de g(t), y el segundo paréntesis angular es el correspondiente a la expresién -2t de g(t).

Sin embargo, como A = 3 y la base de la exponencial es también tres, entonces la verdadera so-
lucion particular tendria la forma:
Y,(H=[K (3)!xt]+[at+ b] = Kt(3)!+ at +b
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De tal manera que:

Y (t+1)=K(t+ N3* + a(t+ 1) =3Kt(3)'+ 3KB)'+ at+a+a+ b

Reemplazando en el problema original tendremos:

[BKt(3)'+3K(3)'+at + a+ b]-3[Kt (3)'+ at+ b] = 4(3)"'- 2t

Reduciendo o igualando coeficientes de las respectivas funciones llegamos a:
3K=4

—2a=-2

a-2b=0

De donde K=4/3,a=1y b=1/2; de tal manera que la solucién particular es:

_4 o 1
Y, ()= 3 t(3) +t+ 2
Pero comoY_ =2, al reemplazar este valor en la solucidon general obtenemos C = 3/2; por tanto, la

solucion al problema, segun la condicion dada, es:

v,=(34)@)+ G4) 13y +t+1%

Con los casos especiales recién vistos completamos el estudio de las ecuaciones de diferencia
lineales de primer orden que nos propusimos.

Como se dijo al principio del capitulo, el objetivo es familiarizar al lector con el manejo de las
ecuaciones de diferencia para que mas adelante puedan aplicarse en la solucién de problemas pro-
pios de matematicas financieras; por tal razén, los ejemplos y problemas que aparecen en este capi-
tulo hacen referencia mas al aspecto matematico de estas ecuaciones que a las aplicaciones directas
de matematicas financieras. Estas ultimas aplicaciones se planteardan mas adelante, una vez que haya-
mos estudiado algunos conceptos basicos como intereses, periodos de capitalizacién, valor presente
y futuro, etcétera.

Sin embargo, veremos como plantear algunos problemas en términos de una ecuacion de dife-
rencia de primer orden.

| EJEMPLO 2.14 |

Un empleado empieza a trabajar en una empresa con un salario mensual de $ 15.000. La empresa
aumenta los salarios cada ano en el 16%. Establecer la relacion entre el ingreso mensual del empleado
en un ano cualquiera y el ingreso mensual del ano inmediatamente anterior.

Como podemos observar, el ingreso mensual depende del tiempo. Entonces, tomamos Y, como el in-
greso mensual en el ano te Y, ,como el ingreso mensual en el ano siguiente, es decir, en el ano t + 1.
En un diagrama, esto se representa como en la figura 2.2.

Elingreso o salario en un mes del anot+ 1, quees Y, ,, debe serigual al salario mensual del afio
anterior (t), que es Y,, mas el reajuste del 16%, que es 0,16Y, o sea:

Y., =Y,+0,16Y,=(1,16)Y,

t+1

La que corresponde a una ecuacion de diferencia de la clase vista en la expresion (2-3) conY, = $ 15.000.

| EJEMPLO 2.15 |

Usted dispone hoy de $ 45.000 y cada dia, desde manana, gasta la mitad de lo que tenia el dia inme-
diatamente anterior. Establecer una ecuacion que le permita calcular la suma de dinero que aun le
queda cualquier dia después de efectuar el gasto correspondiente.
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Llamemos saldo a la suma de dinero que le queda diariamente después de efectuar el gasto. Este sal-
do depende del tiempo; si denominamos S, al saldo en el dia t, una vez efectuado el gasto, entonces

S,, ,sera el saldo al dia siguiente después de hacer el gasto correspondiente.

Con la ayuda de la figura 2.2 podemos ver que el saldo S, _, sera igual al saldo del dia anterior (S)
menos el gasto del diat+ 1, que es (1/2) S;; o sea:

S,,=S.-(1/2)5,=(1/2)§,
y S, =$ 45.000

Esto corresponde a una ecuacion de diferencia vista en la expresion (2-3).

| EJEMPLO 2.16 |

En el ejemplo 2.15, suponer que usted recibe $ 10 el dia que efectua el primer gasto, $ 20 el dia que efectia
el segundo gasto, $ 30 el dia del tercer gasto y asi sucesivamente. Establecer una ecuacion que le permita
calcular la suma de dinero que aun le queda cualquier dia, después de efectuar el gasto correspondiente.

En este caso, los ingresos diarios tienen la forma de 10t parat=1,2,3,... Entonces el saldo en el diat +
1 serd igual al saldo del dia anterior, menos el gasto del diat + 1, mas el ingreso de este dia; es decir:

S,.,=5-(1/2)5+10(t+1)
O sea:
-(1/2)S,=10t+10

Y, ademas, S = $ 45.000, lo que corresponde a la ecuacion vista en la expresion (2-2), con g(t)
como un polinomio de primer grado. Por ultimo, debemos tener en cuenta que en casi todos los
problemas practicos se requiere el valor de la funcion Y, en un punto especifico. Este valor se halla
tomando la funcién Y, que obtengamos como solucion flnal de la ecuacién de diferencia respectiva,
y calculandola en el punto especifico que pide el problema. Asi, por ejemplo, si en el problema del
ejemplo (2.15) se pide hallar el saldo dentro de quince dias, es decir, una vez efectuado el gasto cator-
ce, entonces debemos resolver la ecuacion dada alli. Su solucion es:

S(t)=45.000(1/2)t; t=0,1,2,...
y asi el saldo dentro de quince dias estara dado por:
S,,=45.000(1/2)“=$2,75

El lector debe resolver este mismo caso cambiando la remuneracioén, es decir, denotando con 1
el dia de hoy y S, = 45.000. ;Qué observa?

| EJEMPLO 2.17 |
Dadas las funciones de oferta y demanda:
St:—35+%P,_1 y D,=5-3P

encontrar el precio de equilibrio, suponiendo que el valor inicial del precio es P =10, y calcular P, para
t=6.

El precio de equilibrio se obtiene a partir de la igualdad §,=D,, o sea, de:
-35+1,6P,_,=5-3P,
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es decir que:

1 40
frgfes
El valor del precio de equilibrio p se obtiene tomando P, =P, | = p en la ecuacion anterior, lo que
equivale a:
p+%P = % entonces p=80/9

Ahora bien: la ecuacion de diferencia respecto del precio queda asi:

":’t:_lR—1"’ﬂ

2 3

O, lo que es lo mismo:
1 40
Pa=-5P+35

y cuya solucién es:

l’P+£ﬁ 10( 1) 80
HRbEEIR S

De tal manera que cuando t = 6, el precio sera:

10( 1)V 80
Pe=5 (— 2) 9 =$8,9

Con este ultimo ejemplo hemos visto cdmo manejar una ecuacion de diferencia referida a los
periodos ty t - 1, muy utilizadas en los textos de teoria econdmica.

En la seccion de problemas el lector encontrara suficientes ejercicios que le permitiran reafirmar
los conocimientos basicos sobre estas ecuaciones de diferencia y lo capacitaran para su buen uso en
problemas de aplicacion a las matematicas financieras.

1. Resolver: 2y, , +4y,=80;y,=10.

La ecuacion del ejemplo es equivalente a la ecuacion 2y, + 4y, = 80;y, =10.

Equivalente a decir que:

Y,

t+1

1
EY‘+2O

cuya solucion es:

w28y

y,=(—%j(10)+2oﬁ 53

N[=|N[=

2. Resolver la ecuacion 3y, —y, ,=2t;y,=5.
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La ecuacion anterior es equivalente a:
3~V =2t+ 1)=2t+2; Y =5
Y la solucion de esta ecuacion se obtiene asi:

Solucién de la homogénea:
3y,,—v,=0

Vi = % y, entonces yh(t):(%)tc
Solucién particular:

Y({=at+b
Y(t+)=a(l+t)+b=at+a+b

Reemplazando estos valores en el problema original, se tiene:
3[at + a+ b]—-[at+ b]=2t+ 2

t3a—a)+(3a+3b-b)=2t+2

2a=2—>a=1
3a+2b=2->b=-1
Entonces:Yp (t)=t-1/2

Por lo tanto, la soluciéon general sera igual a:

1 t
yf:[fj C+t-1/2
Pero comoY, =5, se tiene que:
b=y,=C-1/2
oseaque C=11/2

Asi que la solucién final del problema original es:
1M1y 1
=g (3) 02
3. Resolver la ecuacién:

2 t
2y1+1_ y[=6(§j . ¥,=10
La ecuacion homogénea es:

2y,,—Y,=0
cuya solucion es:

1 t
yh(t) = (Ej c
La solucion particular es de la forma:

2 t
y, ()= K(gj
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y entonces:
t+1 t
(1) = K(%) =%K(%)
Sustituyendo estas funciones en el problema original, se tiene:

{33/ -3 -l3)

O sea que:

(33 -2(3)

Es decir que K = 18.

Asi que la solucién particular es:
2 t
yp(0=18( %)
y la solucién general sera de la forma:
t t
ey
Pero como y, = 10, entonces se tiene que:
10=y,=(1V ¢ +18(2)
-n=(z) c+18(3)
o seaque C=38.

Y asi la solucion del problema original, bajo la condicion dada, es:
o1 2\
v=8(z)+18(3)

El lector debe calcular, a partir de esta solucion, los valores y, e y,, y, con ellos, comprobar que
se cumple la ecuacidon dada por el problema original.

4. Resolver la ecuacion g, =20+2 (P, - P,_.), sabiendo que P, =1/3 q,y que g, =8.

La ecuacion dada en el problema es equivalente a q,, , =20 +2 (P, , - P); ademas, como p, = 1/3 q,, se ob-
tiene que q,,, =20+ 2(1/3q,,, - 1/3q,), o sea que q,, , = -2 q, + 60, cuya solucion se puede escribir como:

1-(-2)
qr:(—2)t(8)+60{1_2—_2”

equivalente a decir que:
q,=-12(-2)"+ 20
y entonces:

gq,=-4(-2)"'+20/3

5. Una persona tiene hoy $ 2.800.000. Si cada dia gasta la décima parte de lo que tenia el dia ante-
rior, jen qué momento le quedara la suma de $ 100?

Si se denota con S, lo que aun tiene el dia t, 0 saldo en ese momento, se obtiene la ecuacion:
S.,=S5,-1/10S, conS,=2.800.000
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La solucion de esta ecuacion es:

5= (%)t(z .800.000)

Asi que aun le quedara la suma de $ 100 cuando:
_(2Y

100_(10) (2.800.000)

o sea, (0,9)'=0,000035714.

to In(0,000035714)
B In(0,9)

= 97 dias

6. Resolver la ecuacion:
S,.,=098S,+5t+2, § =7000

La ecuacion se debe escribir como:
S,.,=098S5 =5t+2
La ecuacién homogénea asociada es:
S,,=0985=0
cuya solucion es:
S,(H=(0,98)C

La solucion particular es de la forma: Sp (t) = at + b, por ser un polinomio de la parte derecha de
la ecuacién.

Asi que: Sp (t+1)=alt+1) +b.

Entonces, reemplazando en la ecuacion original se tiene:
a(t+1)+ b—-0,98(at+ b)=5t+ 2

osea, f(a-,98a)+(a+ b—,98b)=5t+2

Equivalente a decir, al igualar los respectivos coeficientes, que:
0,02a=5

a+0.02b=2

cuya solucion es:

a=250y b=12.400

Asi que la funcion solucion tiene la forma:

S,=(0.98)'C + 250t - 12.400

7.000 =S = C - 12.400; entonces, C = 19.400; por lo tanto, la solucion del problema es:
S,=19.400(0,98)" + 250t - 12.400

7 Resolver la ecuacion:

R-3R.,=6-(L) R,=1.000
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La ecuacién se debe ordenar como:

(L - Ay
Ro=—(%) R=1/3(%) -2
La solucién de la ecuacién homogénea R,,;— (1?) R,= O.es:
‘] t
R,(t) = (? C
La solucion particular es de la forma:
1 t
Rp = K(T) t+ Q
Por tratarse de un caso especial donde el valor de A = 1/3 es igual a la base de la exponencial y
tener una constante o término independiente:

R, (t+1)= K(%)”1 (t+1)+Q

K(1/3) (Vg a+n=k(1/3) (Mg)t+K(1/3) (1/3)+Q
Reemplazando en el problema original se obtiene:
K1/3)'(1/3)t+ K(1/3)f(%)+0—(1/3)[K (1/3)'t+Ql1=1/3(1/3)'-2
Equivalente a decir que:

1/3K(1/3)'+2/3Q=1/3(1/3)1-2

Igualando coeficientes se obtiene:

1/3K=1/3

2/30=-2

Asique K=1yQ=-3.

A partir de estos valores se llega a que la solucién tendra la forma:
S5=01/3C+(1/3)t-3

Como S_ = 1.000; entonces:

1.000=5,=C-3

Luego, C = 1.003.

Asi, la solucion general del problema sera:
S5,=1003(1/3)'+(1/3)"t-3

=(1003+1)(1/3)-3

8. Resolver la ecuacion:
3Y,,+Y,=(1/3) Y,=6

t+1

La ecuacion se debe resolver a partir de la homogénea y la particular, asi:
3Y,,,+Y,=0

o:

Y, ,+(1/3)Y,=0

Cuya solucion es: Y,(f) = (-1/3)'C.
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La solucién particular es de la forma Yp(t) = K (1/3)}, porque el valor de A (-1/3) en este caso es
diferente de la base de la exponencial, que es 1/3.

Entonces: Y (t+1)= K(1/3)®Y=K/3(1/3),yreemplazando en el problema se obtiene:
3[K/3(1/3) 1+ K(1/3)'=(1/3)"

o sea: 2K(1/3)'=(1/3)% por lo tanto, 2K =1y K= 1/2, y asi la solucién tiene la siguiente forma:
Y =(-1/3yC+1/2(1/3)
ComoY, =6, se obtiene que C = 11/2, y asi se llega a que:
Y =1/72(-1/3)'+1/2(1/3)*

Es la ecuacion general de la ecuaciéon dada en el problema.

9. Seinicia unainversion hoy con $3.000.000. Cada ano se tiene los 4/3 de lo que se tenia el ano ante-
rior, pero, a la vez, se retira la suma de $ 1.000.000 cada ano. Hallar el saldo al cabo de ocho anos.

Si se denota por S, el saldo al final del afo t después del retiro y por S, _, el del ano siguiente también
después del retiro, se obtiene la ecuacion:

S,,=(4/3)S,-1.000.000, Con S, =3.000.000

La solucion de esta ecuacion es:

t
S,=(4/3)"(3.000.000 ) 1.000.000 | —(4/3)"
1-4/3
O sea.
S, =3.000.000

Y asi S, = $ 3.000.000, lo que significa que en cualquier momento (afo) siempre tendra como
saldo $ 3.000.000, porque lo que retira cada ano son los rendimientos de la inversion.

10. Resolver el problema anterior si el retiro es de $ 900.000.

La ecuacion se cambia, respecto de la del problema anterior, en:
S,,=4/35,-900.000

Cuya solucion es:

t
S,=(4/3)'(3.000.000) - 900.000 {%}

o sea:
S,=300.000(4 / 3)' + 900.000

y asi el saldo al cabo de ocho anos sera:
S,=$3.896.616

11. Resolver el problema 9 si los retiros son de $ 500.000, $ 550.000, $ 605.000, $ 665.000 y asi suce-
sivamente.
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Los retiros forman una progresion geomeétrica en la que la razén es 1,1; esto quiere decir que el retiro
del mes t serd 500.000(1,1)-", y el del mes t + 1, 500.000(1,1)}, asi que la ecuacion del saldo dara:

S,,=4/3S,-500.000(1,1), con S,$3.000.000

La solucion de la ecuacion es de la forma de la solucién de la homogénea mas la solucién de la
particular. Para esto se escribe la ecuacién como:

S,,=4/35,=-500.000(1,1)

y asi:

S,(H=(4/3)C

y Sp(t) =K(1,1)t; luego, Sp(t +1) =K(1,1)+"=(1,1)K(1,1).
Reemplazando en la ecuacién original, se tiene:
(1,DK(1,1)t= 4/ 3K(1,1)t = -500.000(1,1)t

O sea.

0.7/ \p

( A)K_—SO0.000
y

K=2.142.857,14

Por lo tanto, la solucion particular sera:
S(t)=2.142.857,14(1,1)'

Y asi la solucion general tendra la forma:
S,=(4/3)' C+2.142.857,14(1,1)"

Como S, =3.000.000, se tiene que:
3.000.000 = 5, = C+2.142.857,14

Luego, C = 857.142,86.

Y asi se obtiene que:

S,=857.142,86(4/3)' + 2.142.857,14(1,1)"
Por lo tanto, el saldo al cabo de ocho anos sera:
S,=$13.1565.165
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11
a)
b)
c)
d)

e)
f)

ga)

h)
i)

1.2
a)
b)
c)
d)
e)
f)
)]
h)
i)
j)
k)

13
a)
b)
c)
d)

e)

1.4
a)
b)
c)
d)

e)

Averiguar si la funcién dada Y =f(t) es o no solucion de la ecuacion correspondiente (K: constante).

fit) = K Y, -Y,=0
fit) = K(2)" (Y, =2,
f(=K+1tt+1) Y, Y, =2t+3
=t Yo=Y
tt+
f=0+0, Vg = Y=t
K
fO=1x; Y, =3Y,—1
_ 1 au1 . :L
= L B1+1) Y= T
t
f(t)=1+(—15j ;2Y, +Y-3=0
t
o =1+(-3] Yo +2Y1=0

Hallar la solucion de cada uno de los problemas siguientes:

Vo= Y= 1 Y,=3
2Y ., +Y,=3 ;Yy=1/2
Y, =2Y, Y, =4
(1/3)Y—(4/3)Ym:6 ;Y,=2/3
4Y,-Y,, = Vo=
KY,,-2Y,=2 Yo=2; K02
3Y,,-2Y,-3=3 ;Y,=3
2\/t+1_Y22 ')/0:4
2Y,,+ Y, =2 PY,=3
15Y,,-10Y,-3=0 ;Yy=1
3Y,,-2Y-6=0 JY,=4

Hallar la solucién de cada uno de los problemas siguientes:

Y, =3Y,-1 Y, =1/2
2Y, - Y,=2 ;Y. =4
Y. +Y.=0 ;Y,=6
(1/2)Y,-(3/4)Y,, =0 ;Y,=6
4y, -2Y =1 Y, =2

Hallar la solucién de cada uno de los problemas siguientes:

Y, +Y,=2t+1 ;Y,=6
Y,,—3Y,—-10£=0 ;Y =4
Vo= Y+ 4t Vo<1
Y..,- Y. =20+t ;Y,=5b
2Y,, -2Y,=3t-1 ;Y,=6
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1.5 Hallar la solucion de cada uno de los problemas siguientes:

a) 2Y,, +3Y,=52) ;Y,=3
b) Y, -2Y,=62) ;Y =1
c) VY, +3Y,=24)-t ;Y,=2
d 3Y, ,+Y=(1/3) ;Y,=6

4Y =1

0

e 2Y-Y . =@4"-3t+8 ;

=<
Il

1.6 Resolver las ecuaciones de diferencia obtenidas en los ejemplos 2.14, 2.15 y 2.16 de la seccién 2.6.

1.7 Una persona ahorra mensualmente sumas diferentes de dinero en una corporacion de ahorro
que abona un cierto interés. Al denotar por F, el valor total acumulado o saldo existente al final
del mes t, y por F,_, el existente al final del mes siguiente, se ha llegado a que la relacion entre
estos valores es:

F..=0,03F, +100(3/ 2)t

t+1

Ademas, F, = 0. Hallar el saldo existente dentro de treinta meses.

1.8 Para el caso especial 2 de la seccidon 2.6, comprobar que el valor de K debe ser igual a r/a para
que la funciéon Ktat sea solucion particular.

1.9 Una persona tiene hoy $40.000 y a partir del segundo dia gasta cada dia la tercera parte de lo que
tenia el dia inmediatamente anterior. ;En qué momento le queda aproximadamente $ 1?

1.10 Un estudiante de inglés empieza aprendiendo el primer dia una palabra y en cada dia siguiente
el doble de las palabras aprendidas el dia inmediatamente anterior mas una palabra adicional.
Calcular cuantas palabras aprendera dentro de tres meses (noventa dias) y cuantas habra apren-
dido hasta ese momento.

1.11 Hallar el precio de equilibrio en cada uno de los siguientes casos y calcular el precio en el tiempo

dado:

a) S=-10+2p,, ;D=80-4p, P,= 18 t=10
b) S,=-10P_, ;D=80-P, P,= 50 =8
c) S5,=-20+2P_, ;D,=100-4P, P,= 60 t=6

1.12 Hallar el precio de equilibrio en cada uno de los siguientes casos y calcular el precio en el tiempo

dado:

S,=-40 + 3P, donde P,=2P,_, + %(32—/’#1 )
D, =140 - 3P,

P, =40

1.13 Sean Y, la funcién de ingreso en el periodo ty C, la funcion de consumo en el periodo t, si estas
funciones se relacionan segun el modelo siguiente:

C=aY, ,+b
Yt=C, +3

donde a, B y 3 son constantes positivas. Hallar las funciones Y, y Ct, sabiendo queY(0) =Y,y C(0) =C,
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1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

Si denotamos con P el precio de ciertas obligaciones en el periodo ty con P, . el precio de esas obli-
gaciones en el periodo siguiente, supongamos que hemos llegado a una expresion de la forma:

a a
Pt—1 2(1 _E)Pt + BK

donde a, b y K'son constantes. Si P, = h, hallar una expresion de estas obligaciones en un periodo
t cualquiera.

Expresar en forma matematica cada una de las siguientes proposiciones:

a) Elingreso de una compania en cualquier periodo es igual al consumo mas la inversion en
ese periodo.

b) El consumo en cualquier periodo es proporcional al ingreso en ese periodo.

¢) La diferencia entre el ingreso de un periodo t y el ingreso en el periodo inmediatamente
anterior es proporcional a la inversién en el periodo t.

Si todas las constantes de proporcionalidad del ejercicio anterior son positivas, resolver el mo-
delo formado por las tres afirmaciones.

Si se inicia con una suma de $ 60.000, y por efecto de su rendimiento, al final de cada ano se tiene
el doble de lo que se tenia al final del ano inmediatamente anterior, pero, a la vez, cada aho se
retiran $ 25.000, empezando después de un ano, hallar la suma de dinero que se tendra diez anos
después y diez ahos antes del retiro respectivo.

Resolver el problema 2.17 suponiendo que los retiros son $2.000 el primer ano, $ 4.000 el segun-
do ano, $ 6.000 el tercer ano y asi sucesivamente.

Resolver el problema 2.17 suponiendo que los retiros son $2.000 el primer ano, $ 4.000 el segun-
do ano, $8.000 el tercer ano y asi sucesivamente.

Resolver el problema 2.17 suponiendo que los retiros son $ 1.000 + 10 = 1.010 el primer ano; $2.000 + 20 =2.020
el segundo ano; $ 4.000 + 30 =4.030 el tercer ano; $ 8.000 + 40 = 8.040 el cuarto ano, y asi sucesivamente.

Resolver cada una de las ecuaciones de diferencia siguientes:
a) S,,=(1,03)S,-50 ;S,=3.000

b) S, =(0,98)S +5t+2 ;S,=7.000

¢) F_,=(,1)F-3500+3t ;F =2500

d U, =U~+2t ; U, =250

el R-3R,=6-(1/3) ; R,=1.000

La inversion anual que hace una empresa es inversamente proporcional al gasto en el ano. Ade-
mas, el gasto en que se incurre en cualquier ano es directamente proporcional al gasto en el ano
inmediatamente anterior. Si la primera constante de proporcionalidad es 10.000 y la segunda es
1,2, hallar la inversion en el quinto ano sabiendo que el gasto del segundo afo fue $ 15.000.000.

El saldo de una cuenta de ahorros al final de cualquier mes es igual al saldo del mes inmediatamente ante-
rior mas una cantidad constante. Escribir una ecuacion de diferencia representativa de la situacién anterior.
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Suponer que un pozo de petroleo produce q, barriles de petroleo anualmente, dondet=1, 2, 3,...
y que al final de cada ano se experimenta una disminucién en la produccion del r%. Determinar
el nivel de produccion en el ano t sabiendo que q, = p fue la produccion del primer ano.

Un modelo econémico que relaciona el consumo C, el ingreso Y, y la inversion |, en el tiempo t
puede ser el siguiente:

C=70+(2/3)Y,,

Y=C+1

Resolver este modelo para los casos:
a) | =%$200

b) 1,=$300

c) 1 =$500

Observar el comportamiento de las funciones C, e Y, a medida que I, aumenta.

Sidenotamos por S, el saldo existente al final del mes t de una cierta deuda que esta cubriéndose
con pagos mensuales, y por S, _, el saldo existente al final del mes t + 1, entonces supongamos
que se cumple la siguiente relacion:

S,,=S,+ 0,025,-100(t+ 1)

Y si, ademas, la deuda original es de $ 65.000, hallar el saldo pendiente una vez pagada la cuota
quince.

Resolver el problema 2.26 si la relacion entre S,y S, es:

8,,=5,+0,255+()(6/ 4y

El capital invertido en un proyecto N experimenta un aumento cada ano segun la relacion si-
guiente:

R, =(%) R+10t

donde R, representa el capital existente en el proyecto al final del ano t. Si la inversion inicial fue
$ 2.500.000, hallar el valor del capital existente en el proyecto al cabo de doce anos.

Resolver el problema 2.28 si la relacion entre R, y R, es la siguiente:
R.,= R+ 10t

Las utilidades que recibe una empresa mensualmente dependen de las utilidades del mes inme-
diatamente anterior, segun la relacion:

U,=2U,, + 800

¢De cuanto fueron las utilidades del primer mes para que al cabo de dos anos la empresa tenga
unas utilidades de $ 110.000?

Se invirtieron hoy $ 4.000.000 en una entidad financiera. Al final de cada semestre el saldo del
semestre anterior se aumenta en el 10%, se retira la suma de $ 100.000 y se hacen depdsitos
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1.32

1.33

1.34

1.35

1.36

1.37

1.38

1.39

1.40

asi: $ 50.000 el primer semestre, $ 60.000 el segundo semestre, $ 70.000 el tercer semestre y asi
sucesivamente. jCudl sera el saldo ocho anos después de realizada la inversidn inicial?

Una cantidad se duplica cada diez meses; se inicio con 85. jAl cabo de cuantos meses la cantidad
total sera 2.048 veces la cantidad inicial?

Si denotamos por Y, C, e |, el ingreso, el consumo vy la inversion respectiva en el periodo t, me-
dido en anos, un modelo que relaciona estas funciones medidas en millones de pesos puede ser
el siguiente:

Y =C+1
C,=10+0,2Y,
Y., -Y,=3l

t+1

SiY,= 50, estimar el consumo al cabo de cinco anos.

La demanda mensual de un articulo guarda la siguiente relacion: la cantidad demandada en
cualquier mes es igual a los 3/4 de la demanda del mes anterior. Si la demanda del tercer mes fue
1.200 unidades, ;cuales seran los ingresos totales por la venta del articulo para el décimo mes, si
el precio/unidad para esta fecha se estima en $ 3.600?

En el problema 2.34, suponer que la demanda se estabiliza del decimocuarto mes en adelante.
¢Cuales seran los ingresos por las ventas en el decimosexto mes, si el precio/unidad es el mismo
del problema 2.34?

Cuando se invierte en una institucion financiera, esta se compromete a que el dinero rinda de la si-
guiente manera: cada ano el inversionista tendra un acumulado igual a los 4/3 de lo que tenia el ano
anterior, pero le descuentan también cada ano la décima parte del total acumulado en ese momen-
to. ¢Cuanto tendra al cabo de doce anos una persona que invierte en esa institucion $ 2.500.000?

Resolver el problema 2.36 si el inversionista deposita cada ano $ 200.000 y el descuento se lo
hacen antes del depdsito pero después de contabilizado el rendimiento del dinero.

En un modelo en el que se asegura que en cualquier periodo t el ingreso Y, es igual al consumo
C, mas la inversion |, en ese periodo; y en el que, ademas, el consumo en cualquier periodo t es
proporcional al ingreso en el periodo anterior, determinar las funciones de ingreso y consumo en
cualquier momento, suponiendo una inversion constante y que Y(0) = y,.

Resolver el problema 2.38 suponiendo que la constante de proporcionalidad es 1/3 y que
Y,=5.000y |, =2.000 para cualquier tiempo t.

Resolver el problema 2.38 suponiendo que el consumo en cualquier periodo t es proporcional al
ingreso del periodo anterior, mas una constante.
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2.1 Cuando se invierte la suma de $ 12.000.000 en un proyecto, el total acumulado en cualquier mes
depende del total que se tenga al final del mes inmediatamente anterior; suponga que la relacion
es la siguiente:

35 1(4) illones d
szzsﬁf 3 + 3t millones de pesos,

donde S, representa el saldo o total acumulado en el mes t. Se pide determinar el total acumula-
do en el proyecto al cabo de cinco anos.

2.2 Seinicia un proyecto con una inversion de $32.000.000. El dinero rinde de tal manera que al final
de cada semestre se tiene las 4/3 partes de lo que se tenia al final del semestre anterior; ademas,
cada semestre se retiran cantidades asi: $ 100.000 el primer semestre, $ 110.000 el segundo,
$ 121.000 el tercero, $ 133.100 el cuarto y asi sucesivamente. Determinar el total que se tendra al
cabo de cinco anos antes y después del retiro.

2.3 Si Q, representa la produccion de un articulo en el mes ty Q,, la produccion en el mes t + 1,
suponga que se cumple la relacion:

Q,,=30Q,+ 200 unidades
y, ademas, se sabe que Q, = 240.

Se pide hallar la variacion de la produccién entre los meses 9 y 10.

2.4 Hallar el valor S,  en cada caso sabiendo que:

al 25-25,,-4t°=205, S, =30

b) 3S.-4S_ -6(3/4)=0, S, =120

2.5 En cada uno de los casos siguientes, hallar el valor que se pide bajo las condiciones de cada

problema:
a) S, sii 35-125 ,-5=0y S,=80
R, .+ 4R
b) R, si %:5&_1%0 y R =15
€)Yy sit 6Y,~5Y,;-2(3) =1.5000 y Y, =8

d U, siiyU-2U,,=300t y U,=30

24
e Q St 8Q,,+2Q,= 5(Q-5t+1; Q=10

2.6 Al cabo de cuantos meses el valor de la funcion R es igual a 628,43, sabiendo que se cumple la

relacién 2R, - R,=310y que R,=10.500, donde t representa el tiempo medido en meses.

2.7 Hallar el valor de S(t) para el valor dado de t en cada uno de los siguientes casos:

t
a) 2S,,-S,=bt+ 3(%) ; con S, =10: parat=06

t
b) 4S,,+35=30 +5(%j ; conS, =18:parat=5
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29

2.10

2.1

212

2.13

t
c 1gSt—ZSH = t?- 2%) ; con S =20:para t=10
t
d) 12&] + 5t = Sr—SH; con S, =8:parat=12
51
e) St+1—(1,02)3t:(5j +200; con S, =10.000: para t=8

Se estima que los costos mensuales de un proyecto guardan la siguiente relacion: los costos en
cualquier mes son iguales a los 5/4 de los costos del mes anterior, mas unos costos fijos mensua-
les de $ 4.500.000; se pide determinar los costos del mes 18 sabiendo que los costos totales del
segundo mes fueron de $ 3.100.000.

Sean Y, C, y U, las funciones de ingreso, costos y utilidades respectivamente (en millones de
pesos), en el mes t. Suponga que se cumplen las siguientes relaciones:

Y,-2Y,,=40;Y, =8
4C,-40=3C _;C =4

1
Hallar la utilidad cuando:

a) t=1
b) t=10
c) t=12

En un determinado sistema de amortizacién, las cuotas mensuales para dos meses consecutivos
guardan la siguiente relacion:

t-1
'%G-5G5 +80=2(C,.-G)

3 5
Sabiendo que C, = 20, hallar los valores de: a) C,; b) C,; v, ¢) C,, e interpretar el comportamiento
de las cuotas.

Si denotamos porl e Y, lasinversionesy el ingreso en el mes t, supongamos que se cumplen las
relaciones siguientes entre esas funciones, medidas en millones de pesos:

1
V=35 q~1y)
2Y,, - 60=3Y,

SiY, =8, hallar el valor de |, sabiendo que I, = 10.

Suponga que la relacion entre el saldo que se tenga en cualquier mes (S, ) y el saldo del mes
anterior (S,) sea la siguiente:

t
4St+1+3t2+(%j ~3+485, ;S,=12

Se pide determinar los valores S,y S,.

Sean U,, Y, y C, las funciones de utilidad, ingreso y costos en el mes t, y supongamos que se
cumple:

Ut+1 = Yt_ Ct
1
v=20-1v,,
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2C,,=C,+40
SiY, =50y C, =30, hallar U,

La inversion que se realiza en un proyecto tiene el siguiente comportamiento: el total acumu-
lado cada trimestre es igual a los 4/5 del total que se tenia al final del trimestre anterior. Si,
ademas, cada trimestre se reinvierten sumas de dinero que aumentan en el 5%, y $ 100.000 es
la primera reinversion en el mes tres, hallar el total acumulado al cabo de cuatro anos y medio,
sabiendo que la inversion inicial fue de $ 80.000.000.

Resolver el problema anterior sabiendo que la primera reinversion de $ 100.000 se hace nueve
meses mas tarde de la inversion inicial.

En la siguiente tabla se muestra el comportamiento de las utilidades mensuales de una empresa
para los ocho meses anteriores:

Utilidades (millones de $) 5 4 7 8 6 10 7 9

Se pide completar la tabla siguiente:

Mes (t) 1 2 3 4 5 6 7
Ut 4 7
Ut+1 4 7 8

En el sistema UPAC, uno de los métodos de amortizacion de una deuda es el de abonos cons-
tantes al capital. Si su crédito estd pactado en este sistema para ser pagado en n meses con un
abono constante A_al capital, entonces la cuota en el mes t estara dada por:

Ct=Ac[1+(n—t+1)i], donde i es |la tasa mensual.
La relacion entre los saldos de los mesesty t+ 1es:
S,.,=S5+i5-C+1

donde S, es el saldo en el mes t después de pagar la cuota. Si S| = P es el valor del crédito inicial,
hallar una expresion para S,.

Dadas las funciones de oferta S, y demanda D, siguientes, donde t es cualquier tiempo:
S=-10+P y D=80-P,_,

Si P, es el precio en el tiempo t, hallar el precio de equilibrio en t, sabiendo que P, = 50.

En el sistema de cuotas en UPAC decrecientes en el r% a partir de la primera cuota C,, se tiene que:
Cz+1 = C1 - C1I‘l'

dondeC, ,eslacuotaenelmest+1.Siel crédito original es P, resolver la ecuacion correspondiente

de saldos:
Sm = St+ ist_ Cm

i es la tasa mensual.
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2.20 En un sistema de abono al capital en UPAC geométricamente decreciente cada mes, la cuota en

2.21

2.22

2.23

el mes t esta dada por:

t-1
C=(AC)m""+ {P— Ac{””,'n—_fﬂ. i

donde:

AC, = abono al capital en el primer mes

m = (1-g)""? y g = tasa anual de disminucion
P = crédito original, e i = tasa mensual

Escribiendo la cuota del mes t de la forma C, = Am* + B, resolver la ecuacion de diferencia del
saldo siguiente:

Sm = St + iSt - Ct+‘|

Un modelo simple de consumo puede ser el siguiente:
C.+S.=Y,

Y=aS$,,

C,=bY, conY, constante, a)0; 0 b (1

donde C, S, e Y, son las funciones de consumo ahorro e ingreso en el tiempo t respectivamente.
Hallar la funcién de ahorro S,.

En el sistema de abono al capital en UPAC decrecientes en una cantidad fija mensual se tiene que:

ACU':%WLQ(%HU

donde ACU, es el abono al capital en UPAC en el mes t; entonces:

CU,= ACU, + [P+ACUr - P9~ tz)}. i

siendo CU, la cuota en UPAC en el mes t, con:

donde g es el porcentaje fijo anual de abono constante en el que disminuyen los abonos al capi-
tal. Expresar la cuota CU, en la forma:

CU,=at+Bt+y

La expresion que mide el saldo de un crédito P que se amortice con este sistema queda de la
forma siguiente:

S, =S+i St-CU

t+17

con S,= P(en UPAC)

Hallar la expresion para S,

Supongamos una ecuacion del precio de mercado como P, = Kq,, donde q, es la cantidad de di-
nero en el mercado en demanda de un bien que tiene un precio P, si, ademas, se cumple que:

q,=q, +alp,~ p.,)
Hallar el valor de P, suponiendo un valor conocido para P,.



Interés y valores
- presente y futuro

El objetivo de este capitulo es llegar a conocer y manejar los
conceptos de interés, valores presente y futuro, las principales
clases de tasas de interés y su aplicacion en problemas financieros.

Al terminar este capitulo el lector debe estar en capacidad de:

© [dentificar las principales clases de interés, su aplicacion y su
interpretacion.

e Calcular el valor presente y el valor futuro de un flujo de caja.

o Establecer relaciones y equivalencias entre diferentes clases
de tasas de interés, como efectivas, nominales, anticipadas
y vencidas.

* Determinar los factores tiempo y tasa de interés en flujos de
caja de un solo valor actual y un valor final.

* Financiar deudas y obligaciones a lo largo del tiempo en pagos
diferentes y no periodicos.
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El uso del dinero no es gratuito, como tampoco lo es el de cualquier otro activo (una casa, un auto-
movil), ni el de un servicio (luz, agua, teléfono, entre otros). Por tanto, el usuario del dinero, activos o
servicios debe satisfacer los deseos de utilidad de quien los proporciona. En el caso del dinero, esta
utilidad se mide en unidades monetarias, que, unida al capital en uso, hace que este cambie el valor
del dinero con el tiempo, y por esto se habla del valor cronolégico del dinero.

Frases como “el dinero crea dinero” y “el dinero tiene un valor en el tiempo” son consecuencia
de estos deseos de utilidad, y esto genera el concepto de interés, que podriamos definir diciendo que
es la compensacion pagada o recibida por el uso del dinero o cualquier otro activo.

Como ya se anoto, este concepto puede cuantificarse y medirse en unidades monetarias, como
veremos mas adelante.

El concepto de interés constituye la base fundamental no solo de las matematicas financieras,
sino de toda operaciodn financiera particular en la que intervienen valores y tiempos.

Como ya se planted en el numeral anterior, el interés corresponde a la renta que se paga por el uso del
capital durante un determinado tiempo. De tal manera que si hacemos hoy una inversion de un capital
$ P, es decir, prestamos este dinero, después de un tiempo t tendremos una cantidad total acumulada
de $ F, y entonces podremos representar el interés alli obtenido $ | mediante la relacion siguiente:

I=F-P, (3-1)

Esta cantidad recibe diferentes nombres comerciales: interés, utilidad, variacion del dinero en el
tiempo t, rentabilidad, etcétera. Sin embargo, algunos de estos nombres no son los propios, como
ocurre con el de utilidad, con el cual denotamos otro concepto totalmente diferente. En nuestro caso
utilizaremos el nombre interés.

Con el siguiente ejemplo sencillo podra clarificarse un poco mas el concepto anterior. Supon-
gamos que depositamos $ 1.000 hoy en una cuenta de ahorros (invertimos $ 1.000) y al cabo de seis
meses retiramos todos nuestros ahorros, que ascienden entonces a $ 1.194 (suma total acumulada).
Como podemos ver, el dinero inicial, $ 1.000, sufrié una variacidén al cabo de un tiempo de seis meses
y se transformo en $ 1.194.

La diferencia entre estas dos cantidades (es decir, $ 1.194 — $ 1.000 = 194) es lo que recibe el nom-
bre de interés.

La relacion dada en (3-1) puede expresarse en términos financieros como:

que, aplicada al ejemplo anterior, nos da el resultado ya conocido.

Una primera interpretacion que podemos darle a estos intereses de $ 194 es la siguiente: dis-
poner de $ 1.000 hoy es equivalente a disponer de $ 1.194 dentro de seis meses. Esta equivalencia
obviamente esté sujeta a que la variaciéon del poder adquisitivo de $ 1.000 sea de $ 194 al cabo de seis
meses. En este punto radica una de las mayores dificultades para la aplicacién del concepto de interés
a la verdadera equivalencia entre dos cantidades de dinero, esto es, en el hecho de que se encuentren
en tiempos diferentes a la variacion del poder adquisitivo del dinero, ya que en la practica no siempre
se cuenta con indices verdaderamente confiables.

Para medir esta variacion del dinero respecto del tiempo se ha convenido en tomar como unidad
para el capital invertido $ P, el equivalente a cien unidades monetarias y determinar el rendimiento o
variaciéon de esta nueva unidad.
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Asi, si $ 100 invertidos hoy se transforman en $ 120 al cabo de un ano, decimos que la variacion
fue de $ 20 por $ 100 invertidos durante un afno, y se denota el 20% (se lee el veinte por ciento) o
20/100 = 0,2. En general, se denotara por el i% la variacion de esta nueva unidad durante un intervalo
de tiempo vy se le llamara |la tasa de interés. Asi, por ejemplo, es frecuente oir expresiones como: “esta
inversion rinde el 36% anual’; “debo pagar unos intereses del 3% mensual’, “mis ahorros estan ganan-
do el 8% trimestral’; etcétera.

Grosso modo, definimos el interés como el alquiler que se paga por una suma de dinero tomada
en préstamo.

En cualquier sistema financiero, para esa suma de dinero se define una nueva unidad, que es
cien unidades monetarias, y se mide con esta. El interés devengado por una de estas unidades se co-
noce con el nombre de tasa de interés, y por eso se denota como el i% (i por ciento); por ejemplo: el
3% indica que debemos pagar o recibir tres por cada cien unidades monetarias, de tal manera que se
tiene la siguiente relacion: 3% = 3/100 = 0,03.

Mas adelante estudiaremos las diferentes clases de tasas de interés y las relaciones que existen
entre algunas de ellas. Pero dada la importancia que tiene la tasa de interés en la evolucién financiera
de proyectos de inversién, dedicamos el capitulo 9 a lo que se conoce como tasa interna de retorno.

Otro concepto basico en el estudio de la variacion del dinero es precisamente el tiempo, y por eso
debemos tener claros los conceptos de tiempo y periodo.

Tiempo: es el intervalo durante el cual tiene lugar la operacion financiera en estudio. La unidad
de tiempo es el ano.

I

Asi, por ejemplo, “esta inversion es por dos anos’, “un préstamo debemos cancelarlo dentro de
tres anos’, “refinanciar un saldo a cinco meses’] “la evaluacidon de este proyecto es a cuatro anos y
medio’, etcétera, corresponden a los tiempos para cada una de estas operaciones financieras, y, como
vemos, no necesariamente deben estar dadas en un niumero exacto de anos, sino que puede ser en

un intervalo mayor o menor del ano.
Periodo: se llama periodo al intervalo de tiempo en el que se liquida la tasa de interés.

Los periodos mas utilizados en la practica son: ano, semestre, trimestre, bimestre, mes, quince-
na, dia o cualquier otro periodo que sea necesario utilizar para la realizacion de la operacién financiera
en estudio. Por ejemplo, no debe extrahar que una institucion financiera o una persona establezcan
unos pagos periddicos cada veintitrés dias o cada dos meses y medio, o en cualquier otro periodo.
Asi, encontramos expresiones que dicen: “esta inversion rinde el 3,5% mensual’, “el banco me presto
un dinero al 9,5% trimestral’] “inverti en un certificado al 18% semestral’ “el costo del dinero es del
42% anual’, “la tasa de correccion monetaria es del 0,065% diaria’; entre otras. En estos casos, los pe-
riodos son: el mes, el trimestre, el semestre, el ano y el dia respectivamente.

Hay tres clases principales de interés:
Interés simple
Interés compuesto

Interés continuo

INTERES SIMPLE

Se llama interés simple a aquel en el cual los intereses devengados en un periodo no ganan inte-
reses en el periodo siguiente.
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Por ejemplo, si depositamos hoy $ 5.000 en una cuenta que paga el 2% mensual de interés simple y no
retiramos los intereses mensualmente, entonces al cabo de tres meses tendremos un total acumulado de:

5.000 + 2,02(5.000) + 2,02(5.000) + 2,02(5.000) = $ 5.300

Esta clase de interés tiene hoy la desventaja de que, al no capitalizar los intereses, estos pierden
poder adquisitivo con el tiempo, de modo que al final de la operacién financiera se tendra una suma
total no equivalente a la original, lo que significa que el valor acumulado alli no sera representativo
del valor inicial. Por esta razon, hoy en dia esta clase de interés no se aplica, y si existe una operacién
en la que no se cobran intereses sobre los intereses, estos deben pagarse periédicamente, ya sea al
principio o al final del periodo. Este caso lo veremos mas adelante, en el capitulo 6, cuando estudie-
mos sistemas de amortizacion y saldos.

Sin embargo, aqui es importante hacer referencia a operaciones en las que se trata el interés
simple.

Una primera sera calcular el valor acumulado o saldo al cabo de n periodos con una tasa de inte-
rés simple del i%, partiendo de una suma inicial dada de $ P.

Se tiene que los intereses de cada periodo seran de iP, asi que designamos por S, el acumulado al
final del periodo t incluyendo los intereses de ese periodo, y por S, el acumulado al final del periodo
t + 1 en las mismas condiciones anteriores.

Tenemos:
S,.,=S,+iP,con S =P
Por tanto, resolviendo esta ecuacion se llega a:
S.= P11 +in)
Asi que al cabo de n periodos, el total acumulado sera:
S =P(1+in)
(3-2)

Por ejemplo, siinvertimos hoy $ 3.000.000 a una tasa de interés simple del 2% mensual, entonces
dentro de ocho meses tendremos un total acumulado de:

S,=3.000.000(1 + 0,02 x 8) = 3.480.000

que comprenden a los $ 3.000.000 originales mas los ocho montos de intereses de $ 3.000.000(0,02) = $ 60.000
cada uno.

Con base en la ecuacion (3-2) pueden calcularse cualquiera de las cuatro variables: S , P, ion
conociendo las otras tres.

| EJEMPLO 3.1 |

Se invierte hoy la suma de $ 2.500.000, y se espera recibir dentro de quince meses $ 3.362.500. Si el
interés pactado es simple, hallar la tasa mensual correspondiente.

Segun la ecuacion (3-2) tenemos:
3.362.500 = 2.500.000(1 + i x15)
de donde i = 0,023.
Es decir, la tasa mensual de interés simple de la operacion financiera es del 2,3%.

Otra de las operaciones financieras que incluyen esta clase de interés es la denominada des-
cuento racional o descuento simple, y se utiliza en los titulos de participacion emitidos por algunos
gobiernos; titulos que se venden por un valor menor al inicial para luego ser redimidos o liquidados
por el total del valor estipulado en el titulo.
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[ EJEMPLO 3.2 |

El Gobierno vende un titulo de particion al 91,40% de su valor inicial, que es de $ 4.200.000, y se redi-
mira a los 180 dias por el 100%. Determinar el descuento simple o racional que se hizo en el titulo.

En este caso tenemos que el inversionista o comprador del titulo lo adquirié por un valor de
0,914(4.200.000) = $ 3.838.800 y recibi6 la suma de $ 4.200.000 al cabo de 180 dias con sus intereses,
de tal manera que el descuento simple que se hizo sobre el titulo fue:

D =4.200.000 - 3.838.800 = $ 361.200

En el ejemplo anterior también puede calcularse, como se hizo en 3.1, la tasa de interés equiva-
lente a este descuento en el semestre. Por tanto, aqui se cumple, para un periodo de un semestre, lo
siguiente:

$4.200.000 = 3.838.800(1 +ix 1)

de donde: i = 0,09409 = el 9,41% semestral aproximadamente, lo que en tasa anual equivaldria a
0,09409 x 2 = 0,18818, o el 18,82% anual de interés simple.

El estudiante encontrara problemas relacionados con el interés simple o descuento simple, para
lo cual debera, ante todo, tener claro el concepto de interés simple; y, con base en la ecuacién (3-2),
podra determinar el valor de la variable en el problema correspondiente.

INTERES COMPUESTO

Se llama interés compuesto a aquel que al final del periodo capitaliza los intereses devengados en
el periodo inmediatamente anterior.

Esto equivale a decir que los intereses obtenidos en un periodo ganan intereses en el periodo si-
guiente, y por esta razon se habla de intereses sobre intereses, lo que financieramente se conoce con
el nombre de capitalizacion. La operacién matematica que se realiza en cada periodo es sumarle al
capital los intereses y asi formar el total acumulado o nuevo capital para el periodo siguiente.

| EJEMPLO 3.3 |

Si usted deposita hoy $ 50.000 en una cuenta de ahorros que paga un interés del 6% por trimestre
vencido, registrar en una tabla el movimiento de la operacién de capitalizacion durante un ano.

0 0 50.000,0
1 50.000 (0,06) = 3.000 53.000,0
2 53.000 (0,06) = 3.180 56.180,0
3 56.180 (0,06) = 3.370,8 5.955,8
4 59.550,8 (0,06) = 3.573 63.123,8

Podemos observar, con base en la tabla anterior, que los intereses en cada trimestre se calculan
segun el capital total acumulado hasta ese momento, y estos intereses se suman a ese capital para
formar el capital base del periodo siguiente, es decir, se capitalizan los intereses.

Con esta operacion de capitalizar los intereses se busca basicamente que el dinero o capital ini-
cial conserve por mas tiempo su poder adquisitivo, a diferencia de lo ocurrido con el interés simple,
en el que para lograr este objetivo necesitariamos tasas de interés bastante elevadas.
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Dado que en todas las operaciones intervienen dos clases de valores a lo largo del tiempo, los ingre-
sos y los egresos relacionados con tal operacién, se llama flujo de caja a la secuencia que representa
esos valores, o, lo que es lo mismo, a la secuencia de entradas y salidas de capitales durante el tiempo
de la operacion financiera. Con el fin de visualizar esta operacion, suelen representarse tales valores
sobre un segmento de recta que tenga como longitud el tiempo que dure la operacion medido en
periodos. Esta representacion grafica es conocida con los nombres de diagrama de flujo de caja o
diagrama de tiempo valor, principalmente.También se ha convenido en que los valores se sefalen con
una flecha, hacia arriba si son ingresos y hacia abajo si son egresos; sin embargo, este orden puede
invertirse debido a que esto no afecta los resultados.

Asi, por ejemplo, si hacemos una inversion (egreso) hoy por un valor de $ 10.000 y recibimos
unos ingresos de $ 4.000 dentro de cuatro meses y de $ 8.000 dentro de diez meses, tenemos que el
diagrama de flujo sera:

Representar graficamente el flu-

4.000 8.000 jo de caja de un crédito hoy por valor
Ingresos de $ 850.000, sabiendo que el deudor
0 1 2 3 4 - cubrié esta deuda con cinco pagos

trimestrales de $ 212.000 cada uno y
debe pagar el primero tres meses mas
tarde de contraida la deuda.

Egresos 10 meses

10.000 Es importante recordar que en
toda operacion financiera intervienen
dos partes —o dos jugadores, como se
acostumbra decir-, quienes reciben

los nombres de acreedor el uno y deudor el otro. Con el siguiente ejemplo puede verse la relacién que
existe entre dos diagramas de flujo de caja: el del acreedor y el del deudor.

| EJEMPLO 3.4 |

El Banco AB le otorga un préstamo al sefor S por un valor de $5.000.000 y exige que la deuda sea cubier-
ta con tres pagos, asi: $ 2.000.000 dentro de seis meses, $ 2.500.000 dentro de ocho meses y $ 2.300.000
dentro de un ano. Se pide representar los flujos de caja tanto del Banco AB como del senor S.

En este caso el Banco AB desempena el papel del acreedor y, por tanto, su flujo de caja para esta ope-
racion financiera es el siguiente:

porque el banco desembolsa (egreso)
2.500.000 $5.000.000 vy recibe (ingresos) del deu-
2.000.000 2.300.000 dor, senor S, los valores de $ 2.000.000
al cabo de seis meses, $2.500.000 al cabo
de ocho meses y $2.300.000 al cabo de
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12meses| doce meses.

El diagrama de flujo del deudor o

5.000.000 . Lo i’
senor S es el siguiente (figura 3.3):



porque el deudor recibe hoy (punto 0)
la suma de $ 5.000.000 (ingresos para
él) y le paga al banco (desembolsos o
egresos para el deudor) los valores da-
dos en el ejercicio en los tiempos co-
rrespondientes.

Aun cuando el ejemplo parece
muy elemental, tiene un significado e
interpretacion basicos, como veremos
en los proximos temas que vamos a
tratar. También podemos observar que
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5.000.000

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12meses

2.300.000
2.500.000

2.000.000

uno es simplemente el inverso del otro; por esta razén, si existe equilibrio entre ingresos y egresos en
un diagrama, también existira equilibrio en el otro.

En la seccion 3.3 se nombraron las principales clases de interés; sin embargo, debido a que en la actuali-
dad el interés que mas se utiliza es el compuesto, el desarrollo de los temas de este libro se hara alrededor
de esta clase de interés, sin pasar por alto el interés continuo, que tendria su aplicacion hacia el futuro.

Dos conceptos basicos en matematicas financieras son los que hacen referencia al valor presente
y valor futuro de una o varias sumas de dinero. Debido a la estrecha relacion que existe entre los dos
conceptos anteriores, no importa cual se define primero, de aqui en adelante calcularemos primero
el valor futuro y luego el valor presente, pues en la mayoria de casos utilizaremos las ecuaciones de
diferencia finita, que operan en sentido de izquierda a derecha en el tiempo.

Dada una suma de dinero $ P hoy, se llama valor futuro de P al cabo de n periodos y con una tasa
de interés del i% por periodo al valor $ F que en esa fecha sea equivalente a $ P de hoy.

El concepto equivalencia desempena un papel de gran importancia en las matematicas financieras,
tanto que en la casi totalidad de problemas de esta materia lo que se busca es la equivalencia finan-
ciera o equilibrio entre los ingresos y los egresos, cuando ellos tienen lugar en puntos diferentes.

En matematicas financieras este concepto corresponde al equilibrio en otras disciplinas como
economia, contabilidad, fisica y ciencias sociales.

Vamos a obtener una expresion que nos permita hallar F cuando se conocen la cantidad P, la tasa
de interés del i% por periodo y el nimero n de periodos.

En el diagrama de flujo de caja siguiente se representa el caso general de una suma invertida de $ P
hoy y su valor futuro F dentro de n periodos. Para obtener F analizaremos los valores en un periodo

cualquiera [t, t + 1].
Sean:

F.= el valor futuro de P al final del
periodo t.

F,.,= el valor futuro de P al final

del periodot + 1.

Como la tasa de interés por pe-
riodo es el i%, podemos establecer la
siguiente relacion entre los dos valores
futuros anteriores:

1

..... t t+1
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F., =F+iF

t+1

y se interpreta como que el valor futuro al final del periodo t + 1 es igual al valor futuro o cantidad
acumulada al final del anterior (es decir, F)), mas los intereses devengados por esta cantidad durante
el periodo. La expresidon anterior es equivalente a:

F..,=(1+0hF,con F, =P

que corresponde a una ecuacién de diferencia finita cuya solucidn, segun la seccién 2.5, es:
F.=P1+i)t

Y esta funcién, calculada en el punto n (final de n periodos), nos da:

F=P(1+ i) (3-3)

que corresponde a la férmula para hallar el valor futuro de una cantidad P al cabo de n periodos con
una tasa de interés del i% por periodo.

El factor (1+i)"se denota por (F/P i%, n) y se conoce con el nombre de factor de acumulacion en
pago unico. Esta expresion se lee: “F dados P, i% y n”

Existen las tablas de interés que contienen este factor acumulado para algunos valores del i% y
algunos valores de n; sin embargo, con el uso de la calculadora este factor puede hallarse rapidamen-
te para cualquier valor del i% y de n.

Podemos expresar entonces la formula (3-3) de la manera siguiente:
F=P(F/Ri%, n)

y esta sera la forma como encontraremos representado el valor futuro de aqui en adelante cuando
corresponda a un pago unico.

| EJEMPLO 3.5 |

Una persona deposita hoy la suma de $ 500.000 en una cuenta de ahorros que paga un interés del 2%
mensual. Hallar la cantidad total acumulada dentro de cinco anos en la cuenta de ahorros.

Segun los datos del problema, tenemos:
P=$500.000; i% = 2% mensual; n= 60 meses; F=7?
Aplicando la férmula (3-3) obtenemos el siguiente resultado:
F=$500.000(F/ R 2%, 60) =$ 1.640.515

que representa la cantidad total (capital mas intereses) acumulada al cabo de cinco anos. La inter-
pretacion de este resultado es que si el dinero rinde el 2% mensual a lo largo de los cinco anos, es
equivalente a tener hoy $ 500.000 y a tener $ 1.640.515 dentro de cinco anos.

Vamos a considerar ahora la situacion reciproca, es decir, aquella en la que, dada una suma futura de dine-
ro, debamos hallar su equivalente hoy. Esto origina el concepto de valor presente como se define enseguida.

Dada una cantidad de dinero $ F al final de n periodos, se llama valor presente de F con tasa de
interés del i% por periodo a la cantidad $ P que hoy equivale a F.

En el caso del ejemplo 3.5, tenemos que $ 1.640.515 es el valor futuro de $ 500.000, y segun la
definicion 3.4, $ 500.000 es el valor presente de $ 1.640.515 en el tiempo considerado en el ejemplo y
a una tasa del 2% mensual.
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Como podemos observar, esta definicién es la reciproca de la definicion 3-3, asi que segun la
ecuacion (3-3) la cantidad P es igual a:

P=—F __Fa+i (3-4)

T+1)

El factor (1 + i)™ se denota por (P/F, i%, n) y se conoce con el nombre de factor de descuento o
factor de valor presente para pago unico.

| EJEMPLO 3.6 |

Una persona tiene una obligacion por cancelar dentro de dos afos y medio por valor de $ 629.270,
con una tasa de interés del 2,5% mensual. Si esta persona desea cancelar la deuda hoy, jcual es el
valor de este pago?

Segun los datos del ejemplo, tenemos:
F=$629.270; i=2,5% mensual; n = 30 meses; P="?
Aplicando la férmula (3-4), tenemos:
P=%$629.270 (P/ F, 2,5, 30) = 300.000

Este valor se interpreta diciendo que con una tasa de interés del 2,5% mensual es equi-
valente para el deudor pagar hoy $ 300.000 o $ 629.270 dentro de dos anos y medio. Similar
equivalencia tiene para el acreedor.

Desde el punto de vista grafico, y de acuerdo con el diagrama anterior, podemos afirmar que el
factor (F/p, i%, n) sirve para llevar una cantidad de izquierda a derecha n periodos cuando la tasa sea
del i% por periodo, y el factor (F/p, i%, n) para llevar una cantidad de derecha a izquierda, en las mismas
condiciones anteriores.

Sin embargo, no siempre en los problemas practicos o de la vida real la formula o expresion
(3-3) puede aplicarse directamente. Por ejemplo, cuando en una operaciéon financiera interviene,
ademas de la tasa de interés, una tasa de retencion o de descuento (esto es de gran aplicacion hoy
en dia).

| EJEMPLO 3.7 |

Si usted invierte hoy $ 4.000.000 en una institucién que paga una tasa de interés del 3% mensual pero
a su vez hace una retencién cada mes del 2% sobre intereses devengados, hallar la suma que tendra
acumulada usted dentro de dos anos y medio.

Si denotamos por S, el saldo total acumulado al final del mes t después de la retencion, y por S, ,
similar para el mes t + 1, entonces se cumple que:

S.,=5,+0,035,-0,02[0,03S,]

1

o sea:

S,,=1,0294S, con S =$4.000.000

Entonces:

S,=(1,0294)(4.000.000):

es el total acumulado al final del mes t, de tal manera que:
S,,=(1,0294)*(4.000.000) = $ 9.540.803

es el total acumulado al cabo de treinta meses (dos anos y medio).
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Como pudo observarse en este ejemplo, la tasa real devengada cada mes no es la diferencia
entre la tasa de interés y la tasa de retencion, como podria pensarse.

El estudiante debe resolver el ejemplo anterior con la condicidén de que no se aplique la retencién.

| EJEMPLO 3.8 |

Resolver el ejemplo 3.7, pero con la condicién de que la retencién se aplique sobre el total acumulado
al final del mes anterior.

Con la misma notacion del ejemplo 3.7, tenemos:
S,.,=S,+0,035,-0,02S,
o sea:
S,,=(1,01)S, S,=4.000.000
De tal manera que resolviendo esta ecuacién llegamos a:
S,=(1,01)"(4.000.000)
Y asi el total al cabo de dos anos y medio sera:
S,,=(1,01)* (4.000.000) = $ 5.391.396

Como puede observarse en este ejemplo, la tasa real de rendimiento del dinero es la diferencia
entre la tasa de interés mensual y la tasa de retencion mensual.

| EJEMPLO 3.9 |

En el ejemplo 3.7, suponer que la retencion se hace cada mes sobre el total acumulado ese mes des-
pués de cargados los intereses. Hallar el total acumulado al cabo de dos afos y medio.

Con la misma notacién del ejemplo 3.7, se cumple al final del mes t + 1 que:
S5,1=5,+0,035,-0,02[S, + 0,03 5,]
o sea:
S,,=1,0094S, con S =$4.000.000
Por tanto, resolviendo esta ecuacion llegamos a:
S,=(1,0094)/(4.000.000)
y en dos anos y medio tenemos:
S,,=(1,0094)*(4.000.000) = $ 5.296.134

Podemos darnos cuenta de que en cada uno de los tres ejemplos anteriores la expresion final
para calcular el total acumulado al cabo de los dos anos y medio es una expresion similar a la dada en

la formula (3-3), pero en cada caso para una tasa diferente. Estos problemas son comunes en la vida
diaria de las operaciones financieras.

Cuando en un ejemplo de caja intervienen varios valores en tiempos diferentes, que es el caso
tipico para el flujo de caja de un proyecto, el valor presente total se obtiene por la suma de los valores

presentes de cada uno de los valores que intervienen. De manera similar puede obtenerse el valor
futuro total; es decir:

P total = = (valores presentes parciales)

F total = T (valores futuros parciales)



Capitulo 3: Interés y valores presente y futuro

Observacion

Una de las reglas basicas de las matematicas financieras es que solamente pueden relacionarse (+, —, =, <)
cantidades que estén en el mismo punto.

| EJEMPLO 3.10 |

Una persona hace los siguientes depdsitos en una cuenta de ahorros que paga el 2,5% mensual:
$ 30.000 dentro de tres meses, $ 42.000 dentro de cinco meses y $ 28.000 dentro de un ano.

a) Hallar la cantidad total acumulada en la cuenta de ahorros dentro de un afno.

b) ;Qué depdsito Unico hoy es equivalente a los tres depdsitos realizados?

El diagrama de flujo de caja para este
ejemplo es el 3.5. 0

a) La cantidad total acumulada den- 12 e

tro de un ano corresponde al va-

lor futuro en esa fecha de los tres 30.000 28.000
depositos realizados. Entonces, 42.000

con una tasa del 2,5% mensual,

tenemos:

F = 30.000(F/P, 2,5%, 9) + 42.000 (F/P, 2,5%, 7) + 28.000 = $ 115.390
Esta es la cantidad que la persona tendra dentro de un ano en la cuenta de ahorros.

b) El depdsito Unico hoy (punto 0) equivalente a los tres depdsitos es el valor presente de estos
depdsitos; de tal manera que tenemos:

P = 30.000(P/F, 2,5%, 3) + 42.000(P/F, 2,5%, 5) + 28.000(P/F, 2,5%, 12) = $ 85.799

Este mismo valor también puede obtenerse como el valor presente de $ 115.390 de la parte (a); en efecto:
P = 115.390(P/F, 2,5%, 12) = 85.799

El lector debe justificar la razén por la cual se obtiene el mismo valor.

En el ejemplo anterior, podemos afirmar que las tres situaciones siguientes son equivalentes:
i) Los depdsitos de $ 30.000, $ 42.000 y $ 28.000 en sus fechas correspondientes.

ii) El valor de $ 115.390 dentro de un afo.

iii) El valor de $ 85.799 hoy.

En general podemos afirmar que, dado un flujo de caja cualquiera, es independiente el punto que
elijamos para establecer el equilibrio entre ingresos y egresos, siempre y cuando la tasa de interés sea
la misma tanto para los ingresos como para los egresos. Este punto que se escoge para equilibrar el
flujo de caja se conoce comUnmente con el nombre de punto focal.

| EJEMPLO 3.11 |

Financiar una deuda de hoy por valor
de $ 1.200.000 a un afo, en cuatro pa- 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
gos asi: $ 400.000 dentro de dos me-
ses, $ 500.000 dentro de seis meses,
$ 100.000 dentro de diez meses y el resto 400.000
dentro de un ano, sabiendo que el acree- 500.000
dor cobra un interés del 3% mensual.
El diagrama de flujo de caja para
este caso es el siguiente:

1.200.000

100.000

donde X es el valor del cuarto pago por cancelar dentro de un ano.
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a)

b)

c)

Tomemos como punto focal el dia de hoy (punto cero); entonces la ecuacién de equilibrio es:
1.200.000 = 400.000(1,03)2+ 500.000(1,03)° + 100.000(1,03) " + X(1,03) 2

de donde:

X=%$470.230

Tomando como punto focal doce meses, o sea el punto final del diagrama, la ecuacion de equili-
brio es:

1.200.000(1,03)'2=400.000(1,03)™ + 500.000(1,03)¢ + + 100.000(1,03)? + X
de donde:
X=$%$470.230

Si, por ejemplo, quisiéramos tomar como punto focal el 5 (mes cinco) del diagrama, la ecuacion
de equilibrio alli es:

1.200.000 (1,03)® = 400.000(1,03)*+ 500.000(1,03)" + 100.000(1,03)"° + X(1,03)~’
de donde:
X=$%$470.230

Como podemos observar, es indiferente el punto de equilibrio que escojamos para equilibrar el

diagrama, como ya se anotd, siempre y cuando tanto ingresos como egresos se capitalicen o descuen-
ten con la misma tasa de interés.

Con base en las expresiones (3-3) y (3-4), podemos hallar los valores de cualquiera de las variables F,
P, i% o n. Para hallar las dos primeras de estas variables basta aplicar las expresiones antes citadas;
para las variables ny i%, utilizar la calculadora en sus funciones logaritmica y exponencial o también
el método de interpolacion lineal; y para el caso de hallar el i%, utilizar el programa de laTIR en la
calculadora financiera.

Veamos algunos ejemplos en los cuales, con el uso de la calculadora, podemos obtener rapi-

damente el valor de las variables deseadas.

| EJEMPLO 3.12 |

¢En qué momento tener $ 100.000 es equivalente a tener $ 58.740 hoy, sabiendo que el dinero rinde
el 3% mensual?

El diagrama de flujo de caja para este
ejemplo es el siguiente:

100.000 Como la tasa de interés viene
dada mensualmente, entonces nues-
! 2 3 tros periodos son meses, y asi la varia-
ble estard dada también en meses. Los
n meses datos del problema son:

P=$ 58.740.740; F=$ 100.000;

58.740 i=3% mensual; n=7?
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Aqui podemos aplicar independientemente cualquiera de las expresiones (3-3) o (3-4). Si toma-
mos la primera, tenemos:

100.000 = 58.740(1 + 0,03)"
o sea:
(1,03)" = 100.000/58.740 = 1,7024

Aplicando logaritmo en ambos miembros y utilizando propiedades de esta funcion, llegamos a:

_ In(1,7024)

In(1,03) =18 meses

o sea que tener hoy $ 58.740 es equivalente a tener $ 100.000 dentro de dieciocho meses, siempre que
el rendimiento del dinero sea del 3% mensual.

| EJEMPLO 3.13 |

Hallar la tasa de interés trimestral que debe rendir el dinero en una cuenta de ahorros para que un
deposito de $50.000 hoy se convierta en $ 110.780 dentro de 33 meses.

110.780
El diagrama de flujo de caja para este

ejemplo es el siguiente: 0o 1 2 3

Como la tasa de interés que debe
hallarse es trimestral, entonces nuestros 11 trimestres
periodos son trimestrales. Los datos
del problema son: 50.000

P =50.000; F=110.780; n= 11 tri-
mestres; i = ?

De la misma manera que en el ejemplo 3.12, podemos aplicar cualquiera de las expresiones: (3-3)
0 (3-4). Con la primera de estas tenemos:

110.780 = 50.000(1 +i)"

o sea:

(1 +1i)"=110.780/50.000 = 2,2156

Aplicando el logaritmo en ambos miembros y mediante propiedades de esta funcién, tenemos:

_ In(2,2156 )

= 0,07232
11

In(1+ /)

Aplicando el antilogaritmo llegamos a:

i=0,075 =75% trimestral

En este momento, utilizando la calculadora financiera, el lector deberad encontrar y aprender a
manejar los programas que le permitan hallar una de las cuatro variables para pagos unicos, F P n, i,
conocidas o dadas de las otras tres variables. Para ello se sugiere desarrollar ejercicios de la seccién
de problemas al final del capitulo y, aun mas interesante, que el lector los construya y resuelva.

Existe en matematicas el lamado método de interpolacién lineal, que consiste basicamente en: dados
dos puntos de una curva, hallar otro intermedio utilizando la funcién lineal, es decir, suponiendo que
los tres puntos estan sobre la misma recta. Esto se aplica para aproximar o ajustar puntos que estén
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sobre una curva a puntos que estén sobre una recta y, de esta manera, darle una solucién aproximada
a una serie de problemas.

Recordemos que si tenemos tres puntos: A = (a,, a,), B=(b,, b,), C = (c,, c,), para que estos tres
puntos estén sobre la misma recta se requiere que la pendiente entre A y B sea igual a la pendiente
entre By C (o entre Ay C); es decir, que se cumpla:

bz -4, C, — bz

b1—a1 C1_b1

que en proporciones equivale a:
(b, — a,) esa(b,~ a,) como (¢c,-b,)es a(c, - b,)"
En matematicas financieras, la interpolacion lineal se utiliza para calcular una tasa de interés o el

tiempo en una operacion, como veremos en el capitulo 9. Es de advertir que con las nuevas calculado-
ras podemos acercarnos a la respuesta correcta sin necesidad de acudir a la interpolacién lineal.

| EJEMPLO 3.14 |

Resolver el ejemplo 3.13 utilizando el método de interpolacion lineal.

Segun el ejemplo 3.13, tenemos:

7% 1+ 1+ 01)"=2,2156

2,10485 - 0
Por tanto, para valores del i% debemos llegar a encon-

trar dos tasas para las cuales los valores de (1+ i)" se en-
% 2,2156 cuentren el uno por encima de 2,2156 y el otro por debajo.
Efectivamente, llegamos a que:

(1+0,07)" = 2,210485 y (1 + 0,08)" = 2,33164

8% 2,33164 - de tal manera que el valor de i tal que (1+i)" = 2,2156 se en-
contrara entre el 7% y el 8%, asi como 2,2156 se encuentra
entre 2,10485 y 2,33164. Para hallar este valor aproximado
podemos recurrir al siguiente diagrama.

Y relacionamos los extremos y el medio con un extremo diciendo:
“(0,07-0,08)es a (2,10485- 2,33164) como (0,07 — i) es a(2,10485 - 2,2156 )"
o sea:

0,07 - 0,08 0,07 — i
2,10485 - 2,33164 - 2,10485 - 2,2156

que corresponde a una proporcion similar a la dada para los puntos A, By C.
A partir de la relacion anterior llegamos a:

i=749%

Aproximadamente, i = 7,5%.

Como puede observarse, en este caso es mas exacta la operacion con logaritmos.

| EJEMPLO 3.15 |

(Al cabo de cuanto tiempo una inversion de $ 65.000 se convierte en $ 114.700, sabiendo que el dinero
rinde el 2,5% mensual?
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Con un diagrama de flujo de caja de la misma clase del utilizado en el ejemplo 3.14 pero donde la incognita
es n, tenemos:

114.700 = 65.000(1,025)"
de donde:
(1,025)" = 114.700 / 65.000 = 1,764615

Por tanto, llegamos a:

n (1,025)"
(1,025)2=1,72157 y (1,025)* = 1,808726 29
y con un diagrama de la forma: ozl hl
llegamos a:
22 - 24 22 - n n 1,764615
1,72157 -1,808726 - 1,72157 —-1,764615
de donde n = 23 meses aproximadamente. El mismo resul- 24 1,808726 <

tado puede verse utilizando la calculadora en sus funciones
logaritmicas.

La tasa de interés (y, en general, las tasas utilizadas tanto en matematicas financieras como en evaluacion finan-
ciera de proyectos) recibe diferentes nombres; por esta razon enseguida veremos algunas de las mas utilizadas:

Tasa de interés simple

Tasa de interés compuesta
Tasa de interés efectiva

Tasa de interés nominal
Tasas de interés equivalentes
Tasa de interés discreta

Tasa de interés continua
Tasa de interés vencida

Tasa de interés anticipada
Tasas de interés compuestas
Tasa de inflacién

Tasa de devaluacion

Tasas de oportunidad

Tasa interna de retorno

Dada la importancia que tiene la llamada tasa interna de retorno como indice de evaluacion fi-
nanciera, le dedicaremos el capitulo 9 de este texto.

3.8.1 TASA DE INTERES SIMPLE

Es la tasa de interés que, al final de cada periodo, se aplica Unicamente sobre el capital inicial. Esto
implica que el capital permanece constante durante el tiempo de la operacién financiera, asi como los
intereses devengados al final de cada periodo.
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Por ejemplo, cuando se invierte un capital de $ 1.000.000 al 5% trimestral de interés simple y al
cabo del primer trimestre los intereses son de 0,05(1.000.000) = 50.000, otro tanto al final del segun-
do, tercero y cuarto trimestres, lo que significa que al cabo de un ano el inversionista tendra un total
acumulado de $ 1.000.000 + 4(50.000) = $ 1.200.000. Esto quiere decir que la inversién gano el 20%
anual.

Como podemos ver, los intereses devengados en un trimestre no ganaron intereses en el trimes-
tre siguiente.

En la actualidad, debido a la pérdida del poder adquisitivo del dinero, es factible que los $ 1.200.000
del fin de ano no tengan el poder adquisitivo de $ 1.000.000 del principio del ano, lo que hace que
esta clase de interés ya no se utilice en las operaciones financieras, y, en cambio, si aquel donde los
intereses se capitalizan, que es el interés compuesto.

3.8.2 TASA DE INTERES COMPUESTO

Esta es la tasa de interés que, al final de cada periodo, se aplica tanto al capital anterior como a los
intereses devengados en ese periodo. Esto equivale a decir que es la operacion en la cual los intereses
ganan intereses, y por eso el sistema se conoce como sistema de capitalizacién, lo que significa que
los intereses devengados en un periodo forman parte del capital (se convierte en capital) para el perio-
do siguiente. Es el caso de la mayoria de inversiones actuales; asi, por ejemplo, si invertimos hoy una
suma de $ 500.000 a una tasa del 8% trimestral, dentro de un ano tendremos un total acumulado de:

F =500.000(1,08)* = $ 680.244,5

y no la suma de 500.00 + 4(40.000) = $ 660.000, que corresponderia al caso del 8% trimestral de interés
simple durante un ano.

Esta clase de interés se aplica en la mayoria de las operaciones de cualquier sistema financiero,
y por esta razén debe darsele la maxima atencién y estudio.

3.8.3 TASA DE INTERES EFECTIVA

Es la tasa de interés que realmente se aplica en el periodo de capitalizaciéon sobre el capital, para cal-
cular los intereses.

La tasa de interés efectiva se identifica porque solamente aparece en la parte numérica seguida
del periodo de capitalizacion o liquidacion de intereses; por ejemplo, se dice “una tasa de interés del
3% mensual, del 9% trimestral, del 15% semestral o del 32% anual’] y también se denota como el 32%
EA (el 32% efectivo anual). Es de advertir que estas tasas anteriores no son equivalentes entre si. La
interpretacién es: si invertimos, por ejemplo, $ 100 hoy al 3% mensual, dentro de un mes tendremos:

100(1 + 0,03) = 100(1,03) = $ 103

que corresponde a:

100 + 0,03(100) = $ 103

Al final del segundo mes tendremos:
103(1,03) = $ 106,09

que corresponde a:

100 + 0,03(103) = $ 106,09

Como podemos observar, la tasa del 3% se aplica cada mes al capital anterior. Al final del tercer
mes tendremos:

100(1,03)3 = $ 109,27
que corresponde a:
106,09 + 0,03(106,09) = $ 109,27

y asi sucesivamente.
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Es decir, la tasa del 3% se aplica cada mes al capital existente al final del mes anterior, y asi obte-
nemos los intereses reales o efectivos en ese mes.

También podemos ver que al final del tercer mes los $ 100 invertidos inicialmente al 3% mensual
se han convertido en $ 109,27, lo que nos muestra que el 3% mensual no equivale al 9% trimestral, ya
que con esta ultima tasa el valor total acumulado al final del primer trimestre sera de:

100 + 0,09(100) = 100(1,09) = $ 109

Es importante tener en cuenta que todas las operaciones financieras se calculan con tasa de inte-
rés efectiva, asi como toda formula que se utilice para resolver problemas financieros. Sin embargo, en
la practica muchas veces la tasa viene expresada en otros términos; por tanto, lo que debe hacerse
en estos casos es convertirla a efectiva, o, utilizando una calculadora financiera, esta automaticamente
hace la conversion a efectiva y desarrolla la operacion correspondiente.

3.8.4 TASA DE INTERES NOMINAL

Es la tasa de interés que, expresada anualmente, capitaliza varias veces al ano. Por esta razon, la tasa
nominal no refleja la realidad en cuanto a los intereses devengados anualmente, y de ahi su nombre;
a diferencia de la tasa efectiva, que si nos indica el verdadero interés devengado por un capital al final
del periodo respectivo. Sin embargo, en la mayor parte de las operaciones financieras se utiliza la tasa
nominal para expresar el tipo de interés que debe pagarse o cobrarse en esa operacién. Esto implica
que para realizar los calculos de la operacién financiera, lo primero que debe hacerse es convertir
esta tasa nominal a la tasa efectiva en cada periodo de capitalizacion, porque, como ya se anoto, solo
debemos utilizar la tasa efectiva por periodo.

La forma de denotar una de estas tasas es, por ejemplo, cualquiera de las siguientes expresiones:
El 36% nominal anual capitalizable trimestralmente.

El 36% nominal capitalizable trimestralmente.

El 36% nominal trimestral.

El 36% capitalizable trimestralmente.

El 36% anual liquidable por trimestre vencido.

El 36% TV (TV: trimestre vencido).

El 36% ATV (ATV: anual trimestre vencido).

La relacion que existe entre una tasa nominal del j% capitalizable m veces al ano y la tasa del i%
efectiva en cada uno de los m periodos es la siguiente:
i (3-5)
m

Asi, por ejemplo, el 36% nominal trimestral corresponde a una tasa efectiva trimestral del 9%
(el 36%/4), y es esta la tasa que debe utilizarse cada trimestre cuando la tasa pactada en la operacion
financiera sea del 36% nominal trimestral.

| EJEMPLO 3.16 |

Supongamos que invertimos hoy $ 100 en una entidad que paga el 36%TV. Si el tiempo es de un ano,
determinar el valor total acumulado al final del ano.

La tasa trimestral para determinar los intereses es:
o,
36 % _ 9%
4
de tal manera que al cabo de cuatro trimestres se tendra un total acumulado de:

100(1,09)* = 141,16

Lo que quiere decir que los $ 100 invertidos inicialmente ganan un total de $ 41,16 de intereses
al cabo de un ano; esto es, la tasa de interés efectivo anual en esta inversion fue del 41,16%. Por esta
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razon, a la tasa del 36% se le Ilama nominal, dado que como cifra lo es solo de nombre, puesto que la
que mide la rentabilidad real es la tasa del 41,16% anual.

Debe tenerse en cuenta que algunas veces se habla, por ejemplo, del 30% nominal anual o sim-
plemente del 30% convertible anualmente, para indicar que es la tasa que capitaliza una sola vez al
ano, es decir, que corresponde a una tasa efectiva anual del 30%.

Con lo anterior se quiere significar que la tasa anual es la Unica tasa que en forma nominal capi-
taliza una sola vez al ano; en otras palabras, que la Unica tasa que puede ser simultdneamente nomi-
nal y efectiva es la tasa anual, y por eso comunmente se habla, por ejemplo, del 32% nominal anual
equivalente al 32% efectivo anual.

Es importante en este momento precisar los nombres de algunas tasas nominales y efectivas que
comunmente se confunden, pero que representan modalidades totalmente diferentes.

Semestral Una vez cada seis meses
Cuatrimestral Una vez cada cuatro meses
Cuatrimensual Cuatro veces cada mes
Trimestral Una vez cada tres meses
Trimensual Tres veces cada mes
Bimestral Una vez cada dos meses
Bimensual Dos veces cada mes
Mensual Una vez cada mes
Semanal Una vez cada semana

3.8.5 TASAS EQUIVALENTES

Se dice que dos tasas son equivalentes cuando ambas, operando en condiciones diferentes, producen
el mismo resultado.

En este caso, el concepto operar en condiciones diferentes hace referencia a que ambas capi-
talizan en periodos diferentes, o que una de ellas es vencida y la otra anticipada. Asi, por ejemplo,
decimos que el 3% mensual es equivalente al 9,27% trimestral y también al 42,57% anual.

Cuando estudiamos la tasa nominal vimos que una inversion por un ano al 36% nominal trimes-
tral ganaba al ano el equivalente a una tasa del 41,16% efectiva anual, de tal manera que estas dos
tasas son equivalentes.

Una expresion basica en el manejo de tasas equivalentes es la que nos permite calcular directamente
la tasa anual equivalente a una tasa nominal y viceversa.

Sea el % una tasa nominal capitalizable m veces/ano, y sea el i% la tasa anual equivalente. Se
trata de obtener una expresion que re-
lacione las dos tasas. Como cada tasa
tiene su periodo de capitalizacion, to-
mamos el mayor de estos, en este caso
el ano, y asignamos un diagrama de
- un ano para cada tasa: uno medido en
(1 +Ej anos y otro medido en m periodos.

$1 1+i

0 1 ano

Ties Y decimos que el $ 1 invertido

o 1 2 3 m periodos | hoy a la tasa del i% anual se convierte
al final del anoen 1 +1i, y que el $1

invertido hoy a la tasa del j% capitaliza-

ble m veces al ano se convierte al final
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del ano en (1 + j/m)™. Para que las tasas sean equivalentes, se requiere que los resultados al final del

ano sean iguales; esto es:

1+i:[1+ij
m

(3-6)

Con esta expresién se calcula la tasa anual equivalente a una tasa nominal y viceversa; asi, por
ejemplo, la tasa anual equivalente al 36% nominal trimestral es:

0,36 )“

1+1:[1+ 2

osea,i=(1,09)*-1=0,4116 = 41,16% anual, como habiamos visto.

Los siguientes casos se presentan cuando, dada una tasa, se trata de hallar otra tasa equivalente:

Efectiva
Efectiva
Nominal
Nominal

Efectiva
Nominal
Efectiva
Nominal

La idea central, en cualquiera de estos casos, es la utilizada para llegar a la expresion (3-6).

Cada uno de estos casos se explicara con un ejemplo.

EJEMPLO

(E— E) ¢Qué tasa trimestral es equivalente al 3% mensual?

Sea el i% la tasa trimestral que se
pregunta, y tomando un tiempo de un
trimestre para cada una de las tasas,
tenemos:

Por $ 1 invertido al principio del
trimestre, se tendra al final del primer
diagrama un total de: 1 +1i, y, al final del
segundo diagrama, un total de (1,03)3,
de tal manera que:

1+i=(0,03)% o sea: i =9,27% tri-
mestral.

Esto quiere decir que el 9,27% tri-
mestral es equivalente al 3% mensual.

EJEMPLO

(E—>N). ¢Qué tasa nominal trimestral
es equivalente al 18% semestral?

Sea el j% la tasa nominal trimes-
tral que se pregunta, y tomando un
tiempo de un semestre para cada tasa,
tenemos:

Invirtiendo $ 1 al principio del se-
mestre e igualando los resultados del
final del semestre, llegamos a:

i%

1 trimestre
3%
1 2 3 meses
18%
1 semestre
jla
1 2 trimestres
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%
1,18=[1+—]
4

o sea: j =0,3451 = 34,51% nominal trimestral.

EJEMPLO
(N — E). ;Qué tasa mensual es equivalente al 134% nominal semestral?

Sea el i% la tasa mensual que se pregunta, y tomando un tiempo de seis meses para cada tasa,

tenemos:
17% Similar a los ejemplos anterio-

res, igualando los resultados del final

0 1 semestre del semestre por la inversion de $ 1 al
principio de él, tenemos:

LT 1,17=(1+1i)

0 1 2 e 6 meses de donde:

i=0,0265 = 2,65% mensual
EJEMPLO

(N — N). ;Qué tasa nominal trimestral es equivalente al 33% nominal mensual? Sea el j% la tasa nominal
trimestral que se pregunta, y tomando un tiempo de tres meses para cada tasa, tenemos:

Igualando los resultados del final del
4 trimestre por la inversion de $ 1 al princi-
pio de él con cada tasa, obtenemos:

0 1 trimestre
1+ % =(1,0275)3
de donde:
2,75% . . .
Jj =0,3391 = 33,91% nominal tri-
0 1 2 3 meses mestral
Todos los casos anteriores pue-
den reducirse, si se quiere, a una sola
expresion:
Sean:

i : unatasa capitalizable m veces por ano
i : unatasa capitalizable n veces por ano

De lo anterior tenemos que tanto i_/m como i /n son tasas efectivas en cada uno de los my n
periodos respectivamente.

Tomando un tiempo de un ano para cada una de las tasas e igualando los resultados de final
de ano por la inversion de $ 1 al principio del ano, obtenemos:

im)" )
[”F) :(1+7j (3-7)

Aplicando esta expresion al ejemplo de (E — E) anterior, tenemos que: i /m =i es la tasa trimes-
tral que se pregunta, esto es: i /n = 3% mensual, o sea, que n = 12. Asi que:
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(1+i)*=(1+0,03)

de donde:

i =0,0927 = 9,27% trimestral

El lector debe resolver los demas ejemplos anteriores aplicando la expresion (3-7).

Por ultimo, debe tenerse en cuenta que cuando una inversién rinde una tasa anual o, lo que es
lo mismo, cuando se ha pactado por la inversion una tasa efectiva anual pero los intereses se retiran
cada mes, es decir, no hay capitalizacion de los intereses, entonces la tasa para calcular los intereses
y para la reinversion de estos debe ser la tasa nominal equivalente.

Asi, por ejemplo, si invertimos $ 1.000.000 a un ano con una tasa del 30% anual, entonces para
calcular los intereses que se causan cada mes, que deben retirarse e invertirse por fuera, debe cal-
cularse la tasa nominal mensual equivalente, que en nuestro caso es del 26,25%, cuya tasa mensual
correspondiente es el 2,210445%.

De tal manera que los intereses mensuales seran de $ 1.000.000(0,02210445) = $ 22.104,45. Si
estos intereses se reinvierten a la tasa del 2,210445% mensual durante los doce meses, tendremos un
valor futuro de $ 300.000 para un total al cabo del ano de $ 1.300.000 (capital + intereses), que corres-
ponden al valor futuro del millon de pesos a un ano a una tasa del 30% anual.

El planteamiento anterior corresponde a la forma algebraica de hallar tasas equivalentes entre
efectivas y nominales; sin embargo, hoy en dia el uso de la calculadora financiera nos simplifica el tra-
bajo y nos da los resultados directamente. En este momento el estudiante debe capacitarse, si ya no
lo esta, en el manejo de su calculadora financiera en todo lo relacionado con la conversion de tasas.

Como ejercicio, el lector debe comprobar la validez de la equivalencia entre las tasas que apare-
cen a continuacién, correspondiente al uso de alguna tarjeta de crédito:

Interés compras 3 meses 6 meses 9 meses 12 meses avance en efectivo
Interés mensual 3% 3,10% 3,20% 3,50% 3,50%
Interés efectivo anual 42,58% 44,25% 45,94% 51,11% 51,11%

3.8.6 TASA DE INTERES DISCRETA

Como su nombre lo indica, es la tasa de interés que se aplica cuando el tiempo o periodo de capi-
talizacion es una variable discreta, es decir, cuando el periodo se mide en intervalos fijos de tiempo
tales como anos, semestres, trimestres, meses, dias u otros. Es el caso de las tasas que se han tratado
hasta este momento y otras como del 42% anual, el 18% semestral, el 8% trimestral, el 3% mensual o
el 0,013% diario.

3.8.7 TASA DE INTERES CONTINUO

Se define una tasa de interés continuo del r% como aquella cuyo periodo de capitalizacion es lo mas
pequeno posible. Por ejemplo, se habla del 35% capitalizable continuamente, lo que significa que es
una tasa expresada anualmente y su periodo de capitalizacion puede ser lo mas pequeno posible.

En términos matematicos, esto quiere decir que el numero de periodos de capitalizacion durante
el tiempo de la operacion financiera crece indefinidamente. A diferencia del interés discreto, en el in-
terés continuo la tasa se presenta siempre en forma nominal.

Vamos a determinar la equivalencia entre el valor presente y el valor futuro por una inversion
Unica con interés continuo. Si hoy invertimos una cantidad de $ P a una tasa de interés continuo del
r% capitalizable continuamente durante n anos, vamos a determinar el valor futuro o total acumulado
$ F al final de ese tiempo.

Si denotamos por At el periodo de capitalizacion, por C(t) el capital al final del tiempo t y por C(t + At)
el capital al final del tiempo t + At, se tiene que el interés devengado en el periodo At esta dado por:

C(t) x r x At
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En el siguiente diagrama puede
F verse mas claramente la relacion entre

estos valores y el tiempo:
0 1 2..... C(t) Ct+at) .. ...

n De tal manera que se cumple la
t t+At siguiente relacién:

C(t+At)=C(t)+ C(t)x rx At
o, lo que es lo mismo:
C(t+At)—- C(1)
At
Para que la capitalizacion sea continua se requiere que At — 0, de tal manera que debe cumplirse:

lim C+an- () =limC(t)xr

At—>0 At At—>0

=C(t)yxr

La expresion de la izquierda es la definicion de la derivada de C(t) respecto de t, y asi tenemos:

dac _
ot =Cxr

Esta relacion corresponde a una ecuacién diferencial de variables separables, cuya solucion se
plantea asi:

F n
;I% = (;l.rdt

para llegar a:

F=Pxem 3-8)
Y también:
P=Fe (3-9)

Las formulas (3-8) y (3-9) relacionan el valor presente y el valor futuro de un pago Unico con in-
terés continuo.

| EJEMPLO 3.17 |

Una persona deposita hoy una suma de dinero de $ P en una institucion financiera que paga un interés
del 27% anual capitalizable continuamente. Si el saldo a favor del inversionista es de $ 855.000 dentro
de tres anos, hallar la cantidad depositada originalmente.

En este caso tenemos:
F =855.000; n = 3 anos; r% = 27% anual capitalizable continuamente; P =7?
Aplicando la férmula (3-9), obtenemos:
P =855.000 e*2"%3 = 855.000 e %' = $ 380.354

Con base en las expresiones (3-8) y (3-9), es posible determinar cualquiera de las variables P F, r
o n, segun el caso.

| EJEMPLO 3.18 |

¢Al cabo de cuanto tiempo una inversion de $420.000 se convierte en $ 1.465.944 si el rendimiento del
dinero es del 25% nominal capitalizable continuamente?
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En este caso la informacion del problema nos dice:
P =$420.000; F = $ 1.465.944; r% = 25% capitalizable continuamente; n =?
Aplicando la formula (3-8) tenemos:
1.465.944 = 420.000 e %"

O sea:

e0'25" _ 1.465 .944
420.000

Tomando el logaritmo natural en ambos miembros de la igualdad llegamos a:
Ine®?%" = In(3,49034)

n= In(3,49034)
0,25

= 3,49034

= 5 anos

Es decir que al cabo de cinco anos la inversion original de $ 420.000 se habra convertido en
$ 1.465.944 con la tasa de interés dada.

Con el siguiente ejemplo podemos ver el comportamiento de una misma tasa de interés a medi-
da que el periodo de capitalizacion disminuye.

| EJEMPLO 3.19 |

Calcular el monto que se tendra al cabo de un ano por una inversion de $ 100.000 hoy, segun las si-
guientes tasas:

a) ElI30% anual

b) El 30% nominal semestral
c¢) ElI30% nominal trimestral
d) El 30% nominal mensual
e) ElI 30% nominal diario

f) El 30% nominal continuo

El monto que va a calcularse en cada caso es el valor futuro al cabo de un ano con la tasa correspondiente.
a) F=100.000(1,3)=$ 130.000

b) F=100.000(1,15)?=$ 132.250

¢) F=100.000(1,075)*=$ 133.546,9

d) F=100.000(1,025)"2=$ 134.488,9

e) F=100.000(1 + 0,3/365)%° = $ 134.969

f) F=100.000e*" = $ 134.985,9

Como podemos observar, el valor futuro va creciendo a medida que aumenta el nimero de pe-
riodos al ano de capitalizacion de la tasa nominal, pero lo mas importante es ver cdmo en los literales
(e) y (f) de capitalizacion diaria y capitalizacion continua los resultados son bastante cercanos; en
nuestro caso la diferencia es minima ($ 16,9) en un valor futuro de $ 134.969, lo que nos indica que
para liquidaciones diarias la capitalizacion continua seria un sistema bastante cercano.

Esta clase de interés es de uso frecuente en paises donde la inflacion es muy alta (por ejemplo,
del 70%, el 90% y el 100% anuales), porque alli el dinero pierde poder adquisitivo muy rapido, a veces
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en un mismo dia, como puede observarse con el tipo de cambio que se da en esos lugares. Entonces,
el interés continuo es una de las soluciones para la determinacion del valor del dinero.

La tasa de interés continua tiene una propiedad que no tiene la tasa de interés capitalizable m
veces al ano, y es que si estamos trabajando con una tasa, por ejemplo, del 30% capitalizable conti-
nuamente y el tiempo de la operacién financiera es de solo un semestre, entonces simplemente to-
mamos como tasa continua para el semestre el 15%; y si el tiempo de la operacion financiera es de un
trimestre, entonces tomamos como tasa continua para el trimestre el 7,5%, y asi sucesivamente.

| EJEMPLO 3.20 |

Invertimos hoy $ 100.000 durante seis meses a una tasa de interés del 30% capitalizable continuamen-
te. Hallar la suma de dinero que se tendra al final de los seis meses.

Tenemos:
P =$ 100.000; r = 30% capitalizable continuamente; n = seis meses; F = ?
En este caso podemos resolver el ejemplo de cualquiera de las siguientes formas:

i) Tomando un periodo de un semestre, y entonces la tasa seria 0,3/2 = 15% semestral capitaliza-
ble continuamente; por tanto:

F =100.000e%"™" = $ 116.183

ii) Tomando periodos de trimestres, y entonces la tasa seria 0,3/4 = 0,075 = 75% trimestral capita-
lizable continuamente; por tanto:

F =100.000e%°7%? = $ 116.183

iii) Tomando periodos de meses, y entonces la tasa seria 0,3/12 = 0,025 = 2,5% mensual capitali-
zable continuamente; por tanto:

F =100.000e%%%% = $ 116.183

Como observamos, la tasa de interés capitalizable continuamente puede dividirse por cualquier
submultiplo del ano para ser aplicada al periodo correspondiente, lo que no puede hacerse si se trata
de una tasa nominal discreta.

3.8.8 TASA VENCIDA

Una tasa de interés se llama vencida si la liquidacion se hace al final del periodo.

Asi, por ejemplo, son tasas vencidas cualquiera de las siguientes: el 3% mensual o el 3% mensual
vencido, el 8% trimestral, el 32% anual o el 32% EA (EA: efectivo anual) y el 28% ATV. Como podemos
observar, cuando no se especifica el término vencido, debe sobreentenderse que la tasa es vencida.

Es importante tener en cuenta que la gran mayoria de formulas financieras operan o funcionan
con tasa vencida, y que si la tasa viene dada —por ejemplo, anticipada—, por lo general hay que hallar
su equivalente vencida para, luego, ejecutar la operacion correspondiente.

3.8.9 TASA ANTICIPADA

Se dice que una tasa es anticipada cuando su liquidacion se hace al principio del periodo.

Asi, por ejemplo, son tasas anticipadas cualesquiera de las siguientes: el 2,5% mensual anticipa-
da, el 7% trimestral anticipada, el 29% anual anticipada o el 29% AA y el 32% ATA.

Como podemos observar, en la tasa anticipada es necesario especificar que la liquidacion es por
anticipado, a diferencia de la vencida, en la que si no se especifica entonces debe sobreentenderse. Esto
significa que si decimos que una entidad financiera nos paga un interés por nuestra inversion del 7%
trimestral anticipado, al principio de cada trimestre nos abonara el 7% del monto invertido y, ademas,
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estos intereses no se capitalizaran de nuevo por anticipado, sino que los debemos retirar. Supongamos,
por ejemplo, que invertimos $ 2.000.000 al 7% trimestral anticipado; entonces, al principio de cada
trimestre recibiremos por concepto de intereses la cantidad de 0,07(2.000.000) = $ 140.000, que no
necesariamente podremos invertir en la misma institucion a la misma tasa, sino posiblemente en otra
modalidad.

Ahora bien: con frecuencia se necesita establecer equivalentes financieros con tasas vencidas,
correspondientes a tasas anticipadas, asi que es necesario establecer la relacién entre una tasa antici-
pada y su correspondiente vencida en el mismo periodo y viceversa.

Sea i la tasa anticipada en un determinado periodo, y sea i, la correspondiente tasa vencida
equivalente en el mismo periodo. Si hoy (principio del periodo) nos prestan $ 1 a una tasa del i_ por
anticipado, debemos cancelar hoy mismo por concepto de intereses la suma de i, de tal manera que
solo recibimos lasumade $1-i, y, sin
embargo, al final del periodo debemos $1
cancelar la suma de $ 1. 1-1, _

v 1

En un diagrama tendremos: e 1 periotvjo
Lo que significa que, a una tasa ven-
cidai, el $ 1 del final de periodo es el
valor futuro de 1 -i ; es decir:

T=(1-i)(1+i)

A partir de esta relacion obtene-
mos las expresiones:

i $1

i, . i,
Taxd, VMo (3-10)

Ia
a

que relacionan entre si la tasa anticipada en un periodo con su equivalente tasa vencida.

Por ejemplo, ;qué tasa mensual anticipada equivale al 3,3% mensual vencida? Para esto, aplica-
mos la expresion que mide la tasa anticipada en funcion de la tasa vencida:

P 0,033

4 1+0,033
y viceversa: una tasa del 3% mensual anticipada, ;ja qué tasa mensual vencida sera equivalente? Apli-
cando la expresion que determina la tasa vencida en funcidn de la tasa anticipada, tendremos:

0,03

V™ 1-0,03

Cuando en una operacion financiera interviene una tasa anticipada, esta debe llevarse a su equi-
valente vencida y luego aplicar las férmulas correspondientes para valores futuros y presentes, pues
todas las férmulas financieras utilizan para estos fines solo tasas vencidas.

= 0,0319 = 3,19 % mensual anticipada

i = 0,0309 = 3,09% mensual vencida

La tasa anticipada también se presenta en forma nominal, y es asi como se habla, por ejemplo,
del 32% nominal trimestre anticipada, o del 32% trimestre anticipada, o el 32%TA para indicar que esta
es una tasa que, expresada anualmente, capitaliza cuatro veces al ano y al principio de cada trimestre.
También, al igual que la tasa nominal vencida, la nominal anticipada se divide por el nUmero de pe-
riodos de capitalizacion al ano para obtener la tasa efectiva por periodo anticipado; asi, por ejemplo,
del 32% nominal trimestre anticipada obtenemos el 8% efectiva por trimestre anticipada (32%= 8%).
Las demas expresiones que vimos en las tasas vencidas para hallar las tasas equivalentes solamente
pueden aplicarse al final del periodo y no al principio, de tal manera que con la ayuda de esas relacio-
nes y las expresiones (3-10) podemos hacer conversiones en las tasas equivalentes entre anticipadas,
entre vencidas o entre anticipadas y vencidas, y viceversa.

Por ejemplo, jqué tasa trimestral anticipada equivale al 3% mensual anticipada? El 3% mensual
anticipada equivale, segun la expresion (3-10), a:
0,03
1-0,03
y esta a su vez equivale a: (1,0309)° — 1 = 9,566% trimestral vencida, y esta a su vez, segun la expresion
(3-10), equivale a:

=0,0309 = 3,09 % mensual vencida
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0,0956
1+ 0,0956

de tal manera que el 3% mensual anticipada equivale al 8,72% trimestral anticipada.

= 0,0872 = 8,72% trimestral anticipada

También es factible pasar una tasa nominal vencida a su equivalente nominal anticipada. Por
ejemplo, jqué tasa nominal mensual anticipada equivale al 38% nominal trimestral vencida?

Este ejemplo lo desarrollaremos mediante un diagrama de equivalencias, y el lector debera jus-
tificar cada uno de los pasos con base en la teoria expuesta hasta este momento.

El 38% nominal trimestral vencida

7

El 9,5% trimestral vencida

7

El 3,07% mensual vencida

7

El 2,98% mensual anticipada

7

El 35,75% nominal mensual anticipada
Es decir, el 35,75% nominal mensual anticipada equivale al 38% nominal trimestral vencida.

Como aplicaciéon de conversiones de tasas nominales o efectivas y anticipadas o vencidas, te-
nemos las tablas que se encuentran en el mercado bajo los nombres de tablas de intereses efectivas
anuales editadas principalmente por instituciones financieras, donde aparecen: la tasa nominal anual
capitalizable mensual, bimestral, trimestral, etcétera, por anticipado o vencida, y su correspondiente
valor anual efectivo.

Veamos solo algunos de los valores que contienen estas tablas y su forma de calcularlos e inter-
pretarlos:

1 2 S 6 12 1 2 S 6 12
5% 514 5,156 5,16 ... 519 526 512 511 5,09 ... 5,06
10% 10,56 10,61 10,66 ... 10,8 1,11 10,47 10,43 10,38 ... 10,25
20% 22,35 22,56 22,77 ... 23,46 250 2194 21,74 21,55 .. 21,0
30% 355 36,04 36,59 ... 3841 42,86 34,49 34,01 33,65 .. 32,25
40% 50,2 51,28 52,42 ... 56,25 66,67 48,21 4729 46,41 ... 44,0

En la columna cuyo cabezal es | se expresa la tasa nominal anual capitalizable en periodos de
tantos meses al ano como indiquen las columnas numeradas con ll, si se trata de capitalizacion por pe-
riodo anticipado o las columnas numeradas con lll si se trata de capitalizacidén por periodo vencido.

Asi, por ejemplo, si en | tomamos el 30% y en Il la columna encabezada con 1, esto indica que
estamos tomando el 30% nominal capitalizable en periodos de un mes y por anticipado; es decir, el 30%
nominal capitalizable mensualmente por anticipado o el 30% mes anticipado. Si tomamos en |
el 30% y en lll la columna encabezada con 3, esto indica que estamos tomando el 30% nominal capi-
talizable en periodos de tres meses, es decir, el 30% nominal anual capitalizable trimestralmente y por
trimestre vencido, o, como lo hemos denotado anteriormente, el 30% nominal trimestral. La cifra que
se encuentra en la fila del 30% y en la columna encabezada con 1 de la parte I, que es el 35,5%, repre-
senta la tasa efectiva anual equivalente al 30% nominal mensual anticipado; también en la misma fila
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y en la columna encabezada con 3 de la parte lll, que es el 33,55%, representa la tasa efectiva anual
equivalente al 30% nominal trimestral; y de manera similar se interpretan las demas cifras. Asi, para
la fila del 40% tenemos: el 40% nominal mensual anticipado equivale al 50,20% efectivo anual; el 40%
nominal bimestral anticipado equivale al 51,28% efectivo anual; el 40% nominal trimestral anticipado
equivale al 52,42% efectivo anual; el 40% nominal semestral anticipado equivale al 56,25% efectivo
anual; y el 40% anual anticipado equivale al 66,67% efectivo anual. Pasando a la parte lll tenemos: el
40% nominal mensual equivale al 48,21% efectivo anual; el 40% nominal bimestral equivale al 47,29%
efectivo anual; y asi sucesivamente.

El calculo de estas tasas se hace a partir de las relaciones que vimos en tasas nominales efectivas
y equivalentes para tasas vencidas y a partir de las expresiones (3-10) para el paso de anticipada a
vencida. Volvamos a la tasa del 30% en | a la columna de Il encabezada con 1: se trata de hallar la tasa
efectiva anual vencida equivalente al 30% nominal mensual anticipado. Utilizando el mismo diagrama
de equivalencias visto anteriormente tenemos:

El 30% nominal mensual anticipada

7

El 2,5% mensual anticipada

7

El 2,564% mensual vencida
El 35,5% anual

O sea que el 30% nominal mensual anticipado equivale al 35,5% efectivo anual, como aparece
en la tabla 3.1.

De la misma manera, si tomamos, por ejemplo, el 30% en | y la columna en Ill encabezada con 3,
vemos que el valor correspondiente, que es el 35,55%, se obtiene asi:

El 30% nominal trimestral vencida

7

El 75% trimestral
El 33,55% efectivo anual
O sea que el 30% nominal trimestral vencido equivale al 33,55% efectivo anual.

Existen en la practica varias férmulas que son equivalentes entre si, y a partir de ellas podemos
obtener los mismos resultados, en lugar de la aplicacion individual de otras como se ha hecho en los
ejemplos anteriores que hemos desarrollado por diagramas de equivalencia.

Veamos como con una sola formula podemos establecer la equivalencia entre una tasa nominal
por periodo anticipado y la correspondiente anual vencida.

Sean:

i ,, = tasa anual vencida

i, =tasa nominal capitalizable m veces al aho por periodo anticipado
i, = tasa efectiva vencida en cada uno de los m periodos

i, = tasa efectiva anticipada en cada uno de los m periodos

Aplicando las formulas (3-5) y (3-9) obtenemos:

. Cm i, ) 1" - i) "
i,=(1+1i,) =1=|1+—% -1= -1=01-ia) -1=|1-— -1
1—1 1—1i m

a a
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O sea:

’- -m
iav:(1 - ﬁj -1 (3-11)
Esta formula nos permite calcular directamente todas las tasas de la parte Il de la tabla 3.1 sin

necesidad de los pasos iterativos que hemos utilizado. Asi, por ejemplo, el 30% nominal mensual an-
ticipado tiene su tasa efectiva anual dada por:

03\ "2
i,,= (1 - ?) -1=0,355 = 35,5% anual
como aparece en la tabla 3.1.

De la misma manera, si tomamos el 38,41% anual vencido y queremos hallar la tasa nominal
semestral anticipada equivalente, aplicando la férmula (3-11) llegamos a:

LN 2

0,3481 = (1 - 'ﬂ} 1
2

Y de aqui obtenemos:

i . =30% nominal semestral anticipado, como aparece en la tabla 3.1.

De tal manera que para establecer estas equivalencias que encontramos en la tabla 3.1 podemos
utilizar cualquiera de los procedimientos vistos, pues por medio de ellos llegamos al mismo resultado.

No obstante que en la calculadora financiera se puede pasar de una tasa nominal vencida a una tasa
nominal anticipada equivalente y viceversa, también se puede realizar esta operacion a partir de la si-
guiente expresion, cuya deduccion puede ser un buen ejercicio para que la desarrolle aquella persona
interesada en profundizar en las deducciones financieras. La expresion es:

_m
. i P
inap= Pl 1-[1+
m
: i =esu i \% i u italiz \% N
donde: wm = €8 una tasa nominal vencida que capitaliza m veces al afo

i , = €s una tasa nominal anticipada que capitaliza p veces al aho

na

y las dos tasas son equivalentes.

EJEMPLO
Hallar la tasaTA equivalente al 21% SV.
En este caso se tiene que: i =21% SV, donde m = 2; se trata de hallar inap donde p = 4.

Utilizando la expresion anterior se tiene que:
2

i =4 1-(1 ¥ %) * |=0,19488
Es decir, 19,48%TA.

EJEMPLO

Hallar la tasa MV equivalente al 14% BA.
En este caso se tiene que: i = 14% BA., donde p = 6; se trata de hallari
param=12.

Entonces, utilizando la expresion anterior se tiene que:
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12

oo
014 =6|1- |1+ - | ° |2 01425
12

Es decir, que el 14% BA es equivalente al 14.25% MV. Se puede comprobar utilizando la calcula-
dora financiera.

La expresion anterior también se puede utilizar para hallar equivalencias entre tasas efectivas
anuales donde una es anticipada y la otra es vencida.

EJEMPLO

Hallar la tasa efectiva anual vencida equivalente al 23% anual anticipada. Para este caso se tiene: inap =23%,
donde p=1;se buscalatasai _param=1.

Entonces se establece la relacion:
invm 7;
0,23=1(1-]1+ 1—

y se obtiene i =0,2987

Es decir, la tasa anual vencida del 29,87% es equivalente al 23% AA.

Esta equivalencia también se puede establecer a partir de la expresion niumero 3 del formulario
que aparece al final del texto.

En efecto:

. ig 0,23

’v = — =

1—i 1-0,23

a

= 0,2987

Como aplicacion practica, el estudiante debera comprobar la validez de las relaciones siguientes
entre tasas nominales anticipadas y su equivalente efectivo anual, sobre informacién que comunmen-
te encontramos en instituciones bancarias (lo que se acostumbra llamar “el tablero econémico”).

i)  Operaciones pasivas internas

CDT a 90 dias TA 23,94% 28%
CDT a 180 dias TA 22,46% 26%
CDT a 360 dias TA 22,46% 26%

ii) Rentabilidad diaria para saldos mayores de:

30.000 hasta 10.000.000 DA 23,90% 27%
10.000.001 hasta 50.000.000 DA 22,32% 25%
50.000.001 hasta 100.000.000 DA 21,11% 23,5%
Ssuperiores a 100.000.000 DA 20,29% 22,50%

iii) DTF

EI DTF (deposito a término fijo) es una tasa muy utilizada en el sistema financiero colombiano. Se calcula
como el promedio ponderado de las diferentes tasas de interés de captacion utilizadas por los bancos,
corporaciones financieras, corporaciones de ahorro y vivienda y companias de financiamiento comer-
cial, para calcular los intereses que reconoceran a los certificados de deposito a término (CDT). El calculo
del DTF como un promedio ponderado se hace siguiendo los pasos que se enuncian a continuacion:
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° Recolectar para cada una de las entidades financieras descritas anteriormente el valor de la tasa
de interés que reconoce por los CDT y la cantidad de dinero o recursos que el inversionista tiene
depositados en CDT.

° Multiplicar el valor de la tasa de interés por la cantidad de recursos, haciendo esto para cada
entidad por separado, y sumar los resultados obtenidos.

o Dividir la suma obtenida anteriormente entre la suma de los recursos depositados en CDT.

o El valor asi obtenido corresponde al DTF que se utilizara en la siguiente semana; esta tasa es cal-
culada por el Banco de la Republica semanalmente a partir de la informacién suministrada por la
Superintendencia Bancaria.

Asi, por ejemplo, para el siguiente caso en el que los recursos estan en millones de pesos:

Entidad financiera Tasa de interés Recursos en Total recurso x
del CDT (TV) CcDT tasa

Banco el 5,5% 1.300 7.150
Corporacion financiera el 5% 980 4.900
Corporacion de ahorro y vivienda el 7,6% 1.420 10.792
Compania de financiamitento comercial el 6,8% 860 5.848
Total 4.560 28.690

Entonces:

pTF = 28590 _ 5 599, 7V

4560

Equivalente a: DTF = 6,19% TA.

La tasa DTF también se utiliza, sumandole algunos puntos, para determinar el costo financiero de
un crédito en algunas lineas especiales de crédito, como por ejemplo las tasas de redescuento en pe-
sos para empresas vinculadas al comercio exterior. Asi, se habla de que para un crédito con vigencia
de dos hasta tres anos se cobrara una tasa del DTF (EA) + 2,20 (EA), y asi el costo financiero dependera
del valor que tenga el DTF en la fecha correspondiente.

A continuacién se presenta una tabla que tiene como fuente el Banco de la Republica y que
muestra la tasa efectiva anual y algunas nominales equivalentes tanto para el DTF como para laTCC,
en dos semanas consecutivas de junio del ano 2006.

Aqui se muestran dos formas como se publican estas tasas cada semana en medios diferentes,
donde se puede observar la equivalencia entre los términos utilizados para expresar o denotar las
tasas nominales.

Tasa de interés semanal

Junio 19 Junio 12

Junio 25 Junio 18
DTF EA 6,13 6,01
DTF TA 5,91 5,79
DTF TV 5,99 5,88
DTF SA 5,86 5,75
DTF SV 6,04 5,92
TCC EA 6,51 6,79
TCC TA 6,26 6,52
TCC TV 6,36 6,62
TCC SA 6.21 6,46
TCC SV 6,41 6,68
CDT 180 6,60 6,72
CDT 360 5,66 6,15

Fuente: Banco de la Republica.
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Tasa de interés (%)

DTF EFECTIVO ANUAL 6,13 6,01 TCC EFECTIVO ANUAL 6,51 6,79
DTF TRIMESTRE ANTIC. 5,91 5,79 TCCTARIMESTRE ANTIC. 6,26 6,52
DTF TRIMESTRE VENC. 5,99 588 TCCTRIMESTRE VENC. 6,36 6,62
DTF SEMESTRE ANTIC. 5,86 575 TCC SEMETRE ANTIC. 6,21 6,46
DTF SEMESTRE VENC. 6,04 592 TCC SEMESTRE VENC. 6,41 6,68
INTERBANCARIA (EA) 6,30 6,25 INTERBANCARIA (nominal) 6,11 6,06

El lector debe comprobar la equivalencia entre laTEA y las nominales que aparecen en la tabla,
tanto para el DTF como para laTCC, al mismo tiempo que complementar la tabla con las tasas nomi-
nales en otros periodos, es decir, calcular las tasas BV (bimestre vencido), BA (bimestre anticipado),
MV (mes vencido) y MA (mes anticipado).

iv) TCC

LaTCC es la tasa de captacion de las corporaciones financieras y corresponde a la tasa que reconocen
estas instituciones a los depositantes por los recursos captados. A esta tasa se le conoce también
con el nombre de tasa pasiva, para indicar que los depdsitos constituyen una deuda de la entidad con
terceros que son los depositantes.

La TCC es una tasa promedio de captacion por recursos obtenidos por las corporaciones finan-
cieras privadas por medio de CDT, por lo general a noventa dias y expresada en diferentes modalida-
des, ya sea nominal o efectiva y anticipada o vencida.

En la tabla anterior se puede ver esta tasa en forma efectiva anual y algunas de sus equivalencias
en tasas nominales.

La tasa interbancaria se conoce con la siglaTIB y consiste en la tasa con la cual un banco realiza transac-
ciones con otro. Esta tasa esta estrechamente relacionada con la diferencia entre la tasa de colocacion y la
tasa de captacion, y de alguna manera es un indicador de la liquidez inmediata del sistema financiero.

Esta tasa aparece diariamente publicada en los periddicos con la informacién dada por la Super-
valores en puntos porcentuales efectivos anuales.

Para operaciones de endeudamiento externo se manejan algunas tasas especiales, como las
siguientes:

a) Prime Rate (o tasa preferencial)

Hoy en dia la mayoria de paises operan bajo economias abiertas y, por lo tanto, es frecuente el endeu-
damiento en monedas extranjeras. La Prime Rate o tasa preferencial es la tasa que los bancos estado-
unidenses cobran sobre el préstamo a corto plazo que otorgan a corporaciones grandes con informes
financieros de alta confiabilidad.

Es usual pactar algunos puntos por encima de esta tasa con el fin de cubrir riesgos dependiendo
del pais de origen del deudor.

b) Tasa de interés LIBOR

La tasa LIBOR (London Interbank Offered Rate) es la tasa en la cual se negocian los euroddélares y, mas
concretamente, es el promedio de la tasa para las 12 del mediodia de un dia dado de cuatro o cinco
bancos que se fijan como referencia.
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Es el tipo de interés ofrecido sobre los depdsitos en los bancos comerciales que operan en el
mercado de eurodivisas en Londres, y que generalmente se encuentra medio punto por debajo de
la Prime Rate. Esta tasa mundial varia constantemente en funcion de la demanda del crédito y de la
oferta monetaria, y se utiliza como parametro de las demas tasas mundiales.

3.8.10 TASAS COMPUESTAS

Una tasa se llama compuesta cuando es el resultado de la aplicacién simultanea de dos tasas asi
estas operen en condiciones diferentes. Tales son los casos de las operaciones financieras en el sis-
tema UPAC, donde operan simultaneamente la tasa de interés y la tasa de correccion monetaria;
de las operaciones con monedas extranjeras, donde intervienen tanto la tasa de interés como la tasa de
devaluacion o los préstamos con comisiones, entre otros.

En cualquiera de los casos se trata de determinar una tasa equivalente a las dos que se aplican en
la operacion. Esta tasa asi hallada es la que comunmente recibe el nombre de tasa real (i ).

Consideremos en primer lugar el caso de un préstamo en moneda extranjera (por ejemplo, en
dolares) en el que, ademas de pagar una tasa de interés i, en esa moneda, nuestro peso esta perdien-
do valor frente a esa moneda en un porcentaje del i,% por periodo, lo que se conoce como devalua-
cion. Se trata de estimar el costo real de ese préstamo.

Supongamos que esas tasas son anuales y tomemos un tiempo de un ano para establecer la
relacion deseada.

Por una unidad monetaria extranjera U que nos presten hoy (cuyo cambio en pesos sea de $ X
hoy), debemos pagar dentro de un afno una unidad extranjera U mas los intereses que son i,U, es de-
cir, en total pagaremos U(1 + i,) unidades monetarias extranjeras. Pero si nuestro peso pierde poder
frente a esa moneda extranjera a una tasa del i,% por afno, entonces al cabo del ano por una unidad de
esa moneda tendremos que pagar $ X (1 +i,); asi que por las U(1 + i,) unidades pagaremos
$X(1+ i,) (1+1i); en conclusion, por haber recibido al principio del ano $ X, tendremos que
pagar al final $ X (1 +1i,) (1 +1i,). La pregunta es: ;cual fue el costo real de ese préstamo?

Si denotamos por i _la tasa real del préstamo, tendremos:

X(T+i) (1T+i)=X(1+1i)

de donde:

i=(1T+i)(1+i)-1 (3-12)
Esta tasa i se llama tasa compuesta y también puede expresarse como:

=i i+ xi, (3-13)

Por ejemplo, si adquirimos un préstamo en ddlares a un interés del 15% anual (el cambio hoy es
de $ 1.044,54 por délar), se estima que el cambio dentro de un afo sea de $ 1.159,44 por délar. ;Cual
es el costo en pesos del préstamo?

En este caso, i, = 15% anual, i, = 11% anual, de tal manera que aplicando la relacion (3-12) tene-
mos:

i =(1,15) (1,11) - 1 =0,2765 = 27,65% anual

y no, como equivocadamente puede pensarse, que el costo del préstamo haya sido de 15% + 11% =
26% anual.

Otro caso de tasa compuesta es el que se encuentra en el sistema UPAC, en el que por un prés-
tamo se cobra una tasa de interés i, y una tasa de correccion monetaria i, de tal manera que la tasa
que realmente mide el costo del dinero estara dada por una expresion similar a la (3-12) o a la (3-13);
es decir:

=L+, +LX 1y

Esta tasay su aplicacidon se estudiaran con mayor detalle posteriormente, cuando se trate el tema
del sistema UPAC.
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3.8.11 TASA DE INFLACION

La tasa de inflacién se define como la medida del incremento continuo en los precios de los bienes y
servicios a lo largo del tiempo.

La tasa de inflacién se calcula sobre el precio inmediatamente anterior, y por esta razén opera
como una tasa de interés compuesto. Asi, por ejemplo, si decimos que la inflacion promedio mensual
durante los cinco primeros meses de cierto ano fue del 2,5% mensual, entonces un articulo que al
principio del primer mes valia $ 100 tendra un valor al final de cada uno de los cinco meses siguientes
de $ 102,5, $ 105,06, $ 107,69, $ 110,38 y $ 113,14 respectivamente.

Como puede verse, la tasa del 2,5% se aplica a partir del primer valor del articulo sobre el valor
inmediatamente anterior, de tal manera que si queremos calcular el valor al final del quinto mes sin
pasar por los anteriores, simplemente hacemos el siguiente calculo: valor al final del quinto mes =
100(1,025)° = $ 113,14, igual al resultado anterior, pero aqui aplicando una expresion similar a la utiliza-
da por el interés compuesto. De la misma manera, si el costo de la canasta familiar el 31 de diciembre
de 1987 fue de $ 36.500, el 31 de diciembre de 1988 fue de $ 46.172,5 y un ano mas tarde de $ 59.100,8;
decimos que la inflacién en 1988 fue del 26,5% anual y en 1989 fue del 28% anual.

A partir de este concepto podemos estimar el costo de un articulo hacia el futuro, suponiendo que
el unico factor que incide en su aumento sera el de la inflacién. Por ejemplo, con la hipdtesis de
que la inflacion promedio anual sea del 27% para los dos afnos siguientes, un articulo que hoy tiene un
costo de $ 100 dentro de dos anos costara 100(1,27)>=$ 161,29. A este ultimo valor se le conoce como el
valor del articulo en pesos corrientes o inflados; pero también existe la operacion inversa: calcular el valor
del articulo al cabo de dos anos pero medido en pesos de hoy. Esta operacién consiste en quitarle la
inflacion durante los dos anos, es decir, tendremos 161,29/(1,27)2= $ 100. A este valor se le conoce
como el valor del articulo dentro de dos anos medido en pesos constantes o en pesos de hoy. A esta
operacion se le conoce con el nombre de deflactacion.

Cuando el flujo de caja de una inversion esta dado en pesos corrientes, su analisis de evaluacion
debe hacerse con una tasa de descuento que contenga la inflacion, y esta se conoce con el nombre
de tasa inflada; pero cuando el flujo de caja esta dado en pesos constantes, su analisis de evaluacion
se debe hacer con una tasa que no contenga la inflacion, y esta se conoce con el nombre de tasa de-
flactada.

Podemos establecer una relacién entre tasa inflada, tasa deflactada y tasa de inflacion. Denote-
mos con i, la tasa con inflacién, con i la tasa sin inflacion o tasa deflactada y con i, la tasa de inflacion.
Si hoy invertimos $ 1 con una tasa comercial o inflada del i,anual, al cabo de un afio tendremos $ (1 + i),
pero si el dinero durante ese ano perdi6 poder adquisitivo a una tasa del i, entonces los $ (1 +i) que tendre-
mos al final de ano compraran lo mismo que $ (1+ i)/(1+i) de hoy, es decir, que $ 1 de hoy con una tasa sin
inflacion o deflactada del i, anual tendra dentro de un ano un poder de compra equivalente a (1 +i,) pesos
de hoy; asi que tenemos:

.o T+

T+i,= -
1+ 1,

o sea:
) e + 1, (3-14)
i, = -
1+
O, lo que es lo mismo:
Pp =0 +iy,+1i xi, (3-15)

La interpretacion de estas tasas es la siguiente: el i.% representa la pérdida porcentual anual de
poder adquisitivo del dinero; el i,% representa la tasa comercial que encontramos en el mercado y que
contiene la inflacion; finalmente, el i,% representa la tasa de rendimiento real, libre de inflacion, de
nuestra inversion.

Asi, por ejemplo, si invertimos una suma de dinero cualquiera que aumente durante un ano a
una tasa de interés del 38% anual, y durante ese ano la inflacion fue del 30%, se pide determinar la
rentabilidad real o libre de inflacion de nuestra inversion.
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Tenemos que la tasa real o sin inflacidon para nuestro caso estara dada por:

0,38 -0,3

iyj=—————=0,0615 = 6,15% anual
1+0,3

y no del 8%, como equivocadamente puede pensarse.

Se dice que un valor esta representado en pesos corrientes o simplemente que es un valor corriente si
contiene la inflacion. En caso contrario, se dice que es un valor en pesos constantes o un valor cons-
tante. Asi, por ejemplo, un articulo el 1 de enero de 1990 tenia un costo de $ 4.700 y durante ese ano
el costo se incrementod solamente por la inflacion, que fue del 32,3% anual, de tal manera que el 31 de
diciembre del mismo ano el articulo tenia un costo de $ 4.700(1,323) = $ 6.218,1. Esta ultima cantidad
representa el valor del articulo medido en pesos corrientes; si deseamos representar el valor del articulo
el 31 de diciembre pero medido en pesos constantes, simplemente tomamos su valor corriente y le
quitamos o descontamos la inflacion.

Y asi tenemos:

6218 1

1,323
que representa el valor del articulo el 31 de diciembre medido en pesos constantes. Esta operacion es
la que se conoce en finanzas con el nombre de deflactacion. De aqui que una serie de valores pueden
estar dados en pesos corrientes o en pesos constantes. Por tanto, el flujo de caja de una actividad
financiera puede presentarse para su evaluacidon en valores o pesos corrientes o en constantes.

= $4.700

Supongamos, por ejemplo, que el costo de mantenimiento de un activo durante los proximos
cinco anos consiste en egresos por ano anticipado, que aumentaran cada ano solo en la inflacién,
que se considerara en un valor del 25% promedio anual. Estimemos que el primer costo asciende a $
800.000 y que la tasa de descuento o de oportunidad de quien realiza los gastos es del 35% anual. Se
pide registrar el flujo de caja tanto en valores corrientes como en constantes y calcular los respectivos
valores presentes de cada flujo de caja.

En la tabla 3.2 registramos el ano y el costo de mantenimiento para ese ano en pesos corrientes
y en pesos constantes, por anticipado.

0 800.000 800.000 800.000 800.000

1 1.000.000 800.000 740.470,74 740.740,74
2 1.250.000 800.000 685.871,06 685.871,06
3 1.562.500 800.000 635.065,79 635.065,79
4 1.953.125 800.000 588.023,88 588.023,88

Para calcular el valor presente del flujo en pesos corrientes debe utilizarse la tasa con inflacion,
esto es, la tasa del 35% anual. Para calcular el valor presente del flujo de caja en pesos constantes
debe usarse la tasa deflactada, es decir, la tasa que no contiene inflacion, que en nuestro caso es:

 0,35-0,25

— — o,
la="77025 - 0,08 = 8% anual

Cuando se trate de proyectar un valor en pesos corrientes por mas de un periodo o de deflactar
una cantidad también por méas de un periodo, simplemente se utilizaran las expresiones similares a



Capitulo 3: Interés y valores presente y futuro

las de interés compuesto para calcular valor futuro y presente respectivamente. Asi, si denotamos con
C la cantidad base y queremos proyectar n periodos en pesos corrientes con una tasa de inflacion por
periodo del i.%, este valor estara dado por:

F=CQO+iy

y viceversa: si tenemos un valor F al cabo de n periodos y queremos deflactarlos con una tasa de in-
flacion promedio por periodos del i,%, este valor estara dado por:

S (+i)"

con la diferencia de que esta cantidad estara ubicada en el periodo n pero medida en pesos constan-
tes, o, como también se le llama, en pesos de hoy. Si |la tasa de inflacién no es la misma para todos
los periodos, simplemente se va cargando o “inflando” la cantidad cada periodo con la tasa corres-
pondiente, y lo mismo se hace si la operacion es deflactacion.

La tabla 3.3 fue suministrada por el Banco de la Republica y el DANE, y muestra la inflaciéon o
indice nacional de precios al consumidor en las diferentes formas en que suele encontrarse y aplicarse
este indice (mensual).

Utilizando la tabla 3.3 podemos resolver los ejemplos siguientes:

| EJEMPLO 3.21 |

Dado el siguiente flujo de caja en pe-

sos corrientes o pesos de cada ano, 0 1991 1 1992 2 1993 3 1994 4
escribirlo:
a) En pesos de hoy (31-12-90) 500

1.000 2.000
b) En pesos de 1992 (31-12-92) 2.500 3.000

Para hallar el flujo caja en pesos de
hoy, punto 0 (31-12-90), debemos deflactar cada uno de los valores futuros asi:

$ 1.000 de hoy equivalen a $ 1.000 de hoy
$ 2.500 del ano uno (1991) equivalen a:

2.500
1+ 0,2682
de hoy, porque la inflacion del ano 1991 fue del 26,82%, segun la tabla 3.3.
$ 500 del ano dos (1992) equivalen a:

500
(1,2513 )(1,2682 )

=$1971,3

=$3151

porque los $ 500 se deben deflactar o descontar de la inflacion de 1992 y de la de 1991.
$ 3.000 del ano tres (1993) equivalen a:

3.000
(1,2260)(1,2513)(1,2682)

= $1.542 de hoy

$ 2.000 del ano cuatro (1994) equivalen a:

2.000
(1,2259)(1,2260)(1,2513 )(1,2682)

= $ 838,6 de hoy

Asi que el flujo de caja anterior, medido en pesos de hoy, es el siguiente:
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315,10
1.000 838,6
1.971,3 1.542

Indice nacional de precios al consumidor. Total ponderado

Enero 3,30 3,00 2,80 3,30 3,00 3,49 3,24 3,15 1,84 2,51
Febrero 2,00 4,00 3,30 3,66 3,41 3,34 3,25 3,68 3,52 4,01
Marzo 2,70 2,90 2,50 2,89 2,52 2,31 1,87 2,21 2,61 2,10
Abril 2,30 3,90 2,50 2,81 2,80 2,85 1,94 2,37 2,23 1,97
Mayo 1,70 1,70 1,80 1,95 2,20 2,32 1,60 1,54 1,66 1,55
Junio 1,00 2,40. 1,40 1,95 1,58 2,24 1,54 0,87 1,20 1,14
Julio 1,50 1,40 1,50 [FSS 1,82 1,99 1,23 0,91 0,77 1,51
Agosto 0,30 0,20 1,40 1,58 1,27 0,75 1,25 0,97 0,63 1,10
Setiembre 1,20 1,70 1,40 2,37 1,45 0,83 1,12 1,09 0,84 1,19
Octubre 1,90 1,60 1,60 1,92 1,32 0,85 1,06 1,1 0,88 1,15
Noviembre 2,10 1,40 1,80 2,03 1,22 0,72 1,29 1,1 0,79 0,80
Diciembre 1,90 2,20 1,44 2,52 1,40 0,94 1,13 1,49 0,92 0,72

En ano corrido 24,00 28,10 26,12 32,66 26,82 25,13 22,60 22,59 19,46 21,63
Fuente: DANE.

indice nacional de precios al consumidor. Total ponderado

Enero 1,65 1,79 2,21 1,29 1,05 0,80 1,17 0,89 0,82 0,54
Febrero 3.1 3,28 1,70 2,30 1,89 1,26 1,1 1,20 1,02 0,66
Marzo 1,55 2,60 0,94 1,71 1,48 0,71 1,05 0,98 0,77 0,70
Abril 1,62 2,90 0,78 1,00 1,15 0,92 1,15 0,46 0,44 0,45
Mayo 1,62 1,56 0,48 0,562 0,42 0,60 0,49 0,38 0,41 0,33
Junio 1,20 1,22 0,28 0,02 0,04 0,43 -0,05 0,60 0,40 0,30
Julio 0,83 0,47 0,31 -0,04 0,1 0,02 -0,14 -0,03 0,05 0,41
Agosto 1,14 0,03 0,50 0,32 0,26 0,09 0,31 0,03 0,00 0,39
Setiembre 1,26 0,29 0,33 0,43 0,37 0,36 0,22 0,30 0,43 0,29
Octubre 0,96 0,35 0,35 0,15 0,19 0,56 0,06 -0,01 0,23 -0,14
Noviembre 0,81 0,17 0,48 0,33 0,12 0,78 0,35 0,28 0,11 0,24
Diciembre 0,61 0,91 0,53 0,46 0,34 0,27 0,61 0,30 0,07 0,23

En ano corrido 1768 16,70 9,23 8,75 7,65 6,99 6,49 5,50 485 4,49
Fuente: DANE.
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| EJEMPLO 3.22 |

Tomando como referencia la inflacion de 1988 hasta 1995 incluso, hallar la inflacion promedio de esos
ocho anos.

Como se anoto, la inflacion es un indice que opera sobre el valor inmediatamente anterior; por tanto,
es una tasa que funciona de manera parecida al interés compuesto (sin ser un interés compuesto), y
el promedio no es aritmético sino geométrico. Para nuestro ejemplo, supongamos que el 1-1-88 un
articulo costaba $ 100; entonces su valor al 31-12-95 estara dado por:

100(1,2810)(1,2612)(1,3236)(1,2682)(1,2513)(1,2260)(1,2259)(1,1942) = 609,06

Se trata de hallar la tasa anual que convirtié a $ 100 en $ 609,06 al cabo de ocho afnos. Entonces
tenemos:

609,06 = 100(1 + i)®
Luego: i = 25,34% anual.

Quiere decir que la inflacion promedio para los ocho anos considerados fue del 25,34% anual. Este
valor es el que se utiliza para hacer proyecciones para los anos siguientes. Asi, por ejemplo, si queremos es-
timar cuanto costara el mismo articulo del ejemplo el 31 de diciembre del ano 2000, lo que hacemos es ajus-
tar su valor original de $ 100 el 1-1-88 en el 25,34% anual de inflacion hasta el afno 2000 y obtendremos:

$100(1,2534)" = $ 1.884,36
Este sera el valor de ese articulo el 31 de diciembre del ano 2000.

Otro ejercicio que el estudiante debe desarrollar en este momento es la interpretacion y la cons-
truccién de las tablas de inflacion de ano corrido e inflacion de ano completo, a partir de la primera
tabla de inflacion mensual.

3.8.12 TASA DE DEVALUACION

Es la medida de la pérdida de valor de la unidad monetaria nacional frente a otra moneda extranjera.

En nuestro caso, la moneda extranjera frente a la cual tiene mayor aplicacion este concepto es el
dolar de los Estados Unidos. Esta tasa se determina tomando los cambios de dolares por pesos colom-
bianos en dos fechas diferentes. Si el 1 de enero de un ano un dolar valia $ 479 y el 31 de diciembre del
mismo ano el cambio estaba a $ 637,07, quiere decir que la devaluacion de ese afno fue del 33% anual.

Cuando estudiamos las tasas compuestas se tratd el caso de la relacion entre la tasa de interés
del ii% de un préstamo en moneda extranjera, la tasa de pérdida de valor de nuestra moneda frente a
aquella, o sea la devaluacion del i,%, y la tasa real del crédito, y llegamos a la expresién (3-13), de tal
manera que si denotamos por:

i.: la tasa comercial del crédito en délares

i, la tasa de devaluacion

y por

i : la tasa real del crédito

obtenemos la expresion siguiente:

=i+ +ig Xi,

Hoy obtenemos un crédito por valor de $ 5.000 a un ano. El cambio hoy es de $ 590, y se prevé

que dentro de un ano el cambio sera de 772,9. Si la tasa de interés en ddlares es del 12% anual, deter-
minar el verdadero costo del crédito.

Tenemos que la tasa comercial o acordada del crédito es i_= 12% anual y la tasa de devaluacion
es 772,9/590 — 1 = 31% anual, de tal manera que el costo del crédito, o tasa real que se paga, es:

i =031+0,12+0,31x0,12=0,4672 = 46,72% anual
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También se presenta el caso de calcular la rentabilidad de una inversion en dolares que se haga
en Colombia. El analisis es similar al que se hizo con la tasa de inflacion, y aqui simplemente se trata
de cambiar el término de inflacion por el de devaluacién y obtenemos:

e la
1+,

r

donde i_es la tasa de interés comercial acordada en pesos colombianos, i, la tasa de devaluacion e i
la tasa en dolares sin devaluacion.

Por ejemplo, si disponemos de algunos dolares y los invertimos en Colombia sabiendo que el d6-
lar aumenta su valor respecto del peso colombiano en el 27% anual y nuestra inversion en Colombia
rinde el 34% anual, entonces el rendimiento en délares sera de:

P - 0,34 - 0,27

r 1+ 0,27

De manera similar, se maneja esta tasa cuando se trata de cualquier otra moneda extranjera.

= 0,0551 = 5,5% anual

En este momento el estudiante debe hallar la informacién de la devaluacion del peso colombiano
(o del de otra moneda) frente al délar de los Estados Unidos en los cinco anos anteriores y hacer una
estimacion promedio de la devaluacion en esos anos.

3.8.13 TASA DE OPORTUNIDAD

Por lo general, no todas las personas tienen las mismas oportunidades en la vida; un caso especifico
es el que hace referencia a las inversiones que pueden hacer ellas o las entidades. En este sentido,
cada persona puede tener diferentes oportunidades de realizar sus inversiones. Por ejemplo, una
determinada persona puede tener acceso a las siguientes tasas en el mercado: el 25% anual, el 28%
anual, el 33% anual y hasta el 35% anual, sin incurrir en mayores riesgos o gastos adicionales. Dentro
de esta gama de oportunidades que tiene la persona, a la mayor se la conoce generalmente como la
tasa de oportunidad (TO) de esta persona y que en nuestro caso es la tasa del 35% anual.

A la menor, en este caso el 25% anual, se la conoce con el nombre de tasa minima atractiva de
rentabilidad (TMAR).

Como puede deducirse, la tasa de oportunidad es una tasa netamente personal o individual:
depende exclusivamente de la persona o entidad inversionista y no del flujo de caja de la inversién,
como si sucede con la llamada tasa interna de retorno, que se estudiara mas adelante.

Cuando se van a evaluar alternativas de inversion, la tasa de descuento que se utiliza es precisamente
la tasa de oportunidad del inversionista, porque esto quiere decir que es la tasa de interés que deja de
recibir por hacer la inversion en estudio.

En el caso que hemos puesto como ejemplo, es posible que la persona tome como su tasa de
oportunidad no la del 35% anual sino, por ejemplo, la del 28% anual. Quiere decir esto que la eleccion
de la tasa de oportunidad por un inversionista no es absoluta sino relativa, y depende de otros facto-
res tales como seguridad o minimo riesgo u otros beneficios no financieros en la inversion.

El sentido financiero de descontar el flujo de caja de un proyecto con la tasa de oportunidad es el
de cobrarle al proyecto o inversion la tasa que el inversionista se priva de devengar en otras activida-
des por hacer la inversién en el proyecto que esta evaluando.

Las instituciones financieras han definido un ano llamado aio financiero de 360 dias con el fin de disponer
de un mayor numero de periodos de capitalizacion y asi poder tener una mayor gama de tasas para
la captacion de dinero.

La razon principal de la definicion de este ano obedece al nimero de submultiplos que tiene
(veinticinco en total), muchos de los cuales no son submultiplos del ano calendario o de 365 dias.

El estudiante debe hacer el ejercicio, en este momento, de escribir todos los submultiplos de 360.
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Sea, por ejemplo, el caso en que la entidad estatal correspondiente autorice a las instituciones
financieras captadoras de dinero que para tal fin pueden utilizar una tasa del 18,32% EA o sus equiva-
lentes en cualquier otro periodo de tiempo.

Si una de estas instituciones desea captar dinero y ofrecer una tasa con capitalizacion:
a) Cada 24 dias
b) Cada 72 dias

La pregunta aqui es: jqué tasa nominal capitalizable, a) cada 24 dias, b) cada 72 dias, debe ofrecer
de tal manera que sean equivalentes a la autorizada por el Gobierno?

Lo primero es pasar la tasa del 18,32% EA (ano de 365 dias) a su equivalente anual en el ano de 360
dias, y esto se logra a partir de la siguiente expresion, donde i* es la tasa efectiva en el ano de 360 dias:

T+ i%* =(1,1832)300/365
de donde i* = 18,0476% es la tasa efectiva anual en el ano de 360 dias.

A partir de esta tasa del 18,0476% efectiva se halla la tasa nominal capitalizable cada 24 dias, es
decir, una tasa que capitalice 15 al ano (360/24). Este resultado se puede hallar directamente con la
calculadora financiera o a partir de la expresion:

j 15
1+ 0,180476 = (1 + Ej

donde j es la tasa nominal capitalizable cada 24 dias, y que en este caso es igual a j = 16,6838% nomi-
nal liquidable cada 24 dias y corresponde a la tasa que la institucién financiera debe ofrecer para el
caso a).

De forma similar se obtiene la tasa nominal liquidable cada 72 dias, es decir, la tasa que capitalice
cinco veces al ano (360/72), o sea, a partir de la expresion:

j 5
1,180476 = (’I + Ej

donde j es la tasa nominal capitalizable cada 72 dias y equivalente al 18,0476% efectiva en el ano de
360 dias. De esta expresion se obtiene que j = 16,87% es la tasa nominal liquidable cada 72 dias.

El estudiante debe, en este momento, hacer como ejercicio el calculo de tasas nominales en otros
periodos submultiplos de 360.

Ahora bien: suponga que una persona invierte en esta institucion financiera la suma de $
10.000.000 a 24 dias; entonces se debe determinar el monto de los intereses que esa persona recibira
al cabo de ese tiempo. Como la tasa de 16,6838 es nominal liquidable cada 24 dias, entonces la tasa
efectiva en ese periodo estara dada por:

i 16,6838 %

15
por lo tanto, el monto de los intereses al final de ese periodo sera de:

10.000.000(0,01122) = $ 111.220

=1,1122 % efectiva cada 24 dias

1. Una persona necesita cancelar la suma de $ 8.500.000 dentro de veinte meses. Para tal fin abre
hoy tres cuentas de ahorros, A, B y C, con igual cantidad de dinero cada una. En la cuenta A, el
dinero rinde el 21% capitalizable continuamente; en la B, el 22%TV; y en la C, el 25,82% MV. Ha-
llar la cantidad de dinero con que debe abrir cada cuenta para que al cabo de los veinte meses,
reuniendo los tres saldos, tenga la suma necesaria.
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Sea X la cantidad de dinero con que abre cada cuenta.

. Cuenta A:
\ i = 29% capitalizable continuamente
0 1 2. . ...
""" Entonces:
20 meses (%)20
F,=xe = x(1,62147)
X
F Cuenta B:
B
i =22% TV <=> 5,6% trimestral <=>
C oceea 1,8% mensual
20 meses Entonces:
F, = X(1,018)% = X(1,42874)
X
F Cuenta C:
C
0 i =25,8% MV <=> 2,15% mensual
1 2. ...
""" Entonces:
20 meses Fc = X(1,0215)% = X(1,53027)
X

Reuniendo los tres saldos, se debe obtener la suma necesaria de $ 8.500.000, o sea que:
F,+F,+F.=$8.500.000

Es decir:

X(1,62147) + X(1,42874) + X(1,53027) = $ 8.500.000

Despejando la variable X, se obtiene que:

X =$1.855.700

Quiere decir esto que debe abrir cada una de las cuentas de ahorros con $ 1.855.700, y asi obten-
dra la suma de $ 8.500.000 al cabo de veinte meses.

2. Determinar qué tasa nominal trimestre anticipada equivale a las tasas siguientes:

a) La tasa que equilibra la siguiente operacion: invertir $ 2.000.000 hoy, retirar $ 1.700.000
dentro de un ano y obtener un saldo a favor del inversionista de $ 850.000 dentro de dos
anos.

b) Latasa nominal semestral que transformara $ 1.800.000 de hace ocho meses en $2.750.000
dentro de seis meses.



a)

2.000.000

b)

1.800.000

Capitulo 3: Interés y valores presente y futuro

El diagrama de flujo de caja de la operacion financiera es:

1.700.000
850.000

1 2

Equilibrando el diagrama en el punto 0 y tomando el i% como la tasa efectiva anual, se tiene que:
1.700.000(1 + i)' + 850.000(1 + i) = 2.000.000

o sea:

170(1 +i)" +85(1 +i)2-200=0

Tomando X =1 + iy simplificando en la ecuacion se llega a:
34 17

e 40 =0
o sea:
40X?-34X-17=0

Cuyas raices son X, = 1,20322 y X, = -0,35322

De X, =1.20322 = 1 + i se concluye que i = 0,20322, o sea, el 20,322% efectivo anual equiva-
lente al 1,20322"* — 1 = 4,733% trimestral.

0,04733

1+ 0,04733
nal trimestre anticipado.

Equivalente al: = 4,52% trimestral anticipado, o sea, el 4,52 x 4 = 18,8% nomi-

Lo que significa que la tasa nominal trimestre anticipada equivalente a la tasa que equilibra
la operacion dada es la tasa del 18,08 TA.

El diagrama del flujo de caja de la operacién financiera correspondiente es:

2.750.000

Sea el i% la tasa mensual que equilibra la operacién, asi que en el punto -8 se cumple:
1.800.000 = 2.750.000(1 + i)™
o sea i = 3,07% mensual equivalente a: (1,0307)¢ - 1 = 19,89% semestral

o también, 19,89% x 2 = 39,78% nominal semestral es la tasa que equilibra la operacion dada.
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Ahora, del 19,89% semestral se obtiene:
(1,1989)"2 — 1 = 9,494% trimestral
y esta equivale a:

0,09494

—————=28,67% tri L
1+ 0,09494 o trimestral anticipada

y esta equivale a:
8,67% x 4 = 34,68% trimestre anticipada

Esto significa que la tasa nominal trimestre anticipada equivalente a la tasa nominal semes-
tral (el 39,8% SV) que equilibra la operacion dada es del 34,68TA.

3. (Al cabo de cuantos meses se tendra en una cuenta de ahorros un saldo de $ 1.810.000, sabiendo
qgue hoy se hace un depésito de $ 3.653.000 y luego retiros asi: $ 830.000 dentro de cinco meses
y $ 2.263.000 dentro de once meses, si la cuenta de ahorros paga un interés del 2% mensual?

El diagrama del flujo de la operacién es el siguiente:
2.263.000
1.810.000

830.000

n meses

3.653.000

Equilibrando el diagrama en el punto 0, se tiene:

3.653.000 = 830.000(1,02)° + 2.263.000(1,02)" + 1.810.000 (1,02)™"
De lo anterior se obtiene que:

(1,02)™ = 0,59734595

Despejando n se llega a:

n = 26 meses

Lo que significa que, bajo las condiciones del problema, dentro de 26 meses se tendra en la cuen-
ta de ahorros un saldo de $ 1.810.000.

4. Sustituir una obligacion de dos pagarés asi: uno de $ 450.000 en tres meses y otro de $ 300.000
en ocho meses y con una tasa de interés del 2,5% mensual, por su equivalente en tres pagos a
dos, seis y diez meses, tales que cada uno sea la quinta parte del anterior, si para este caso la tasa
de interés sera del 28% nominal mensual.

Los diagramas de flujo de caja de las dos operaciones son los siguientes:
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8 meses
o ... 5 ..
300.000
450.000
i=25%
i=2,5% mensual
10 meses
6

0 2  cosss . cocce

1/25 X
1/5 X
X

i =28% MV < 2,33% mensual

Capitulo 3: Interés y valores presente y futuro

donde X es el valor del primer pago de la segunda operacién. Equilibrando los dos diagramas en el

punto 0 e igualando los resultados, se tiene:

x(1,0233) 2 + 1§x(1,0233)_6 + 21—5x(1,0233)_10 — $450.000 (1,025) >+ 300.000 (1,025)

Lo anterior es una ecuacién con una incognita, de manera que despejando su valor se llega a que:

X =$572.033

que corresponde al primer pago, o sea, el que se debe hacer dentro de dos meses. El segundo

pago sera de:%X = $ 114 .406 , vy el tercero de: 21—5X = $22.881.

5. ;Cuéndo se debid depositar la suma de $ 1.952.454 para poder retirar $ 100.000 hoy, $ 2.000.000
dentro de doce meses, y que aun se tenga un saldo a favor del inversionista de $ 1.500.000 dentro

de quince meses, si el dinero gana el 3,5% mensual?

El diagrama de flujo de caja es el siguiente:
2.000.000

1.500.000

100.000

15 meses

1.952.454
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Equilibrando el flujo de caja en el punto 0 (hoy), se tiene que:
1.952.454(1,035)" = 100.000 + 2.000.000(1,035)'2 + 1.500.000(1,035) "
De aqui se llega a:

(1,035)"=1,187686

Luego:

n=>5

Lo que significa que el deposito de $ 1.952.454 ha debido realizarse hace cinco meses para que
se cumplan las condiciones del problema.

6. Una obligacion consta de tres pagarés; asi: $ 100.000 en cuatro meses, $ 250.000 en ocho meses
y $600.000 en diez meses. Usted la debe sustituir por dos pagos iguales de a seis y doce meses.
Si la tasa de interés es del 29,5% EA, hallar el valor de estos pagos iguales.

El diagrama del flujo de caja de la operacidn financiera donde X representa el valor de cada uno de los
dos pagos iguales es el siguiente:

12 meses
100.000 250.000

600.000

Equilibrando el diagrama en el punto 0, se tiene que:

X(1,0218)-%+ X(1,0218)'2= $ 100.000(1,0218)*+ $ 250.000(1,0218)%+ $ 600.000(1,0218) "
Despejando el valor de X se obtiene:

X =$476.020

Lo que significa que la obligacién original se puede sustituir por dos pagos iguales de $ 476.020
cada uno, para las fechas dadas en el problema.

7. Cuando usted adquirio un articulo a crédito, convino el siguiente plan: una cuota inicial de
$ 125.000 y tres pagos de $ 320.000, $ 480.000 y $ 260.000 a tres, seis y diez meses respec-
tivamente, y un interés del 28,5% MV. Transcurridos cinco meses usted cancela la mitad del
saldo en ese momento y el resto cuatro meses mas tarde. Determinar el valor de cada uno
de estos dos pagos.

Denotando con 5 el saldo a los cinco meses y con X el valor cancelado a los nueve meses, el diagrama
del flujo de caja es:
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1/2S X
0 3 4 5 6 9 10 meses
125.000
260.000
320.000
480.000

La tasa de interés del 28,5% MV < 2,375% mensual. El saldo al cabo de cinco meses se puede
calcular de varias formas, pero una de ellas es hallando el valor presente de los pagos que aun no se
han cancelado, es decir:

S =$480.000(1,02375)" + $ 260.000(1,02375)° = $ 700.072

De manera que el primer pago (mitad del saldo) es de $ 350.036. El saldo restante ($ 350.036) jun-
to con sus intereses se cancelara cuatro meses mas tarde, y el valor de este pago estara dado por:

$ 350.036(1,02375)* = $ 384.493
Lo que significa que el valor de los dos pagos que se pide en el problema es:
Primer pago (a los cinco meses): $ 350.036

Segundo pago (cuatro meses después del anterior): 384.493

8. Usted invierte hoy la suma de $ 3.200.000 en una instituciéon que paga un interés del 34,5% no-
minal mensual. Cada mes le hacen una retencién del 0,85% sobre los intereses devengados en
ese mes. Se pregunta: a) jCuanto tendra acumulado al cabo de dos anos? b) ;En qué momento
tendra un total de $ 10.300.0007?

Como la retencion se hace mensual, entonces se debe manejar por meses.
Tasa de interés: 34,5% MV < 2,875% mensual.

Como la pregunta de la parte a) es el saldo o acumulado en un determinado momento, se deno-
tara con:

S : El saldo al final del mes t después de la retencion

S. . El saldo al final del t + 1 después de la retencion

t+ 1

Y el flujo de caja tendra la forma:

St

+1

t+1

3.200.000 Rt,,
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Donde R, y R, , representan las retenciones en los meses t y t + 1 respectivamente. Se plantea
entonces la ecuacion siguiente:

S,.,=5,+0,028755 - R,

o sea:

S,,=S5,+0,02875S,- 0,0085(0,02875S )

Equivalente a:

S,,=1,028505625S, con S = $ 3.200.000

y corresponde a una ecuacion de diferencia finita de primer orden cuya solucién es:
S,=(1,028505625)'(3.200.000)

La parte a) del problema pide el saldo al cabo de 24 meses, o sea, el valor de S,, que esta dado por:
S,, = (1,028505625)**(3.200.000) = $ 6.282.176

La parte b) del problema pide calcular el momento en el que se tenga un determinado saldo; alli
se debe cumplir la ecuacién:

10.300.000 = 3.200.000(1,028505625)
De donde:
t =41,6 meses

Lo que significa que, bajo las condiciones del problema, al cabo de 41,6 meses se tendra el saldo
deseado.

Sin embargo, esta es la solucion matematica del problema, porque en un caso practico si los
intereses no se liquidan por fracciones de meses sino cada mes, asi como la retencién, la solucién
préactica sera la de 42 meses, que sobrepasa el saldo, o la de 41 meses, cuando aun no se alcanza el
saldo deseado.

9. Una obligacidén consta de tres pagarés, asi: $ 1.000.000, $ 2.500.000 y $ 3.000.000, para los me-
ses cuatro, doce y quince respectivamente. Sustituirla por un solo pagaré para dentro de diez
meses con una tasa del 3% mensual para el primer ano y del 2,5% mensual de alli en adelante.

Sea X el valor del pagaré que sustituye la obligacion original; entonces el diagrama del flujo en caja es:

X
3% 2,5%
0..... 4 ... 10 12 15 meses
1.000.000
2.500.000
3.000.000

Equilibrando el diagrama en el punto 10, se tiene:
X =1.000.000 (1,03)¢ + 2.500.000(1,03) 2+ 3.000.000(1,025)3(1,03)2 = 6.176.424

120



Capitulo 3: Interés y valores presente y futuro

Lo que significa que con un pago de $ 6.176.424 en el mes 10, se sustituye la obligacién original
bajo las condiciones dadas en las tasas de interés.

10. Ustedtiene una obligacion que consta de tres pagarés, asi: $ 1.600.000 a cuatro meses, $ 1.200.000
a ocho meses y $2.000.000 a quince meses, con una tasa de interés del 34% EA. Una vez cancela-
do el primer pagaré, usted solicita que los dos restantes le sean sustituidos por dos pagos igua-
les de $ 1.735.590 cada uno; si el primero es para cinco meses mas tarde de esa fecha, jcuando
se debe cancelar el segundo, si para la refinanciacién se pacté una tasa del 35%TV?

Las tasas de interés son: para la primera obligacion, del (1,34)"'?2 - 1 = 2,47% mensual, y para la segu-
1
da del (1 + %} ®_1=2,84% mensual.

Los diagramas del flujo de caja para las dos operaciones son:

0 ..... A o eon s 8  ..... 15 meses
1.200.000
1.600.000
2.000.000
0o ..... 5 ... n meses
1.735.590
1.735.590

Como el primer pagaré (1.600.000) ya se canceld, entonces el saldo en ese momento sera de:
1.200.000(1,0247) * + 2.000.000 (1,0247) " = $ 2.617.620

Este saldo se debera autorizar en los dos pagos iguales, asi que equilibrando en el punto 0 del
segundo diagrama (mes cuatro a partir de hoy), se tiene:

2.617.620 = 1.735.590 (1,0284 )° + 1.735.590 (1,0284 )™
de donde
n =16 meses

Este valor de n = 16 es contado a partir del mes cuartos, asi que el segundo pagaré de $ 1.735.590
se debera cancelar dentro de veinte meses.

11. Financiar $ 3.500.000 a 24 meses con pagos iguales en los meses 6, 10 y 20, y un ultimo pago
al cabo de dos anos igual a la mitad de la deuda original, sabiendo que la tasa de interés de la
financiacion es del 28% anual durante el primer ano y del 31%TV de ahi en adelante.
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Denotando con X el valor de los pagos iguales, el diagrama del flujo de caja es el siguiente:

3.500.000
2,08% 2,52%
0o . .... 6 . .... 10 12 ... 20 24 meses
X X
X

1.750.000

Equilibrando el diagrama en el punto 0, se llega a:

3.500.000 = X(1,0208)¢+ X(1,0208)°+ X(1,0252)%(1,0208)-'2+ 1.750.000(1.0252)-"%(1,0208) "
Despejando la variable X se obtiene:

X =% 1.063.366

12. Determinar el valor de precio al contado de un articulo que financiado se adquiere asi: cuota
inicial del 20% del valor de precio al contado, tres pagos de $ 750.000, $ 850.000 y $ 1.050.000, a
5, 12 y 15 meses respectivamente, y un ultimo pago dentro de veinte meses del 30% del valor de
precio al contado del articulo. La tasa de interés sera del 30%TV durante los ocho primeros meses
y del 35% EA de ahi en adelante.

Las tasas de interés son:
30%TV< 2,44 mensual
35% EA < 2,53% mensual

El diagrama del flujo de caja del problema, donde X representa el valor de contado del articulo,
es el siguiente:

Equilibrando el diagrama en el punto 0 se obtiene:

X
2,44% 2,53%
0o ..... 5 ..... 8 12 15 . .... 20 meses
750.000
850.000
0,2X 0.3x
1.050.000

X = 0,2X + 750.000(1,0244)° + 850.000(1,0253)(1,0244)-% + 1.050.000(1,0253)7(1,0244)2 +
0,3X(1,0253)'2(1,0244)®

Despejando la variable X se llega a que:
X =$3.285.180

que corresponde al valor al contado del articulo.
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13. Financiar $ 4.500.000 de hoy a dos anos y medio en cuatro pagos en los meses 15, 24, 28 y 30,
tales que cada pago sea la mitad del anterior. Tasa de interés del 32% anual para el primer aho y
del 34% ATV de ahi en adelante.

Tasas de interés:
32% anual para el primer ano

34% ATV < 2,756% mensual para el resto de tiempo

4.500.000
32% EA 2,756%
0 ..... 12,...15 ... .. 24 28 30 meses
1/8X
12X 41ax

Denotando con X el valor del primer pago, el diagrama del flujo de caja es:

Equilibrando el diagrama en el punto 0, se obtiene:

4.500.000 = x[(1,02756)‘3 + 15(1,02756 )24 %(1,02756)_16 + %(1,02756)_18}(1,32) -

Despejando la variable X se llega a que X = $ 3.905.493 es el primer pago; entonces el segundo
sera de $ 1.952.746, el tercero de $ 976.373 y el cuarto de $ 488.186.

123



Matematicas financieras

AUTOEVALUACION

1. Unatasa del 20% anual liquidable por mes vencido es:
a) Una tasa de interés efectiva anual
b) Una tasa de interés nominal anual
¢) Una tasa de interés efectiva mensual

d) Una tasa de interés nominal mensual

2. Unatasa de interés del 2% mensual es equivalente a:
a) Una tasa efectiva del 24% anual
b) Una tasa del 6% trimestral
¢) Una tasa del 24% nominal mensual

d) Una tasa del 2% mensual anticipada
3. (Existe diferencia entre interés y tasa de interés?

4. Dos tasas de interés son equivalentes cuando:
a) Soniguales
b) Son efectivas
¢) Producen el mismo resultado

d) Son nominales

5. Una tasa anticipada:
a) Nunca es efectiva
b) Siempre es nominal
c¢) Nunca se puede dividir por un niumero de periodos

d) Puede ser nominal o efectiva

6. Sidos tasas son equivalentes, entonces siempre:
a) Ambas deben ser efectivas
b) Ambas deben ser nominales
c¢) Deben ser la una nominal y la otra efectiva

d) Ninguna de las anteriores

7 Si una tasa de interés compuesto duplica una inversion al cabo de dos anos, jentonces la tripli-
cara al cabo de tres anos? Explique.

8. (En qué casos una tasa de interés compuesta no se puede dividir por un nimero de periodos?
Explique.
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¢Por qué no se deben sumar, restar, igualar o comprar cantidades de dinero que estén en tiem-
pos diferentes? Explique.

(El punto focal, o punto para equilibrar un diagrama de flujo de caja o varios diagramas, siempre
puede ser cualquiera? Explique.

¢Cual es la razén financiera por la cual la tasa del 2,5% mensual de interés compuesto no es
equivalente al 7.5% trimestral?

;Qué significa financieramente que un valor presente sea equivalente a un valor futuro?
¢Cuales de las siguientes son tasas de interés?

a) Una inflacion del 1,3% mensual

b) Un crecimiento de la poblacion del 14% anual

¢) Un aumento salarial del 6% anual

d) Ninguna de las anteriores

Explique la razén financiera por la cual una tasa de interés compuesta y una efectiva no se deben
dividir para obtener la tasa equivalente en un periodo menor.

Explique lo que usted entiende por financiar una deuda.

¢Cual es la diferencia central entre una tasa de interés continua y una tasa de interés discreta?

¢Queé es un factor de capitalizacion y un factor de descuento y como se llama la tasa que intervie-
ne en cada uno de esos factores?

Establezca la diferencia entre: tasa de interés simple, tasa de interés compuesta y tasa de interés
continua en una operacion financiera de inversion.
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1.1 Determinar cuales de los factores siguientes estan bien calculados y cuales no:
a) (FIP, 3%, 18) = 1,70243306
b) (FIP, 2,5%, 12) = 2,34488882
c) (PIF 3%, 18) = 0,587394687
d) (PF 3,6%,12) =0,65415841
e) (FIP 2,6%, 10) = 1,292628145

1.2 Un titulo de participacion se adquiere por el 89,75% de su valor nominal, que es de $ 1.550.000,
y se redime a los ocho meses por el 100%. Determinar el descuento simple y la tasa de interés
mensual simple equivalente a este descuento.

1.3 Determine cuanto tiempo sera necesario para que:
a) Unainversion de $ 1.200.000 se convierta en $ 1.950.750, con una tasa de
interés del 27,5% anual.
b) Unainversion de $ 1.000.000 se convierta en $ 2.409.845 con una tasa de

interés del 7% trimestral.

1.4 ;Qué tasa de interés mensual convierte, al cabo de dos anos, el valor presente P en el valor futuro
F. en cada uno de los siguientes casos?

a) P =$%$470.000, F=950.000

b) P=$%$2.320.000, F=$5.232.000
¢) P=%$755.000, F=%2485.000?
d) P=%$1.205.000, F=$2.109.180

1.5 Un articulo tiene un valor de precio al contado de $ 158.500. Se adquiere a crédito con una cuota
inicial del 30% del valor de contado y un pago de $ 140.397 dentro de nueve meses. Hallar la tasa
mensual de interés que se cobra por la financiacion.

1.6 ;Qué es mejor: invertir en una empresa que garantiza triplicar la inversion al cabo de dos anos y
medio, o invertir en una cuenta de ahorros que paga el 3,5% mensual?

1.7 Representar en un diagrama de tiempo-valor los siguientes flujos de caja:

a) b)

0 100.000 0 850.000
1 20.000 1 35.000

2 50.000 2 25.000

3 40.000 3--8 70.000

4 40.000 9 50.000
5 25.000 10

6 35.000 1

7 40.000 60.000 12--15 45.000
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1.8

1.9

1.10
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Financiar $ 3.500.000 a 24 meses con pagos iguales en los meses sexto, décimo, vigésimo y un
ultimo pago al cabo de dos anos igual a la mitad de la deuda original, sabiendo que el acreedor
cobra una tasa del 28% EA durante el primer ano del crédito y del 31%TV de ahi en adelante.

Una empresa deposita hoy $ 700.000 en una entidad que paga una tasa anual del i% variable que
depende del tiempo medido en anos; asi:

0,28 + 0,005¢t, si t=1,2,..,6
0,32 si t=7,89,10
La persona retira $ 250.000 dentro de dos anos y deposita $ 180.000 tres anos mas tarde del re-

tiro. Calcular el saldo que tendra al cabo de diez anos.

Usted debera cancelar hoy la suma de $ 820.000. Sin embargo, su acreedor le propone la si-
guiente operacion: incrementar este saldo en el 15% y que usted pague esta nueva suma de
dinero dentro de cinco meses. Hallar la tasa de interés mensual real cargada.

1.11 ;Cuanto debe depositar hoy una persona en una cuenta de ahorro que paga el 28,5% MV para

1.12

1.13

1.14

poder retirar $ 650.000 dentro de cinco meses, $ 460.000 dentro de ocho meses, la mitad de lo
depositado dentro de un ano, y para que dentro de un ano y medio aun tenga en la cuenta de
ahorro una cantidad igual a la mitad de lo depositado originalmente?

La seccion de ahorros de un banco comercial ofrece una tasa de interés del 2,15% mensual a sus
ahorristas. ;Al cabo de cuanto tiempo el total de los intereses devengados por una inversion sera
igual a la mitad de la suma invertida inicialmente?

El 5 de enero de 1991 usted recibe en calidad de préstamo $ 385.000 y firma un pagaré por
$ 645.000. Si la tasa de interés del préstamo es del 3,5% mensual, jcudl sera la fecha en que
se redime el pagaré?

Un pagaré cuyo valor dentro de dos anos sera de $ 700.000, se adquiere hoy por $ 362.486. Si el
comprador gana en otras inversiones el 32% anual, jcuanto gand o perdié el inversionista el dia
de la compra del pagaré?

1.15 Usted, como director de una empresa, debe establecer un fondo para la liquidacion de un em-

1.16

1.17

pleado al cumplir este veinte anos de trabajo. La liquidacion equivale a veinte salarios mensuales
iguales a los devengados en el ultimo ano de trabajo. Si el empleado empezd ganando $ 85.000
mensuales y el salario se lo reajustan en el 20% anual, jcuanto debe depositar la empresa el dia
en que inicia labores el empleado, en una institucién que paga un interés del 28% anual, para
obtener al cabo de veinte afnos la suma necesaria para cubrir la liquidacién?

Resolver el problema anterior sabiendo que el salario se reajustara en el 20% anual durante los
diez primeros anos, y en el 25% anual de ahi en adelante, y que la institucién pagara el 28% anual
durante los cinco primeros anos y el 30% anual de ahi en adelante.

En el problema 3.16, suponer que la empresa no hace un solo depdsito sino dos depdsitos igua-
les: el primero el dia en que el trabajador inicia labores y el segundo al cabo de diez anos. Hallar
el valor de estos depodsitos.
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1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

Un senor tiene hoy una deuda por valor de $ 650.000 y le cobran un interés del 3% mensual. A su
vez, el senor dispone hoy de $ 450.000, que deposita en una cuenta al 4% mensual. ;Dentro de
cuanto tiempo el monto que tenga en la cuenta le sera suficiente para pagar la deuda existente
en ese momento?

Un televisor tiene un valor de precio al contado de $ 295.000 y se debe financiar en tres pagos;
asi: $ 100.000 dentro de tres meses y los otros dos pagos iguales a ocho y doce meses. Hallar el
valor de estos pagos si la tasa de interés que se paga por la financiacion es del 4% mensual.

Usted tiene dos alternativas para pagar una deuda:

a) Mediante dos pagos iguales de $ 130.000 a tres y ocho meses con una tasa de interés del
3,75% mensual; o,

b) Mediante dos pagos, uno por $ 150.000 dentro de cuatro meses y otro por $ 110.000 dentro
de ocho meses, con una tasa de interés del 3,8% mensual.

¢Cual de estas dos alternativas escogeria usted?

¢Dentro de cuantos trimestres se tendra en una cuenta de ahorros un saldo de $ 910.660 sabien-
do que hoy se hace un depdsito de $ 400.000 y luego retiros asi: $ 80.000 dentro de nueve meses
vy $ 120.000 dentro de doce meses, si la cuenta de ahorros abona un interés del 9,5% trimestral?

Una maquina de coser tiene un valor de precio al contado de $ 410.000. Se desea financiar en
tres pagos a seis, diez y quince meses, de tal manera que cada pago sea igual a los 3/4 del pago
anterior. Hallar el valor de cada pago sabiendo que se cobra un interés del 2,8% mensual sobre
el saldo.

Sustituir dos pagarés, uno de $ 380.000 y otro de $ 220.000, con vencimientos a tres y cinco me-
ses respectivamente, por dos pagos iguales para los meses cuatro y seis, suponiendo una tasa
de interés del 30% nominal mensual.

Se ha pactado cubrir una obligacion con tres pagos asi: $ 155.000 hoy, $ 210.000 dentro de seis
meses y $ 180.000 dentro de quince meses, con un interés del 36% nominal mensual; se desea
sustituir por tres pagos asi: $ 200.000 dentro de tres meses, $ 150.000 dentro de un ano y un
ultimo pago dentro de un ano y medio. Determinar el valor de este Ultimo pago si para este caso
la tasa de interés es del 3,2% mensual. Utilice el valor presente.

Resolver el problema anterior utilizando el valor futuro. ;Se obtiene el mismo resultado? En caso
contrario, explicar el porqué de la diferencia. ;Qué resultado debe aceptarse como respuesta al
problema anterior?

Sustituir una obligacién de dos pagarés asi: uno de $ 450.000 a tres meses y otro de $ 300.000 a
ocho meses y con una tasa de interés del 2,5% mensual por su equivalente en tres pagos a dos,
seis y diez meses, tales que cada pago sea la quinta parte del inmediatamente anterior, si para
este caso la tasa de interés es del 28% nominal mensual. Utilice el valor presente.

¢Cuanto tiempo tardard un depdsito en duplicar su valor si se ha colocado en una institucion
financiera que paga una tasa de interés del 32% nominal trimestral?
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Se pact6 cancelar una deuda con un pago de $ 3.000.000 dentro de tres anos, pero se acepta
cambiar por dos pagos, uno de $2.200.000 dentro de dos anos y el otro de $ 1.300.000 dentro de
cuatro anos. Analizar la tasa de interés (1% > 0) determinando cuando hay equilibrio en la opera-
cion y cuando hay pérdida, ya sea del acreedor o del deudor, y para qué valor de la tasa el deudor
tiene su mayor pérdida.

Hallar la tasa efectiva mensual equivalente a:
a) El 24% anual

b) El 31% nominal mensual

¢) EI30% nominal semestral

d) El 32% nominal trimestral

e) EI10,2% trimestral

f) El 18% semestral

Hallar la tasa nominal mensual equivalente a:
a) El 3% mensual

b) El 30% anual

¢) El 36% nominal semestral

d) El 9% trimestral

Financiar $ 4.500.000 de hoy a dos anos y medio en cuatro pagos, en los meses 15, 24, 28 y
30, de tal manera que cada uno de ellos, a partir del segundo, sea igual a la mitad del inmedia-
tamente anterior. La tasa de interés sera del 32% anual para el primer ano y del 34% TV de ahi
en adelante.

1.32 Por una inversion de $ 1.250.000 hace 26 meses se tiene hoy una suma equivalente al 320% de la

cantidad invertida. Determinar la tasa nominal trimestral de rendimiento del dinero.

1.33 Se dispone hoy de una suma de dinero para invertir y se presentan dos alternativas: la primera

es invertir al 29% nominal mensual y la segunda es invertir al 30,5% nominal semestral. ;Cudl
debe aceptarse?

1.34 Una persona hace hoy un deposito de $ 400.000 en una cuenta de ahorros que paga el 27,5% no-

minal trimestral. Dos anos mas tarde deposita $ 120.000; un ano después de este depdsito hace
otro por valor de $ 180.000; tres anos mas tarde de este Ultimo depdsito, la tercera parte del total
acumulado se transfiere a otra cuenta que paga un interés del 29,5% nominal trimestral. jCuanto
dinero se tendra en cada una de las cuentas cuatro anos después de la transferencia?

1.35 En este momento se tiene $ 1.500.000 disponible para invertir por dos anos y pueden depositarse

en una cuenta de ahorros o en una corporacion. La primera paga el 2,4% mensual y la segunda
el 31% nominal trimestral. En la cuenta de ahorros no se pagan impuestos y en la corporacion
se deben pagar unos impuestos del 5% de los intereses devengados ese ano; este pago debe
hacerse cada ano. Determinar la mejor alternativa para invertir el dinero.
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1.36

1.37

1.38

1.39

1.40

1.41

1.42

1.43

1.44

La sefora M. M. deposita $ 100.000 en una cuenta de ahorros que paga un interés del 28% capitali-
zable trimestralmente; dentro de tres anos retira la tercera parte del total acumulado en su cuenta,
dos anos mas tarde hace un depdsito igual a la mitad del saldo existente en ese momento y dos anos
después retira la totalidad del dinero existente en esa fecha. Hallar el valor de este ultimo retiro.

Determine la tasa nominal mensual correspondiente a cada uno de los siguientes casos:

a) Unainversion de $ 1.300.000 que produce un ingreso de $ 2.205.000 dos afnos y medio mas tarde.
b) Unainversion de $ 680.000 hace dos anos convertida hoy en $ 1.420.000.

¢) Unainversion de $ 970.000 hace ocho meses convertida hoy en $ 1.455.000

Determine el nUmero de meses que se requieren para que:

a) Unainversion hoy de $ 450.000 se convierta en $ 594.610 si el dinero rinde el 26% capitali-
zable mensualmente.

b) Una inversion hoy de $ 620.000 se convierta en $ 917.485, sabiendo que el dinero rinde el
27% capitalizable trimestralmente.

Sustituir una obligacion que consta de tres pagarés de $ 100.000, $ 260.000 y $ 560.000 para
dentro de dos, seis y diez meses, respectivamente, por su equivalente en dos pagos iguales uno
para dentro de diez meses y el otro a veinte meses, sabiendo que la tasa de interés acordada en
todos los casos es del 32,22% capitalizable mensualmente.

Resolver el problema anterior para una tasa de interés del 32,22% capitalizable mensualmente
durante los diez primeros meses y del 34% capitalizable mensualmente de ahi en adelante.

Una persona abre una cuenta de ahorros con un depoésito inicial de $ 220.000; hace un nuevo depo-
sito seis meses mas tarde por valor de $ 95.000 y otro depdsito por $ 125.000 quince meses después
del anterior. Mantiene la cuenta de ahorros durante dos anos y medio, y al final de este tiempo retira
el total acumulado. Hallar el valor de este retiro, suponiendo que la cuenta de ahorros abona un inte-
rés sobre el saldo del 5% trimestral durante el primer ano y del 7% trimestral de ahi en adelante.

Usted como deudor, jcudl de las dos alternativas siguientes prefiere para pagar la misma deuda? La
primera alternativa es pagar hoy $ 150.000, dentro de siete meses pagar $ 83.000 y dentro de un afo
pagar $ 115.000, con una tasa de interés del 7% trimestral. La segunda alternativa es hacer tres pagos
iguales de $ 95.000 en los meses seis, nueve y catorce con una tasa del 2,5% mensual.

Una entidad financiera ofrece dos planes de inversidn a sus clientes: el Plan A, que paga un inte-
rés del 30% nominal trimestral sin ningun recargo adicional, y el Plan B, que paga un interés del
32% nominal trimestral, pero descuenta el 3% sobre la inversién inicial; este descuento se hace
al final de cada ano. Si usted tiene $ 1.200.000 para invertir en esta entidad y durante tres anos,
Jqué plan escogeria?

¢Cuanto se debe depositar hoy en una cuenta de ahorros que paga un interés del 29,5% nominal
trimestral para poder retirar $ 75.000 dentro de seis meses, $ 42.000 dentro de diez meses, la
mitad de lo depositado dentro de un ano, y que aun se tenga un saldo de $ 320.000 en la cuenta
dentro de quince meses?
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Se adquiere una maquina financiada y se pacta cubrir en tres pagos de $ 60.000, $ 80.000
y $ 100.000 en los meses seis, ocho y doce respectivamente. Hallar el valor del precio al
contado sabiendo que la financiacién contempla una tasa de interés sobre el saldo del 2,5%
mensual para los seis primeros meses y del 9% trimestral de entonces en adelante.

Una persona deposito, el 1 de marzo de 1990, $ 350.000 en una cuenta de ahorros que le paga el
28,5% nominal trimestral; el 1 de agosto del mismo ano depositd $ 120.000; el 1 de diciembre del
mismo ano retird de la cuenta la cuarta parte del total acumulado hasta ese momento. ;jCudl sera
el saldo en esa cuenta el 1 de setiembre de 19927

Un deudor debe pagar $ 725.000 dentro de diez meses por una deuda contraida hace seis meses.
El acreedor acepta que hoy se le pague una cantidad igual al 118% de la suma prestada hace seis
meses y de esta forma quedan a salvo y en paz. Sabiendo que en esta operacidn se habia pactado
un interés del 30% nominal trimestral, averiguar si existe equilibrio en esta operacion; en caso
contrario, determinar quién perdio y de cuanto es esta pérdida hoy.

Una persona debia pagar una deuda mediante tres pagos; asi: $ 850.000 dentro de tres meses,
$ 1.100.000 dentro de ocho meses y $ 1.400.000 dentro de un ano, con un interés del 28,5% MV.
El deudor solicita pagar la deuda con dos pagos iguales de $ 2.200.000 cada uno. Si para esta
refinanciacion el interés es del 8% trimestral y uno de los pagos se hace dentro de diez meses,
jcuanto debera pagarse por el segundo?

Un cliente deberia pagar una deuda mediante tres pagos; asi: $ 55.000 dentro de tres meses,
$ 70.000 dentro de ocho meses y $ 128.000 dentro de un afo, con una tasa de interés sobre el
saldo del 3,3% mensual. El acreedor acepta que la deuda de hoy se cubra con un Unico pago
dentro de quince meses y con una tasa de interés del 11% trimestral. Hallar el valor de este
pago unico.

Un comerciante comprd un pagaré por un valor de $ 345.000 para dentro de un ano y con un
interés del 28% nominal mensual; hace cinco meses, por un valor de $ 237.500. Determinar si hay
equilibrio en esta operacion y, en caso contrario, quién perdid y de cuanto fue la pérdida el dia
del endoso del pagaré.

1.51 Una institucion bancaria le hace un préstamo a uno de sus clientes por valor de $ 1.540.000 co-

1.52

1.53

brandole una tasa de interés del 39% nominal mensual y capitalizando los intereses. La deuda se
debe cancelar con dos pagos iguales de $ 1.148.314 cada uno; si uno de ellos se hace al cabo de
un ano, jcuando debera cancelarse el otro?

En el problema 3.51, jpara qué valor de la tasa de interés los dos pagos deben hacerse en seis y
doce meses?

Sustituir una obligacion que consta de tres pagarés; asi: uno por $ 100.000 para hoy, otro por
$ 150.000 para dentro de cinco meses y otro por $ 180.000 para dentro de un afo y medio,
todos con un interés del 29% nominal trimestral, por su equivalente en cuatro pagarés a 8,
12, 15 y 20 meses, y tales que cada uno, a partir del segundo, sea igual a la tercera parte del
inmediatamente anterior, sabiendo que para este caso la tasa de interés es del 34% nominal
semestral. Hallar el valor de cada uno de estos cuatro pagarés.
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1.54 Determinar el valor del precio al contado de un articulo sabiendo que financiado se adquiere con

1.55

1.56

1.57

1.58

el siguiente plan: una cuota inicial de $ 50.000, tres pagos de $ 60.000, $ 80.000 y $ 90.000a 5, 10
y 12 meses respectivamente, y un ultimo pago dentro de 15 meses equivalente al 30% del valor
de contado del articulo. La tasa de interés que se carga es del 30% nominal trimestral durante los
ocho primeros meses y del 33% anual de ahi en adelante.

Una obligacion financiera consta de tres pagarés; asi: $ 100.000 para dentro de cuatro meses,
$ 250.000 para dentro de un ano y $ 300.000 para dentro de 15 meses. Debe sustituirse por un
solo pagaré para dentro de diez meses. Si el interés es del 3% mensual durante el primer aho y
del 2,5% mensual de ahi en adelante, hallar el valor de este nuevo pagaré.

A usted como deudor le presenta su acreedor tres alternativas para cancelar una obligacion en la
que le estan cobrando un interés del 3% mensual sobre el saldo. Determinar la mejor alternativa:

a) Un pago unico de $ 850 000 dentro de ocho meses.
b) Dos pagos de $ 400.000 cada uno a tres y seis meses respectivamente.

¢) Tres pagos asi: $300.000, $ 400.000 y $ 200.000 a dos, cuatro y doce meses respectivamente.

Una persona deposita hoy $ 450.000 en una corporacion de ahorro que paga el 28% nominal tri-
mestral. Tres anos después deposita $ 620.000, un ano mas tarde deposita $ 500.000, y dos anos
después decide retirar la cuarta parte del total acumulado hasta ese momento. Hallar el saldo en
la cuenta de ahorros cinco meses después del retiro.

Cuando usted adquirié un articulo a crédito, se convino el siguiente plan: una cuotainicial de $ 125.000
y tres pagos de $ 85.000, $ 100.000 y $ 150.000 a tres, cinco y ocho meses respectivamente, con una
tasa de interés del 3,3% mensual. Transcurridos cuatro meses, el deudor paga la mitad del saldo en
esa fecha y el resto dos meses mas tarde. Determinar el valor de cada uno de estos pagos.

1.569 Cuando se hace una inversién de $ X a una tasa del 2,8% mensual, jal cabo de cuanto tiempo el

monto de los intereses capitalizados asciende al 35% de la inversion inicial?

1.60 Una persona deposito el 1 de febrero de 1988 la suma de $ 400.000 en una cuenta de ahorros. El 1

de abril de 1989 deposito $ 150.000 y el 1 de octubre de 1989 retiro la tercera parte del saldo exis-
tente en ese momento. ;Cudl fue el saldo en la cuenta de ahorros el 1 de julio de 1990, sabiendo
que el dinero rendia el 28% nominal trimestral durante el primer ano de tener la cuenta abierta y
el 31% anual de ahi en adelante?

1.61 Al cabo de cudntos meses se tendra en una cuenta de ahorros un saldo de $ 1.810.000, sabiendo

que hoy se hace un deposito de $ 3.653.000 y luego retiros asi: $ 830.000 dentro de cinco meses
vy $ 2.263.000 dentro de once meses, si la cuenta de ahorros paga un interés del 2% mensual?

1.62 Una persona debia cancelar una deuda mediante tres pagos; asi: $ 150.000 dentro de tres meses,

$ 210.000 dentro de ocho meses y $ 255.000 dentro de un ano, todos con un interés del 2,4%
mensual. El deudor solicita cubrir la deuda mediante dos pagos iguales a diez y quince meses
respectivamente, y estos pagos con un interés del 8,2% trimestral. Hallar el valor de estos pagos.

1.63 Una obligacion consta de tres pagos; asi: $ 100.000 para hoy, $ 250.000 para dentro de cinco me-

ses y $300.000 para dentro de un ano. Debe sustituirse por su equivalente en tres pagos iguales
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a dos, ocho y diez meses. Si la tasa de interés es del 32% nominal trimestral, hallar el valor de
estos pagos iguales.

¢Que tasa de interés capitalizable continuamente es equivalente a la tasa de interés nominal se-
mestral que convierte a $ 310.000 de hoy en $ 787.580 dentro de veinticinco meses?

Determinar el valor del precio al contado de un articulo si financiado se adquiere asi: una cuota
inicial del 20% del valor de contado, tres pagos de $ 1.420.000, $ 1.640.000, $ 2.100.000 a ocho,
quince y veinte meses respectivamente y un ultimo pago dentro de dos anos equivalente al 10%
del valor del precio al contado.Tasa de interés: 18,6% MV para el primer ano y del 21% EA para el
segundo ano.

Financiar $ 6.000.000 de hoy a dos afnos en cuatro pagos iguales en los meses 5, 8, 15 y 24, con
un tasa de interés del 34,5% AMV para el primer ano y del 3% mensual de ahi en adelante.

(Al cabo de cuantos meses, al hacer una inversion de $ 100.000 hoy y un retiro de $ 100.000 den-
tro de dos anos, se tiene un saldo a favor del inversionista de $ 100.000, sabiendo que el dinero
rinde el 28,55% capitalizable continuamente?

Una institucién financiera le otorga un préstamo a uno de sus clientes por el valor de $ 4.867.404
y a un interés del 22,2% MV. La deuda se debe cancelar con tres pagos de $ 2.186.000 cada uno; si
uno de estos pagos se hace dentro de ocho meses y otro dentro de dos anos, determinar la fecha
para el otro pago.

Un ahorrador deposita hoy $ 350.000 en una institucion que paga un interés del 29% capitalizable
continuamente. Si retira $ 135.900 al cabo de un ano y $ 181.600 un ano mas tarde, jqué saldo
tendra en la cuenta de ahorros un ano después del ultimo retiro?

Supongamos que se invierte una cantidad de dinero que produce interés compuesto conti-
nuamente.

a) Sila cantidad original se triplica en tres anos, jcual es la tasa de interés continuo?

b) Sila cantidad original aumenta en un 40% en cuatro meses, jcuanto tardara en duplicarse
la cantidad original?

Una persona debe amortizar una deuda y el acreedor le propone los tres planes siguientes:

Plan A: cuatro cuotas mensuales de $ 45.000 cada una, debiendo pagar la primera dentro de tres
meses y un interés del 28% nominal trimestral.

Plan B: tres pagos asi: $ 50.000 dentro de dos meses, $ 60.000 dentro de cuatro mesesy $70.000
dentro de seis meses. Tasa de interés del 30% nominal semestral.

Plan C: cuatro pagos asi: $ 50.000 en los meses tercero y cuarto y $ 40.000 en los meses quinto y
sexto.Tasa de interés del 27,5% capitalizable continuamente.

Usted debe asesorar al deudor sobre el plan que mas le conviene.

Sustituir una obligacion que consta de tres pagos de $ 1.230.000 cada uno, en los meses 6, 10 y
12, por su equivalente en cuatro pagos asi: $ 850.000 dentro de cuatro meses, $ 350.000 dentro
de ocho meses, $ 1.000.000 dentro de un ano y el resto dentro de quince meses. La tasa de interés
para ambas obligaciones es del 3,3% mensual.
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1.73 Se tiene una obligacion con una institucion que consta de cuatro pagarés; asi: $ 3.450.000 para
tres meses, $ 2.650.000 para ocho meses, $ 1.680.000 para diez meses y $ 2.460.000 para quince
meses y con una tasa de interés del 25,2% MV. Una vez cancelado el segundo pagaré, se solicita
refinanciar el saldo en dos pagos iguales para dos y cinco meses mas tarde de esa fecha. Si la tasa
de interés para la refinanciacion es del 2,8% mensual, hallar el valor de estos pagos iguales.

1.74 Financiar $ 4.650.000 de hoy a dos anos en cuotas trimestrales, de tal manera que cada cuota sea el
doble de la anterior, sabiendo ademas que el primer pago se hace dentro de un ano. La tasa de in-
terés para la financiacién es del 30% anual para el primer ano y del 34% anual de ahi en adelante.

1.75 Cuando usted adquirié una obligacién se comprometié a pagarla mediante el siguiente plan: cuo-
ta inicial de $ 860.000, tres pagos de $ 950.000, $ 730.000y $ 1.250.000 a 6, 10 y 15 meses respec-
tivamente, y un interés del 33% ATV. Transcurridos ocho meses usted paga la mitad del saldo en
ese momento y el resto cuatro meses mas tarde. Hallar el valor de cada uno de esos dos pagos.

1.76 A usted como asesor financiero le plantea el siguiente problema una persona: jCuanto debo de-
positar hoy en una cuenta que paga el 28,5% AMV para poder retirar $ 650.000 dentro de cinco
meses, $ 460.000 dentro de ocho meses, la mitad de lo depositado al cabo de un afo, y que en
un ano y medio aun tenga en la cuenta un saldo igual a la cantidad depositada? Resolver e inter-
pretar la respuesta.

1.77 Una persona necesita cubrir una deuda de $ 2.500.000 dentro de veinte meses. Con tal fin, abre
dos cuentas de ahorros A y B, con igual suma de dinero cada una. Si en la cuenta A le pagan el
29% capitalizable continuamente y en la B el 32% ATV, hallar la suma de dinero con la que debe
abrir cada cuenta para que al cabo de los veinte meses, reuniendo los dos saldos, tenga la suma
deseada para cubrir la deuda.

1.78 Financiar $ 5.000.000 de hoy a dos anos en cuotas asi: $ 1.300.000 dentro de cuatro meses,
$ 2.000.000 dentro de ocho meses y el resto de ahi en adelante en cuatro cuotas iguales en los
meses 12, 15, 18 y 24. La tasa de interés para la financiacidén es del 30% anual para el primer ano
y del 33% anual de ahi en adelante. Hallar el valor de las cuotas iguales.

1.79 Si la tasa de captacion autorizada por el Gobierno es del 22,6% EA, determine la tasa nominal
equivalente capitalizable cada: a) ciento ochenta dias; y, b) nueve dias.

1.80 Si una institucion financiera esta captando dinero al 19,43% capitalizable cada 45 dias (en el ano
de 360 dias), se pide hallar la tasa nominal trimestral (anho de 365 dias) equivalente.

1.81 A un ahorrador le pagan la suma de $ 183.560 por la inversion de $ 8.500.000 a 72 dias; se pide ha-
llar la tasa nominal (ano de 360 dias) capitalizable cada 72 dias que le reconocieron al ahorrador.

1.82 ;Qué cantidad invertida al 21,8% efectiva en el ano de 360 dias producira unos intereses de $ 281.360
al cabo de veinte dias?

1.83 ;Qué tasa serd mas rentable para un inversionista: el 1742% TV o el 19,6% nominal (ano de 360
dias) capitalizable cada 120 dias?
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Hallar los intereses que producira al cabo de 45 dias una inversion de $ 12.750.000, sabiendo que la
tasa de interés que se reconoce para esta inversion es del 19,72% efectiva en el ano de 360 dias.

Usted invierte hoy la suma de $ 6.300.000, dentro de 72 dias la suma de $ 4.800.000 y dentro de
180 dias la suma de $ 3.500.000. Se pregunta: jcuanto tendrd usted acumulado dentro de 360
dias, sabiendo que la tasa de interés que le reconocen por sus inversiones es del 18,43% efectiva
anual (ano de 365 dias)?

Una institucién financiera que capta recursos monetarios ofrece a un inversionista una tasa de
interés del 20,3% liquidable cada 36 dias o su equivalente segun el caso. Este inversionista de-
posita en esa institucion la suma de $ 5.500.000 hoy, $ 8.600.000 dentro de 90 dias y $ 3.820.000
dentro de 120 dias.

La institucion financiera le cancela al inversionista un total de $ 18.755.000 al cabo de un ano (365
dias). Usted debe asesorar al inversionista determinando si la liquidacion hecha por la institucion
es la correcta o no.

Una corporacion de ahorro y vivienda ofrece a un inversionista el 17,4% capitalizable cada 40
dias, un banco le ofrece el 18,1% capitalizable cada 180 dias y una corporacion financiera le
ofrece el 19,8% EA (365 dias). Usted debe asesorar al inversionista determinando cual de las tres
instituciones le conviene mejor al inversionista con el fin de obtener los mayores intereses al
cabo de 360 dias.

Desde el punto de vista financiero, qué es mas rentable: invertir en una institucién A que ofrece el
22,4% capitalizable cada 120 dias, o invertir en una entidad B que ofrece el 26% TV, sabiendo que
en B cada trimestre hacen una retencion del 3% sobre los intereses devengados en ese trimestre,
y que la inversion tanto en A como en B es por un tiempo de un ano (365 dias).

Suponga que la entidad reguladora de las tasas de interés, para captar dinero de las institucio-
nes financieras, les autoriza a estas ofrecer una tasa de interés del 18,6% EA o sus equivalentes.
Usted como asesor de una de estas entidades debe determinar las siguientes tasas para ofrecer
al publico y que sean equivalentes a la autorizada:

a) Tasa capitalizable cada 20 dias
b) Tasa capitalizable cada 36 dias
c¢) Tasa capitalizable cada 4 dias

d) Tasa capitalizable cada 90 dias

e) Tasa capitalizable cada 180 dias

Si la tasa maxima permitida para créditos bancarios es del 28,48% y una entidad financiera
le prestd a uno de sus clientes la suma de $ 23.600.000 a 72 dias y le cobré unos intereses
de $ 1.438.725, usted debe: a) establecer si la entidad financiera incurrié o no en usura; y, b)
determinar la tasa efectiva anual (ano de 365 dias) que cobro la entidad.

1.91 Respecto del ejercicio 3.89, suponga que dos personas A y B invirtieron dinero en una de esas

instituciones asi: la persona A invirtio $ 8.300.000 a 36 dias y la persona B invirtio $ 12.450.000
a 180 dias. Usted debe determinar el monto de los intereses devengados por cada una de esas
personas al cabo del periodo de inversion.

135



136

Matematicas financieras

1.92

1.93

1.94

Determinar cual debera ser la tasa maxima permitida efectiva anual, para que un crédito de
$ 45.059.000 genere unos intereses de $ 261.660 por 40 dias, sabiendo que estos intereses
corresponden a la tasa maxima permitida para esa suma de dinero del crédito.

Suponga que un acreedor le cobré un total de intereses de $ 2.643.160 a un deudor, por un cré-
dito de $ 38.870.000 a un trimestre. Si en esta operacion se comprobd que la tasa efectiva anual
cobrada esta tres puntos por encima de la maxima permitida para créditos, determinar el valor
de esta tasa maxima permitida.

Por un crédito de $ 48.350.000, se han cobrado los siguientes intereses, para una tasa maxima
permitida del 26,42% EA. Usted debe determinar en qué casos hay usura y en cudles no.

a) $751.099 por 24 dias

b) $1.427.006 por 36 dias
c) $702.821 por 20 dias

d) $5.032.408 por 180 dias

2.1

2.2

2.3

24

25

2.6

Usted invierte hoy $ 3.800.000 en una cuenta que paga el 31,5% AMV vy retira $ 1.300.000 un afno
mas tarde. Un ano y medio después del retiro, la mitad del saldo lo transfiere a otra cuenta que
paga el 32% ATA,; estos intereses los deposita en otra cuenta que paga el 3% mensual. ;Cuanto
tendra en cada una de las tres cuentas, 15 meses después de la transferencia?

Una institucion financiera capta dinero ofreciendo pagar el 30% nominal trimestral, pero a su vez
descuenta el 1,5% por trimestre anticipado sobre el total acumulado hasta ese momento, por
concepto de seguro de la inversion. Hallar el total acumulado al cabo de nueve anos, por una
inversion hecha en esa institucion por valor de $ 4.200.000.

Una obligacion que consta de tres pagarés; asi: $ 1.200.000 para hoy, $ 2.000.000 para dentro
de ocho meses y $ 2.350.000 para dentro de un afno y con una tasa de interés del 33% TV, debe
sustituirse por su equivalente en cuatro pagos iguales para los meses siete, diez, quince y veinte
a partir de hoy, sabiendo que para este caso la tasa de interés sera del 38% SV.

Usted invierte hoy $ 3.200.000 en una institucion que paga un interés del 34,5% nominal men-
sual; cada mes, la institucion le hace una retencion del 0,85% sobre los intereses devengados en
ese mes. A. jCuanto tendra usted acumulado al cabo de dos anos? b). ;En qué momento tendra
un total de $10.300.0007?

Una institucién financiera capta dinero y ofrece una tasa de interés del 31,5% TV, pero cuando
el monto total de una inversion supere la suma de $ 5.000.000, la institucion descontara cada
trimestre el 4% sobre los intereses devengados en ese trimestre. Si una persona invierte en esa
institucion $ 3.950.000, determinar el saldo que tendra cuatro anos mas tarde.

Usted invierte hoy la suma de $ 5.000.000 en una entidad que paga el 32% AMV. Cada mes le
descuentan el 1% sobre los intereses devengados en ese mes; si ademas usted deposita $ 30.000
cada mes comenzando dentro de un mes. jcuanto tendra al cabo de tres anos antes del depdsito
respectivo?
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Capitulo 3: Interés y valores presente y futuro

Supongamos que el valor de un activo dentro de t anos esté dado por:

15
V(t) = 60.000e 4

Si la tasa de descuento es constante e igual al 27% capitalizable continuamente, jcuando se de-
bera vender el activo de tal manera que el valor presente del precio de venta sea maximo?

Una empresa ha establecido un sistema de ahorro obligatorio para sus empleados. Este plan
contempla que cada empleado ahorre el 8% de su salario mensual y la empresa aporta el equi-
valente al 10% del salario mensual para cada empleado. Estos ahorros se hacen en una entidad
financiera que paga un interés del 28% compuesto continuamente. Los depositos se hacen al
final del mes y durante el tiempo de trabajo. Ademas se sabe que el salario se aumenta cada
ano el 20%. Si un empleado inicia con un salario de $ 350.000 mensuales el primer ano, jcuanto
tendra acumulado por concepto de este ahorro al cabo de 8 anos, fecha en que decide retirarse
de la empresa?

Si la tasa de inflacidn en los seis primeros meses de un ano fue asi:

Enero, 1,3%; febrero, 0,98%, marzo, 0,62%, abril, 0,86%, mayo, 0,55% y junio, 0,48%, estimar la in-
flacién para cada uno de los seis meses restantes del ano, a partir de una funcion exponencial.

Consultar en revistas, periédicos o en Internet sobre: a) qué es, y, b) cdmo funciona cada una de
las siguientes tasas: i) Dow-Jones, ii) Nikkei, iii) Financia! Times, iv) Nasdaq.

Teniendo en cuenta el ejercicio (9) anterior, suponga que el gasto mensual de operacion de un
proyecto varia segun la inflacion de cada mes. Si el gasto de enero fue de $ 6.500.000, registrar
los gastos de cada uno de los once meses siguientes, teniendo en cuenta que los ultimos seis
gastos son estimados.

Usted invierte hoy la suma de $ 35.000.000 en una institucion que le ofrece un interés del 14,4%
MV. Sin embargo, cada mes la institucion debe descontar el porcentaje de inflacién de los inte-
reses devengados en ese mes. Si la inflacion de los siete meses anteriores fue: 1,2%, 1%, 0,6%,
0,9%, 0,41%, 0,25% y 0,32% respectivamente, determinar el total acumulado al cabo de un ano
de inversion si la tasa de inflacion mensual para ese ano es la tasa promedio a partir de los datos
conocidos de inflacién

Segun la tasa de cambio el valor del délar en los cinco meses anteriores fue de $ 2.200, $ 2.260,
$ 2.280, $ 2.350, $ 2.290 respectivamente. Estimar el valor del cambio para los siete meses si-
guientes a partir de:

a) Una funcidn lineal estimada con los valores en pesos.

b) Una funcion lineal estimada con las tasas mensuales de variacion del valor del ddlar.

Una personainvierte las siguientes cantidades de dinero en unainstituciéon financiera: $32.000.000
el 2 de enero de un ano, $ 15.600.000 el 1 de marzo y $ 8.400.000 el 1 de mayo del mismo ano.
La tasa de interés que la institucion reconocera mensualmente sera del 1.8%, 1,95%, 2,1%, 1,85%
y 1,9% para los cinco primeros meses del ano. Usted debe estimar el total que el inversionista
tendra al final de ese ano, utilizando una tasa estimada para los siete meses siguientes, a partir
de un ajuste lineal de los valores de las tasas anteriores.
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2.15

2.16

217

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

Si la tasa DTF para los seis primeros meses de un ano fue del 6,45%, 6,32%, 6,01%, 5,94%, 6,2%
y 6,15% efectiva anual. Estimar, a partir de una funciéon exponencial, la tasa efectiva anual que
regira para cada uno de los meses restantes de ese ano.

Si la tasa de devaluacion anual para los seis anos anteriores fue del 18%, 16%, 20%, 22%, 21%,
24%, estimar, a partir de una funcion exponencial, la tasa de devaluacion para los seis anos
siguientes, y con estos valores de la tasa de devaluacion, estimar el valor en pesos del 31 de
diciembre del quinto ano después de los anteriores, de $ 42.000.000 del 31 de diciembre del ano
en el que la devaluacion fue del 24% anual.

Un inversionista tiene como informacién que la tasa de interés que ha recibido por sus inversio-
nes, en los seis trimestres anteriores, han sido del DTF mas tres puntos; si para esos trimestres
el DTF fue del 7,14%, 7,1%, 6.8%, 6,5%, 6.3% y 6% EA, y desea invertir $ 5.000.000 dentro de tres
meses, $ 8.200.000 dentro de nueve meses y $ 10.400.000 dentro de un ano, jcuanto esperara
tener dentro de un ano y medio, suponiendo que el DTF continta el comportamiento anterior?
Utilizar una funcién exponencial para estimar los valores futuros del DTE

El valor de una accion en la Bolsa de Valores ha tenido el siguiente comportamiento en los seis
meses anteriores: $ 2.540, $ 2.820, $ 2.610, $ 2.490, $ 2.560, $ 2.600 respectivamente. Estimar el
valor de esa accion dentro de dos meses, utilizando:

a) variacion lineal; y,

b) variacion exponencial. Consultar o averiguar cudl de los dos valores obtenidos es el mas
representativo.

Si la tasa de rendimiento del dinero, en un determinado certificado de inversion, ha sido del 9,4%TV,
9,2%TV, 9%TV, 9,1%TV y 8,6% TV para los cinco meses anteriores, y la tasa de inflacion en los mis-
mos meses fue del 1,2%, 1%, 1,3%, 0,93% y 0,9% mensual, se pide: estimar la tasa de rendimiento
real (sin inflacion) mensual para los seis meses siguientes, suponiendo que las tasas continian con
una variacion similar y utilizando variacion exponencial en cada caso de los siguientes: a) proyec-
tando la tasa de rendimiento, asi como la inflacion, y determinando la tasa real por mes; vy, b) calcu-
lando la tasa real en los meses anteriores y proyectandola. Compare los resultados y discutalos.

Una institucion de ahorro ha estado ofreciendo dos planes para invertir el dinero durante los
cuatro trimestres anteriores.

En el Plan A las tasas han sido del 15%TV, 16,6%TV, 14,8%TV y 16%TV.
En el Plan B las tasas han sido del 13,06%TA, 14,46%TA, 15%TA y 16,2% TA.

Usted debe asesorar a un inversionista sobre el plan que le genere mayores rendimientos para
el proximo ano, suponiendo que las variaciones de las tasas en cada plan contindan con ese
comportamiento. Utilizar variacion exponencial.

El valor de mercado de un activo en los cinco anos anteriores fue de: 6,8; 6,5, 6; 5,2 y 4,8 millones de
pesos. Utilizando una variacion exponencial, estimar la tasa de variacion anual en el valor de mer-
cado y, segun esa tasa, determinar cual sera el valor de mercado del activo dentro de tres anos.

Se debe invertir hoy la suma de $ 12.600.000, en una institucion financiera, $ 4.500.000 dentro de
cinco meses y $ 6.400.000 dentro de siete meses. Si la tasa de interés que ha estado pagando esa
institucion por el dinero captado ha sido del 2%, 1,8%, 2,1%, 1,6%, 1,7% y 2,2% mensual durante los
seis meses anteriores, estimar la tasa mensual para el ano que se inicia hoy, a partir de una funcién
lineal, y calcular el total que se tendra acumulado al final del aho por las inversiones anteriores.
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2.23 Supongamos que la tasa de interés de captacion ofrecida por una institucién financiera ha sido
en los ochos meses anteriores la siguiente: 9,8% TV, 8% MA, 10% SV, 74%TA, 8,3% SA, 8,8% MA,
9,2% MV y 10,1% TV. A partir de la funcidon exponencial, estimar la tasa nominal mensual para
cada uno de los seis meses siguientes, y con esas tasas estimar el total que se tendra dentro de
seis meses, por una inversion hoy de $ 10.300.000 y de $ 4.500.000 dentro de un mes en esa ins-
titucion financiera, con el supuesto de que las tasas de interés continien con el comportamiento
que tenian hasta ahora.
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El objetivo de este capitulo es que el lector aprenda a reconocer,
definir y clasificar las diferentes clases de anualidades y su
aplicacion en la solucion de problemas de matematicas financieras
que involucren una serie uniforme de pagos.

Al terminar el capitulo el lector estara en capacidad de:

e Calcular valores futuros y valores presentes de cualquier clase
de anualidad.

e Calcular el valor del pago uniforme conociendo los demas
factores.

e Calcular el numero de pagos conociendo la tasa de interés, el
valor presente y el valor futuro de la anualidad.

¢ Financiar deudas con flujos de caja que contengan anualidades
de cualquier clase.

¢ Financiar obligaciones en cuotas uniformes y con varias tasas
de interés a lo largo del tiempo de la operacion financiera.

e Establecer y resolver ecuaciones de equivalencias financieras
en las que figure una o varias anualidades.
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En el capitulo 3 estudiamos los casos en los cuales un flujo de caja constaba de un pago Unico o de
varios pagos diferentes en tiempos también diferentes. Para esta clase de problemas, calculamos
tanto el valor presente como el valor futuro y, para algunos pocos, el tiempo y la tasa de interés. Sin
embargo, en la practica también se presentan flujos de caja que estan formados por pagos que tienen
la caracteristica de ser todos iguales y ocurrir en intervalos iguales de tiempo. Tales flujos de caja o
conjuntos de pagos reciben los nombres de series uniformes, anualidades o rentas uniformes. Son los
casos, por ejemplo, de las cuotas de un seguro, las cuotas de arrendamientos, el sueldo de un emplea-
do, entre otros, en los que no cambia el valor del pago durante algunos periodos.

En este capitulo estudiaremos las series uniformes o anualidades mas comunes vy, por tanto, de
mayor aplicacion en los problemas practicos de matematicas financieras. Como en el capitulo anterior,
en este calcularemos valor presente, valor futuro, valor de los pagos y el tiempo para la mayoria de anua-
lidades; sin embargo, el problema general de célculo de la tasa de interés se tratara en el capitulo 9.

Se llama serie uniforme o anualidad a un conjunto de pagos iguales y periodicos. Aqui el término
pago hace referencia tanto a ingreso como a egreso. De la misma manera, el término anualidad
se utiliza para indicar que los pagos son peridodicos y no necesariamente cada ano. Los periodos
pueden ser el dia, la semana, la quincena, el mes, el trimestre, el semestre o el ano, entre otros.

Sin embargo, esta clase de flujos de caja también permite manejar series de pagos en cualquier otro
periodo distinto de los tradicionales, como los enumerados anteriormente; asi ocurre, por ejemplo,
cuando un deudor propone pagar una deuda en cuotas iguales cada 35 dias; entonces decimos que
la forma de pago es mediante una anualidad cada 35 dias, y otro tanto si se trata de cualquier otro
intervalo de tiempo.

Utilizaremos la siguiente notacion para el tratamiento de las anualidades:
P = valor presente

F = valor futuro

A = valor de cada pago periddico

n = numero de pagos periodicos

i = tasa de interés por periodo

Para una anualidad puede suceder que el periodo de capitalizacion de la tasa de interés sea co-
nocida o no con el periodo de pago. En caso negativo, se establece una conversion de equivalencia,
ya sea del periodo de capitalizacion al periodo de pago o viceversa; de todas maneras, utilizando las
equivalencias entre tasas estudiadas en el capitulo 3, es posible obtener una tasa cuyo periodo de
capitalizacion coincida con el periodo de pago.

Las principales clases de anualidades son las siguientes:
a) Vencida
b) Anticipada
c¢) Diferida
d) Perpetua
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También pueden presentarse los casos de combinacién de algunas de las anteriores, como una
anualidad diferida perpetua, entre otros. Para el estudio de las clases enumeradas anteriormente to-
maremos como base el estudio que hagamos de la anualidad vencida; asi, adaptaremos las expresio-
nes o férmulas que obtengamos para esta primera clase de anualidad a los demas casos, en cuanto
sea posible.

Se llama anualidad vencida a aquella en la que el pago se hace al final del periodo.

El salario mensual de un empleado, las cuotas mensuales iguales y vencidas de adquisicion de vehiculos
o de electrodomeésticos por el sistema de financiacién, son casos de anualidades vencidas.

Vamos a obtener ahora las expresiones que nos determinan el valor presente y futuro de una
anualidad. Empezaremos por hallar el valor futuro.

VALOR FUTURO

Sea una anualidad vencida de n pagos

de valor $ A cada uno, con una tasa de

interés del i % por periodo. Se trata P F F F
de hallar una expresién que nos mida
el valor futuro de esta serie uniforme.
El diagrama del flujo de caja para este
caso se muestra en la figura 4.1.

o 1 2 3 t t+1

El valor futuro o total acumulado
en cualquier momento es una funciéon |  C._.Y__ < O v V. ]
que depende del tiempo t; por tanto,
denotaremos por:

F:: el valor futuro o acumulado al Diagrama de flujo de caja y del valor futuro y presente de
final del periodo t después del pago una anualidad vencida

F,,,: el valor futuro o acumulado al final del periodo t + 1 después del pago
Entre estos valores, y segun el diagrama de la figura 4.1, tenemos la siguiente relacion:
F.,,=F+iF+A

que se interpreta en términos de que el valor total acumulado al final del periodo t + 1, después de
realizado el pago correspondiente, es igual a la suma acumulada al final del periodo anterior (F) mas
los intereses devengados por esta suma durante el periodo (iF) mas el pago realizado al final del pe-
riodo (t+ 1), o sea, A.

La expresion anterior puede escribirse como:
F,,=(1+i)F +A;conF =0

que corresponde a una ecuacion en diferencia finita cuya solucion se obtiene aplicando los métodos
vistos en el capitulo 2. Llegamos, entonces, a:
.t
1+17) -1
R
i

para cualquier valordet=0, 1, 2, 3,..., n.

Entonces, para t = n, obtenemos:
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F:A|:(1+I'?n—1:| (4_1)
I

El factor [(1 +i)" - 1)/i se denota por (F/A, i%, n), y se encuentra calculado en las tablas financieras
para algunos valores de ny de i, o en la calculadora financiera. De este modo, la expresion o formula
(4-1) puede escribirse también como:

F =A(F/A, i%, n) (4-2)

Por tanto, las formulas (4-1) y (4-2) nos permiten calcular el valor futuro de la anualidad vencida
representada en la figura 4.1, y este valor futuro estara ubicado en el momento en que se realice el
enésimo pago.

| EJEMPLO 4.1 |

Durante un ano y medio se hacen depdsitos por mes vencido de $ 12.000 cada uno en una institucion
de ahorro que paga un interés del 3% mensual. Calcular la suma total acumulada en la cuenta de aho-
rros al final de este tiempo.

El diagrama de flujo de caja del ejem-
plo es el siguiente:

En el ejemplo, la pregunta hace 18
referencia al valor futuro de la anuali-
dad de 18 depdsitos mensuales de va-
lor A = $ 12.000 cada uno. Los datos | v __ v __ v . 12000
del problema son:

A=$%$12.000; n =18 meses; i=3%
mensual; F=7?

Aplicando la férmula (4-2), obtenemos:
F =12.000(F/A, 3%, 18) = $ 280.973

VALOR PRESENTE

El valor presente de la serie representada en la figura 4.1 puede hallarse aplicando el procedimien-
to utilizado en el aparte anterior para pagos Unicos, es decir, tomar el valor futuro calculado ante-
riormente y traerlo a valor presente, en este caso al punto 0. De esta manera obtenemos:

P=F(PIF, i%, n):A{(”"—?‘qa vy
I

O sea:

b2 {1 -+ i)"} (4-3)

]

El factor [1 - (1 +i)"]/i se denota por (P/A, i%, n), y también se encuentra calculado en las tablas
financieras, para algunos valores de n y de i. Asi que la expresion o formula (4-3) puede escribirse
también como:

P=A(P/A, i%, n) (4-4)

Por tanto, las férmulas (4-3) y (4-4) nos permiten calcular el valor presente de la anualidad venci-
da representada en la figura 4.1, ubicado en el punto 0 o en un periodo antes del primer pago.

Podemos resumir diciendo que con la expresién (4-1) hallamos el valor futuro de una anualidad
y representa el equivalente financiero donde se haga el ultimo pago de los n pagos de valor A cada
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uno; y con la expresion (4-3) hallamos el valor presente de una anualidad y representa el equivalente
financiero de los n pagos en el lugar donde este se encuentre. Con esto se afirma que son equivalentes
a una tasa del i% por periodo, los n pagos representados en la figura, el valor presente (P) y el valor
futuro (F) en sus correspondientes momentos.

| EJEMPLO 4.2 |

Hallar el valor de contado de un articulo que a crédito se adquiere con 18 cuotas de $ 20.000 cada una
por mes vencido, sabiendo que se cobra un interés del 2,5% mensual.

El diagrama de flujo de caja corres- P
pondiente al ejemplo es el siguiente:
En este caso, el valor de contado o 1 2 3

corresponde al valor presente de las 1

cuotas que se pagarian si se adquiriera
a crédito. Los datos del problema son: 20.000

A = $ 20.000; n = 18 pagos; i =
2,56% mensual; P=?

Aplicando la formula (4-4) obtenemos:
P = 20.000(P/A, 2,5%, 18) = 287.067
O sea que el valor de contado del articulo es de $ 287.067.

Debemos tener en cuenta que, de acuerdo con la ecuacion de diferencia finita planteada para ha-
Ilar el valor futuro de la anualidad vencida, el factor (P/A, i%, n), al tiempo que acumula los pagos rea-
lizados, también acumula intereses compuestos producidos tanto por el capital como por los intereses
ya devengados. De manera similar, el factor (P/A, i%, n), al aplicarlo a una serie de pagos iguales, les
descuenta los intereses compuestos. Por eso son de gran aplicacion estos factores, pues en los casos
préacticos los intereses deben cargarse sobre el saldo existente en un momento determinado, y otro
tanto sucede si se descuentan.

Con base en las expresiones (4-2) y (4-4), podemos calcular nuevos términos tales como A, n o i.

CALCULO DE LA ANUALIDAD

Con base en la expresion (4-2) obtenemos:

Al 1
F/A i% n

El factor 1/(F/A, i%, n) se denota por (A/F, i%, n), y asi tenemos:
A = F(A/F, i%, n) (4-5)

Esta expresion nos sirve para hallar el valor de la anualidad cuando se conocen el valor futuro, la
tasa de interés por periodo y el nimero de pagos periddicos, o, lo que es lo mismo, el factor (A/F, i%,
n) sirve para distribuir un valor futuro, segun lo representado en la figura 4.1.

Aun cuando el factor (A/F, i%, n) también se encuentra en las tablas financieras para algunos
valores de n y de i, para hallar su valor basta tener en cuenta su relacion con (F/A, i%, n); con el uso
de la calculadora, el resultado es inmediato.

En resumen, el factor (A/F, i%, n) aplicado a un valor futuro F lo distribuye financieramente de derecha a iz-
quierda en n pagos iguales de valor A cada uno, dejando el primero donde esté F y los demas hacia la izquierda.

Este factor se utiliza cuando se va a sustituir un valor por su equivalente en n pagos iguales y
anteriores a F
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| EJEMPLO 4.3 |

Se deben reunir $ 850.000 para dentro de dos anos. Con tal fin se decide hacer depdsitos iguales por
mes vencido en una institucion que paga el 2,65% mensual. Hallar el valor de los depositos.

. . . 850.000
El diagrama de flujo de caja corres-
pondiente es el siguiente:

Los datos del problema son: 0 1 2 3 04

F = $ 850.000; n = 24 pagos; i =
2,656% mensual; A=7?

Aplicando la formula (4-5) tenemos: | T T T T m e
A =850.000(A/F, 2,65%, 24) =$ 25.792

El resultado anterior puede inter-
pretarse como que $ 850.000 dentro de dos anos (24 meses) son equivalentes financieramente a los 24
depositos de $ 25.792 de la figura, siempre y cuando el dinero rinda el 2,65% mensual.

Con base en la expresion (4-4), obtenemos:

B 1
A_P{P/A, i% n}

El factor 1/(P/A, i%, n) se denota (A/P, i%, n), y asi tenemos:
A =P(A/F 1%, n) (4-6)

Con esta expresion o formula podemos hallar el valor de la anualidad cuando se conocen el valor
presente, la tasa de interés por periodo y el nimero de pagos, o sea que con el factor (A/F, i%, n) podemos
distribuir financieramente un valor presente hacia la derecha en n cuotas iguales. Es la expresidén que se
utiliza para financiar una deuda de hoy en n cuotas periddicas e iguales y con una tasa fija por periodo.

| EJEMPLO 4.4 |

Un televisor tiene un precio al contado de $ 63.500. Se desea adquirir a crédito asi: una cuota inicial
de $ 15.000 y el resto financiado en 18 meses o cuotas mensuales iguales. Si la tasa de interés que se
cobra por la financiacion es del 3% mensual, hallar el valor de las cuotas.

Como se paga una cuota inicial de 48.500
$ 15.000, entonces el saldo por financiar
es de $63.500 - $ 15.000 = $ 48.500. De
tal manera que el diagrama del flujo de

. . 18
caja correspondiente es:
Los datos del problema son: A

P = $48.500; n = 18 cuotas; i = 3%
mensual; A=7?

Aplicando la formula (4-6) tenemos:
A = 48.500(A/P, 3%, 18) = $ 3.526,4

Es decir que el saldo financiado puede pagarse con 18 cuotas mensuales de $ 3.526,4 cada una.
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CALCULO DELTIEMPO

Para esta clase de anualidades, o sea las vencidas, el tiempo de la operacion medido en periodos coin-
cide con el numero de pagos, lo que no siempre se cumple para otras clases de anualidades. En nues-
tro caso, hallar el valor de n equivale tanto a hallar el niUmero de periodos como el nimero de pagos.

Esta variable puede calcularse a partir de cualquiera de las formulas (4-2) o (4-4), utilizando la
funcién logaritmica y la calculadora. Veamos con un ejemplo la ventaja que para estos casos tienen el
manejo de la calculadora y las funciones logaritmica y exponencial.

| EJEMPLO 4.5 |

Se tiene una deuda hoy de $42.000 y debe cubrirse en cuotas mensuales de $ 2.000 cada una; si la tasa
de interés que se cobra es del 3% mensual, jal cabo de cuanto tiempo se habra pagado la deuda?

El diagrama de flujo de caja es el si-
guiente: 42.000

Los datos del problema son:

P =3%42.000; A=%$2.000;i=3% n
mensual; n=7?
Como los pagos y la tasa estan 2.000

dados mensualmente, entonces n tam-
bién vendra dada en meses.

Aplicando la formula (4-3) tenemos:

B 1- (1,03)”}
42.000 = 2.000 {—0,03

Después de algunas operaciones llegamos a:

(1,03) "=0,37

Aplicando el logaritmo en ambos miembros tenemos:
-n/n(1,03) = In(0,37)

n = 33,6364

Este resultado puede interpretarse diciendo que al cabo de 33,6364 meses la deuda quedara
pagada. Sin embargo, en la practica no puede aplicarse este resultado textualmente debido a que el
manejo de la fraccion del mes es un poco dificil, y, por el contrario, se utiliza un nimero entero de
pagos, que en nuestro caso pueden ser 33 o 34 cuotas mensuales.

Cuando en un problema como el anterior el valor del tiempo es un niumero con parte decimal,
esta representa la parte de la cuota que, al final del ultimo periodo entero, quedaria pendiente para
cancelar en el periodo siguiente. En nuestro ejemplo, quiere decir que pueden pagarse 32 cuotas
de $ 2.000 cada una y queda un saldo del 63,64% de la cuota, o sea, 0,6364(2.000) = $ 1.272,8 para
cancelar al final del mes 34.

Si deseamos pagar solo 33 cuotas podemos tomar como base el andlisis anterior y tendremos 32
cuotas de $ 2.000 cada una y una ultima, en el mes 33, por el valor de:

2.000 + 1.272,8(1,03)' = $ 3.235,7

El desarrollo del ejemplo 4.5 no significa que sea la unica forma de adelantar esta clase de pro-
blemas. Hoy en dia, con la ayuda de la calculadora financiera, nos evitamos los pasos anteriores y
solamente utilizamos el programa de anualidades al que le suministramos los valores correspondien-
tesa P oaF, el valordel i% y el valor del pago uniforme A y le pedimos que calcule el valor de n, y
obtenemos asi el mismo resultado anterior.

147



148

Matematicas financieras

CALCULO DE LATASA DE INTERES

Para hallar la tasa de interés con base en las expresiones (4-2) o (4-4) debe utilizarse el método de
interpolacion lineal visto en el capitulo anterior, o recurrir a una calculadora financiera, caso en el cual
el resultado se obtiene més rapidamente.

| EJEMPLO 4.6 |

Un activo que tiene un precio al contado de $ 32.000 puede adquirirse financiado a 20 cuotas mensua-
les de $ 2.100 cada una. ;Cual es la tasa de interés mensual que se cobra?

El diagrama de flujo de caja corres-

pondiente es: 32.000

Los datos del problema son:

P = $32.000, A = $ 2.100; n = 20 0o} 2 32 20
cuotas; i% ="?

Aplicando la formula (4-4) tenemos: 2.100

32.000 = 2.100(P/A, i%, 20)

O sea:

(PIA, i% 20) = % - 15,2381

Por interpolacion lineal llegamos a i = 2,74% mensual.

Del mismo modo puede hallarse la tasa de interés si se trata de una expresion como la (4-2). Sin
embargo, dada la importancia que tiene el determinar la tasa de interés en una operacion financiera
donde la incégnita es precisamente la tasa, dedicaremos el capitulo 9 exclusivamente a este fin.

Por ultimo, debe advertirse que en la practica, y por tanto en el resto de este libro, cuando no se especifica
el momento de realizar el pago en una anualidad se sobreentiende que es vencido, y asi se habla de
cuotas uniformes mensuales o trimestrales, semestrales, etcétera, para indicar que la cuota se paga al
final del mes, del trimestre o del semestre respectivamente.

También es importante tener en cuenta que cuando se financia una deuda en cuotas iguales y
periddicas vencidas, los intereses que se calculan sobre el saldo deben amortizarse en la cuota de ese
periodo, lo que no necesariamente sucede con otras clases de anualidades.

| EJEMPLO 4.7 |

Financiar $ 5.400.000 a un ano y medio en cuotas trimestrales iguales y con un interés del 32% ATV.

Financiar una deuda es determinar cuan-
do y cuanto debe pagarse. En nuestro
ejemplo sabemos que los pagos deben
efectuarse cada trimestre durante un ano
y medio, de tal manera que solo queda o1 2 3 . 6
pendiente determinar el valor de los pa-

gos trimestrales iguales. El diagrama de

flujo de caja del deudor es el siguiente: A

5.400.000

Como la tasa de interés que cobra
el acreedor es del 8% trimestral, tene-
mos la expresion (4-3):
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_A11=0,08)"°
5.400.000—A{—0’08 }

De donde:
A=9%1.168.103

Lo que significa que el deudor debera cancelar cada trimestre la suma de $ 1.168.103. De nuevo,
esta clase de ejercicio puede desarrollarse con mayor rapidez apoyados en la calculadora financiera, a
la que debe darsele $ 5.400.000 con signo negativo como valor presente, seis como valor de n, el 8%
como valor de la tasa del i%, y se le pide el valor del pago —A en nuestro caso-.

La tabla 4.1 muestra la amortizacion de la deuda expresada en el ejemplo, de acuerdo con la tasa
estipulada y por el tiempo acordado

0 0 0 0 5.400.000
1 432.000 1.168.103 736.103 4.663.897
2 373.111,8 1.168.103 794.991,24 3.868.905,7
3 309.512,5 1.168.103 858.590,5 3.010.315,2
4 240.852,2 1.168.103 927.277,8 2.083.0374
5 166.643 1.168.103 1.001.460 1.081.577
6 86.526,2 1.168.130 1.081.577 0

Segun esta tabla de amortizacion de una deuda en cuotas uniformes y periédicas, el monto que se
paga por intereses en cada periodo va disminuyendo a medida que avanza el tiempo, en tanto que
el abono a capital va aumentando en cada periodo y el saldo va disminuyendo hasta llegar a cero (0)
en el ultimo periodo.

Se llama anualidad anticipada a aquella en la que los pagos se realizan al principio del periodo.

Las cuotas mensuales por concepto de arrendamiento y las cuotas periddicas de seguros son casos
de anualidades anticipadas, siempre y cuando no varien.

Para el calculo del valor presente y del valor futuro de una anualidad anticipada no necesitamos
establecer nuevas formulas, sino que podemos utilizar las expresiones (4-3) y (4-1) y adecuarlas a la
situacion que esté analizdndose, con algunas modificaciones, y asi poder resolver el mayor niumero
de situaciones o problemas con el minimo de férmulas. Por esta razon, las calculadoras financieras no
tienen incorporadas expresiones especificas para cada clase de anualidades, sino que ahi solamente
encontraremos las correspondientes a nuestras expresiones (4-1) y (4-3), y ellas, como ya se anoto,
pueden ser aplicadas a diferentes casos o problemas.

VALOR PRESENTE

Para hallar el valor presente de una anualidad anticipada, supongamos que tenemos una de tales
anualidades con n pagos por periodos anticipados de valor $ A cada uno, y con una tasa de interés
del i% por periodo.

149



150

Matematicas financieras

una anualidad anticipada es el siguiente:

El diagrama de flujo de caja para

El valor presente que se muestra

en la figura 4.9 puede calcularse de
dos formas diferentes: 01 2 n—1

a)

b)

Consideramos el pago del punto

0 y por separado los n — 1 pagos A

restantes y hallamos el valor pre- |  =7--7m-o-mmmmmmmmmmmmososoooo oo oo
sente total en el punto 0. De esta
manera, los n — 1 pagos anterio-
res constituyen una anualidad
vencida; por tanto, obtenemos la anualidad anticipada
expresion siguiente:

P=A+A(P/A,i%,n—-1)=A[1+(P/A,i%, n-1)] (4-7)

Podemos considerar la anualidad total de los n pagos y aplicarle el factor (P/A, i%, n). Este valor
presente asi obtenido quedara ubicado un periodo antes del primer pago, es decir, en el punto
-1; por tanto, para calcularlo en el punto 0 debemos aplicar el factor (F/P, i%, 1), es decir, mover
este valor de izquierda a derecha un periodo; de esta forma obtenemos la expresién siguiente:

P =A(P/A, i%, n) (F/P, i%, 1) (4-8)

Debe tenerse en cuenta que las expresiones (4-7) y (4-8) son equivalentes, y para fines practicos

Diagrama de flujo de caja y valor futuro y presente de una

puede utilizarse cualquiera de las dos.

EJEMPLO 4.8 |

Se tiene una obligacion que en un primer momento se habia pactado cubrir en 18 cuotas de $ 15.000
por mes anticipado; se decide pagarla al contado. Si la tasa de interés acordada es del 3% mensual,
hallar este valor de precio al contado.

El diagrama de flujo de caja corres- P
pondiente a este ejemplo es:

Los datos del problema son: 01 2 o 17 18
A =15.000; n = 18 pagos; i = 3%
mensual; P =7
15.000

mos:

Aplicando la formula (4-8) tene- | = Foeeteoemmesoiiooiooioooooooooooooooo s

P = 15.000(P/A, 3%, 18)(F/P, 3%, 1) = $ 212.491

O sea que el pago de contado de la obligacion tiene un valor de $ 212.491.
Obtenemos el mismo resultado si aplicamos la férmula (4-7):

P =15.000 + 15.000(P/A, 3%, 17) = $ 212.491

Una vez mas, un mismo problema puede resolverse de diferentes maneras si aplicamos correc-

tamente los principios de las matematicas financieras.
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VALOR FUTURO

Cuando se trata de una anualidad anticipada, debe especificarse el punto en el cual se desea hallar el
valor futuro, debido a que en la practica se presentan basicamente los dos casos siguientes: (a) calcu-
lar el valor futuro en el momento de efectuar el ultimo pago; o, (b) calcular el valor futuro al final del
ultimo periodo de la operacion financiera, es decir, un periodo después de efectuar el ultimo pago.

Para estos casos debemos tomar como referencia la figura 4.9.

Si el valor futuro corresponde al caso (a), aplicamos simplemente la formula (4-2) para n pagos
y obtenemos:

F._ =A(F/A, %, n)

Si el valor futuro corresponde al caso (b), aplicamos en un primer momento la féormula (4-2) y
este valor quedara acumulado en el punto n - 1, y luego con el factor (F/P, i%, 1) obtendremos el valor
futuro en el punto n. Es decir:

Fn = A(F/A, i%, n)(F/P, i%, 1) (4-9)

| EJEMPLO 4.9 |

El propietario de una casa recibe por concepto de arriendo de ella $ 350.000 mensuales, de los cuales
deposita el 40% cada mes en una corporacion de ahorro que paga el 2,5 % de interés mensual. Realiza
cada depodsito el mismo dia que recibe la renta. Si la casa estuvo arrendada por espacio de dos anos,
hallar la cantidad total acumulada en la cuenta de ahorros al final de los dos anos.

Con el supuesto de que el valor del

arriendo de un inmueble debe pagarse F
por mes anticipado, y de que en nuestro

caso la cantidad depositada cada mes 0o 1 2 o 23

es de 0,4 (350.000) = $ 140.000, el res- =

pectivo diagrama de flujo de caja es:
Los datos del problema son: 140.000

A =$ 140.000; n = 24 pagos; i% =
2,5% mensual; F=7?

Aplicando la férmula (4-9), pues
la pregunta hace referencia al caso (b)
anterior, tenemos:

F = 140.000(F/A, 2,5%, 24) (F/P, 2,5%, 1) = $ 4.642.087

Es decir, al cabo de dos anos de tener arrendada la casa, su propietario tendra ahorrados
$ 4.642.087.

En el ejemplo anterior, jcual sera la cantidad total acumulada en el momento de efectuar el ulti-
mo depdsito en la cuenta de ahorros?

Se llama anualidad diferida a aquella en la que el primer pago se realiza algunos periodos después
de iniciada la operacion financiera.
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Por ejemplo, se conviene amortizar una deuda adquirida hoy en cierto nimero de pagos mensua-
les iguales, y el primer pago debe realizarse en tres meses.

El caso general puede plantearse de la siguiente manera: una anualidad de n pagos iguales de
valor $ A cada uno, debiendo efectuar el primero dentro de k periodos y con una tasa de interés del
i% por periodo, correspondera a una anualidad diferida k periodos. Vamos a calcular tanto el valor
presente como el valor futuro de esta anualidad. El diagrama del flujo de caja correspondiente es el
que se muestra en la figura 4.12.

VALOR PRESENTE

Para hallar el valor presente en el pun-
to indicado en el diagrama que sigue
simplemente utilizaremos los factores
de anualidad y pago unico respecti-
vamente, y obtenemos:

0 1 2 ... k=1kk+1 1

Diagrama de flujo de caja de una anualidad diferida en k
periodos

P =A(P/A, i%, n)(P/F i%, k- 1) (4-10)

VALOR FUTURO

Para hallar el valor futuro en el punto indicado en el diagrama solo aplicamos la férmula (4-2), y tenemos:
F = A(F/A, i%, n)

En esta clase de anualidades, al periodo comprendido entre el inicio de la operacion financiera
y el primer pago de la anualidad se le conoce con el nombre de periodo muerto o periodo de gracia.
Existen diferentes modalidades en la practica. Algunas veces, en ese periodo de gracia se pagan solo
los intereses y en otros casos no se paga nada sino que los intereses van acumulandose hasta cuando
se inicie la anualidad. En el caso colombiano, los llamados créditos de ley quinta para el sector agro-
pecuario son un ejemplo de esta clase de anualidades diferidas.

| EJEMPLO 4.10 |

Se adquiere hoy un electrodoméstico financiado de la siguiente manera: 18 cuotas mensuales de
$ 26.000 cada una, para cancelar la

primera dentro de cinco meses y una

tasa de interés del 3% mensual. Trans- P

currido un mes, se opta por cubrir en

un solo pago el valor de la deuda; ha-

[lar el valor de este pago unico. 0 1 2 3 4 5 6 e 22

El diagrama de flujo de caja corres- | M)
pondiente al ejemplo es el siguiente: 26.000
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Los datos del problema son:

A =$26.000; n =18 pagos; i = 3% mensual; P, =?

donde P, representa el valor del pago unico dentro de un mes.

Aplicando la formula (4-10) tenemos:

P, =26.000(P/A, 3%,18) (P/F, 3%, 3) = $ 327.247

Este sera el pago Unico que debe hacerse en un mes, con el fin de cubrir la deuda.

En algunos casos, para estas anualidades el interés durante el tiempo diferido no es igual al inte-
rés durante el tiempo en que se pagan las cuotas. Para estos casos simplemente se aplican los facto-
res correspondientes con sus tasas respectivas. En los problemas de final de capitulo encontraremos
ejercicios que hacen referencia a esta situacion.

Se llama anualidad perpetua a aquella en la cual no existe el ultimo pago.

Una cuota fija anual que el Gobierno aporte a una institucion de beneficencia o para el mantenimien-
to de una via publica, y que estos aportes se hagan por tiempo indefinido, constituyen anualidades
perpetuas.

Aun cuando en la practica son muy escasos los problemas que se ajustan a una anualidad perpe-
tua, el objetivo de estudiar esta clase
de anualidades es facilitarnos el estu-
dio de las series perpetuas de pagos
variables, que veremos en el capitulo 5 P
y que son de mayor aplicacion.

Tomemos el caso general de una
anualidad perpetua cuyos pagos tie-
nen un valor $ A y una tasa de interés
del i% por periodo. Para esta clase de
anualidad no existe el valor futuro sino
solo el valor presente.

0 1 2 & n n+ 1.

El diagrama de flujo de caja corres-
pondiente se muestra en la figura 4.14: Diagrama de flujo de caja de una anualidad perpetua

Siempre que se trate de una serie
perpetua de pagos, el método para hallar el valor presente es considerar los n primeros pagos de la
serie y determinar el correspondiente valor presente.

Al crecer n se origina una sucesion {P } que depende de n; el valor presente de la serie sera igual
al limite (si existe) de esta sucesion.

Para nuestro caso tenemos que P, = A(P/A, i%, n); entonces el valor presente P estara dado por:
P=1lim P,

n— w
O sea:

«~ =N
P = limA(PIA, i%.n) = //'mAP_“—,’L’)} _A
n—>o n—w ] I
Esto nos indica que para la anualidad perpetua representada en la figura 4.14, el valor presente
esta dado por la expresion:
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P = A (4-11)
i
Una anualidad perpetua también puede ser anticipada o diferida; el manejo de estas clases de
anualidades se basa en el uso de la expresion (4-11) de una anualidad vencida al caso correspondien-
te, teniendo en cuenta lo que se hizo con la expresion (4-4) de una anualidad finita vencida, al tratar la
anticipada y la diferida.

| EJEMPLO 4.11 |

Supongamos que el mantenimiento de un activo de vida util perpetua va a tener un costo anual de
$ 120.000. Se desea constituir un fondo con un depdsito unico hoy en una cuenta de ahorros que
paga un interés del 30% anual, de tal manera que cada ano puede retirarse de esta cuenta la suma
necesaria para cubrir el costo de mantenimiento. Hallar el valor del depdsito.

El diagrama del flujo de caja correspondiente al ejemplo es similar al de la figura 4.14. Los datos del
problema son:

A =$120.000;i=30% anual; P="7?

Aplicando la férmula (4-11) obtenemos:

P = 120.000 = 400.000
0,3

Esto quiere decir que con un deposito hoy de $ 400.000 podremos retirar cada ano, y a perpetui-
dad, la suma de $ 120.000.

Esto se debe a que los $400.000 que se depositan inicialmente devengan unos intereses anuales del
0,3%(400.000) = 120.000, que es precisamente el valor del retiro anual para cubrir el mantenimiento
del activo; o, en otras palabras, con los solos intereses anuales se cubre el costo anual de mantenimien-
to del activo de vida util perpetua.Todo lo anterior es valido siempre y cuando la tasa de interés anual
se mantenga constante, porque si llega a bajar del 30% anual y los costos siguen siendo de $ 120.000,
entonces el capital se disminuye a causa del retiro, y de pronto algin dia ese capital se agotara.

En muchos de los problemas practicos de una operacion financiera debe tenerse en cuenta que
la tasa de interés con que se realiza esta operacién no siempre es constante a lo largo del tiempo; por
tanto, se necesita considerar los cambios que pueda sufrir la tasa de interés.

| EJEMPLO 4.12 |

Usted tiene un contrato que estipula el pago de una deuda mediante 30 cuotas mensuales iguales de
$ 22.000 cada una y un interés sobre saldos del 30% anual durante el primer afno y del 33% anual de
ahi en adelante. Si usted desea saldar hoy este contrato con un pago unico, jde cuanto es ese pago?

En primer lugar debe hallarse la tasa P
mensual equivalente a cada una de las 291% 24%

0o 1 2 12 13 14 30
tasas anuales dadas en el problema.

Estas son del 2,21% mensual para el
primer ano y del 2,4% mensual de ahi
enadelante. | SRS ALY AP R R

El diagrama de flujo de caja es el
siguiente:

Donde P es el valor del pago uni-
co que va a realizarse hoy y que segun el flujo de caja equivale al valor presente de la anualidad.
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Dado que la tasa de interés no es la misma para los 30 meses, debe hallarse el valor presente por
fracciones, es decir, calculando el valor presente de cada uno de los grupos de pagos iguales que solo
estan diferenciados por la tasa de interés.

Entonces:
P =22.000(P/A, 2,21%, 12) + 22.000(P/A, 2,4%, 18)(1,0221)'2 = $ 474.708

Igualmente, puede tratarse el caso de financiar una deuda de hoy mediante un determinado nu-
mero de cuotas uniformes y periddicas, teniendo en cuenta que hay cambios en tasa de interés que
cobra el acreedor.

Veamos, también con un ejemplo, como manejar estos casos.

| EJEMPLO 4.13 |

Usted debe financiarle a una persona una deuda por el valor de $ 3.000.000 de hoy a 20 meses con
cuotas mensuales iguales y un interés del 29% nominal trimestral, durante el primer ano y del 34,5%
anual de ahi en adelante.

Como en el ejemplo anterior, debemos 3.000.000

calcular la tasa efectiva mensual equi-
2,36% 2,5%

0 1 2 12 13 14 20
valente a cada una de las tasas dadas

en el problema. Estas tasas son del
2,36% mensual para el primer ano y
del 2,5% mensual de ahi en adelante. |  C___ Y Y U Y . __.]

El diagrama de flujo de caja es el
siguiente:

Los $ 3.000.000 corresponden al
valor presente de las cuotas que deben pagarse vy, al igual que en el ejemplo anterior, este valor pre-
sente debe calcularse en forma parcial. Entonces tenemos:

3.000.000 = A(P/A, 2,36%, 12) + A(P/A, 2,5%, 8) (1,0236)'2
De donde:
A =$190.297

De esta manera, con 20 cuotas mensuales de $ 190.297 cada una y con cambio en la tasa de inte-
rés puede pagarse la deuda de $ 3.000.000 de hoy.

En forma similar se manejan los casos ya sea de calculos del valor presente o de financiacién
de deudas, cuando se trata de cuotas uniformes y tasa de interés que cambie varias veces durante el
tiempo de la operacion financiera.

Otro caso que merece tomarse en cuenta es el de financiar una deuda de hoy a un determinado
plazo con cuotas uniformes, cubriendo la primera algunos periodos después de iniciada la operacion
financiera, sabiendo ademas que se cobrara una determinada tasa durante los periodos de no pago de
cuotas o periodos de gracia y otra tasa para el tiempo en que estan pagandose cuotas.

| EJEMPLO 4.14 |

Financiar $ 1.000.000 a un ano con cuotas mensuales iguales; la primera cuota debe pagarse en cuatro
meses, sabiendo que la tasa de interés sera del 3,5% mensual durante los cuatro primeros meses y del
4% mensual de ahi en adelante.
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El diagrama de flujo de caja es el

. 1.000.000
siguiente:
Vamos a equilibrar el diagrama 3,5% 4%
en el punto 0. Para ello nos ubicamos
primero en el punto 4 del diagrama 0 1 2 3 4 5 12

debido a que ahi cambia la tasa de in-

terés; esto nos enfrenta con una anua-

lidad anticipada cuyo valor presente

estara dada por A(P/A, 4%, 9)(1,04).

Enseguida llevamos este valoralpup- | v v
to 0 con la tasa de interés mensual A
correspondiente y ahi equilibramos el

diagrama. En resumen quedara:

1.000.000 = A(P/A, 4%, 9)(1,04)(1,035)*
A =9%$148.39790
Es decir, segun las condiciones del problema, la cuota mensual sera de $ 148.397,9.

Estos ejemplos relacionados con anualidades tienen como objetivo que el estudiante se fami-
liarice con el tratamiento de las series uniformes antes de entrar a resolver las diferentes clases de
ejercicios que encontrard mas adelante en la seccion de problemas al final del capitulo.

| EJEMPLO 4.15 |

Financiar $ 3.000.000 de hoy a tres anos en cuotas mensuales iguales y con un interés del 24% MV du-
rante el primer ano y del 29% anual de ahi en adelante, sabiendo que la primera cuota se paga dentro
de seis meses y que la Ultima debe ser el doble de la cuota uniforme.

Es importante tener en cuenta que, | 3.000.000
como en el ejemplo, cuando se espe-
cifica el tiempo de financiaciéon de la
deuda este debe contarse a partir del
punto inicial y no desde el momento
en gue se paga la primera cuota.

2% 2,14%

0 1 2...6 7... 12 13 35 36

En nuestro caso el diagrama de | = tttrtommmostomoommmmmoomoooooooooooooos

flujo de caja del deudor es el siguiente: oA

Sitomamos el punto 0 como pun-
to focal o punto para equilibrar el flujo
de caja, tenemos:

3.000.000 = (P/A, 2%, 7)(1,02)% + A(P/A, 2,14%, 23)(1 ,02)'2 + 2A(1 ,0214)-24(1,02)'2
=A[(P/A, 2%, 7)(1,025+ (P/A, 2,14%, 23)(1 ,02)"2 + 2(1 ,0214)24(1 ,02)'?]
A=$142.749

Esto quiere decir que el deudor deberéd pagar 30 cuotas mensuales de $ 142.749 comenzando
dentro de seis meses y una ultima cuota en el mes 36 por valor de:

2(142.749) = $ 285.498

| EJEMPLO 4.16 |

El Gerente de una empresa solicita un préstamo por $ 45.000.000 a un banco, y se compromete a pa-
gar esta deuda en dos anos y medio con cuotas mensuales iguales y con un interés del 3% mensual
para el primer ano y del 3,56% mensual de ahi en adelante. Para cumplir esta obligacion, el Gerente
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autoriza hacer depositos iguales por mes anticipado en una cuenta de ahorros que paga un interés del
2,5% mensual. El valor del depdsito debe ser tal que al final del mes se tenga la suma exacta para pa-
gar la cuota del banco. Al cabo de diez meses la cuenta de ahorros aumenta la tasa de interés al 3,4%
mensual, y la empresa continta haciendo los mismos depdsitos. Hallar el saldo que tendra la empresa
en la cuenta de ahorros una vez saldada la deuda con el banco.

. . 45.000.000
Lo primero que debe hacerse es finan- 3% 3,5%

ciar la deuda de la empresa con el ban-
co. El siguiente es el diagrama de flujo 0o 1 2 o 12 13 o 30
de caja del deudor, que en este caso es

la empresa.

De tal manera que si equilibramos A
el diagrama en el punto 0, tenemos: | T TTTTITIT T I mmmm AT

45.000.000 = A(P/A, 3%, 12) + A(P/A, 3,5%, 18)(1,03)"2
A =$2.343.142

Lo que quiere decir que la empresa debera pagarle al banco, durante 30 meses, cuotas uniformes
de $ 2.343.142 cada una.

A su vez, la empresa debera depositar, al principio de cada mes, una cantidad uniforme de $ X,
de tal manera que si este depdsito gana 2,5% mensual, al final del mes la empresa tendra la suma de
$ 2.343.142. Entonces tenemos:

2.343.142 = X(1,025)
X =2.285.99

Este valor de $ 2.285.992 se depositara al principio de cada mes y asi la empresa podra disponer
de $ 2.343.142 al final del mes para cubrir la cuota del banco.

El depdsito que se haga en el décimo mes ya ganara el 3,4%, y se convertira al fin de mes en:
2.285.992(1,034) = $ 2.363.716

de los cuales debera retirar solamente
$ 2.343.142, y quedara un saldo de $
20.574. Lo mismo para los siguientes
depdsitos hasta el ultimo, que se rea-
lizara en el mes 29. El saldo que tenga
la empresa al final del mes 30 seran los ooc f. 30
excedentes de cada mes, y el flujo de

caja que nos permita calcular ese saldo

sera el siguiente:

Donde S es el saldo que la empre-
sa tendrd en la cuenta de ahorros una
vez pagada la deuda al banco. Este sal-
do estara dado por:

S =20.574(P/A, 3,4%, 20) = $ 575.884

Como podemos darnos cuenta, es posible que en un mismo problema se necesite representar
graficamente varios flujos de caja, siempre y cuando esto nos ayude a clarificar y precisar mejor las
distintas operaciones financieras que puedan presentarse en un mismo problema.

Otro caso de series uniformes que se presenta comunmente es aquel que consiste en financiar
una deuda en cuotas periddicas iguales bajo una tasa de interés conocida inicialmente, pero con la
condicion de que cuando la tasa de interés varie, entonces varian las cuotas a otra cantidad también
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uniforme. Esto corresponde a una de las condiciones acordadas entre las partes cuando el acreedor
le financia al deudor una suma de dinero bajo el sistema de cuotas uniformes y que generalmente
aparece en una de las clausulas del contrato de la forma de amortizacion de la deuda.

En resumen, lo que se hace es financiar la deuda original con la tasa acordada en el momento del cré-
dito, y cuando la tasa de interés del mercado cambie se determina entonces el saldo en ese momento y se
vuelve a financiar por el tiempo que falte, y asi sucesivamente hasta el final del tiempo de amortizacion.

De esta manera, por ejemplo, para una deuda de $ 45.000.000 de hoy se acuerda entre las partes
un plazo de tres anos para amortizar la deuda en cuotas mensuales iguales y una tasa del 18,6% MV,
pero con la condicion de que cuando la tasa en el mercado varie (aumente o disminuya) también va-
riara el valor de la cuota, pero seguira siendo uniforme.

El lector debe elaborar el diagrama del flujo de caja, y con la tasa de interés del 18,6% MV equi-
valente al 1,55% mensual se tiene que:

45.000.000 = A, (P/A, 1,55%, 36)

Luego:

A, =$1.640.434,35

Seria la cuota mensual durante los tres anos.

Sin embargo, al cabo de un ano la tasa de interés en el mercado bajo al 17,04% MV, por lo tanto,
de ahi en adelante las cuotas deben disminuir respecto de la cuota del primer ano.

El saldo al cabo de un ano es igual al valor en ese punto de las cuotas que aun faltan por pagar.
Es decir:

Saldo = 1.640.434,35(P/A, 1,55%, 24) = $ 32.668.545,3

Asi que de ahi en adelante las cuotas mensuales iguales se obtienen financiando este saldo.
O sea que:

32.668.545,3 = A (P/A, 1,42%, 24)

A,=$1615.834,8

Y estas serian las cuotas mensuales durante los dos anos restantes.

Pero suponga que a los 15 meses de estar pagando esta cuota, la tasa en el mercado disminuye
al 13,92% MV, o sea, al 1,16% mensual.

De nuevo se debe calcular el saldo en esa fecha, que estara dado por:
S =1.615.834,8(P/A, 1,42%, 9) = $ 13.561.546,22

Y de nuevo financiar este saldo a los nueves meses restantes y con una tasa de interés del 1,16%
mensual.

O sea que:

13.561.546,22 = A,(P/A, 1,16%, 9)

A, =$1595578,8

Y este seria el valor de la cuota uniforme para los ultimos nueve meses del tiempo del crédito.

El lector debe construir, en este momento, el diagrama del flujo de caja del crédito original con
las cuotas que realmente se cancelaron a lo largo de los tres anos.

A continuacion damos un ejemplo en el cual, a pesar de contener pagos periodicos e iguales, las
formulas vistas para anualidades no son suficientes para dar solucion al problema; aun asi, gracias al
apoyo que podemos encontrar en las ecuaciones de diferencia finita, es posible hallar la solucién sin
necesidad de acudir al proceso interactivo de uno a uno de los pagos.
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| EJEMPLO 4.17 |

Supongamos que una ley exige que toda inversion que se haga en una institucion financiera pague
un impuesto del 12% anual sobre los intereses devengados en ese ano. Usted invierte alli la suma de
$3.000.000, y la institucion promete pagarle el 36% anual de interés. Hallar el total acumulado al cabo
de diez anos, si ademas cada trimestre usted deposita $ 50.000 durante los diez afos.

Como ya se anotd, a pesar de hacer

un deposito uniforme cada trimestre F
de $ 50.000, no es posible tratarlo en
su conjunto como una anualidad, sino
que tendremos que analizar lo que su-
cede en un ano cualquiera. Podemos
tratar el problema a partir del siguiente | VNV VY
diagrama de flujo de caja en periodos 50.000
anuales, debido a que el descuento se 3.000.000

hace cada ano.

Como la tasa de rendimiento del
dinero es del 36% EA, pero los depé-
sitos se hacen cada trimestre, es obvio que necesitamos la tasa trimestral equivalente, y que para
nuestro caso es del 799% trimestral.

De tal manera que si llamamos F, al valor futuro o acumulado al final del afno t después del depo-
sito y del descuento del 12% sobre los intereses de ese ano, similar interpretacion tendriaF,, ,, y asila
relacion entre estos dos valores sera:

F.,,=F +036F, +225272-0,12[0,36 F, + 25.272]

t

Donde:
225.272 = 50.000(F/A, 7,99%, 4)

representa el acumulado al final del aho como resultado de los cuatro depdsitos trimestrales de $50.000.
De esta suma, $ 200.000 corresponden a capital y $ 25.272 a intereses anuales sobre los cuales también
debe pagarse el impuesto del 12% anual.

La ecuacion anterior es equivalente a:
F..,=13168 F +222.239 con F_=$ 3.000.00

t

Esta es una ecuacién de diferencia finita cuya solucion es de la forma:
1-(1,3168 )
F, = (1,3168)' (3.000.000) + 222.239 1-(3168)
1-1,3168
Finalmente, el saldo al cabo de diez anos sera:
F,, = $57.318.437

Otro caso comun es aquel en el que se amortiza una deuda con cuotas uniformes periédicas y
ademas cuotas extraordinarias que en algunos casos también son iguales y periddicas, pero diferen-
tes de las primeras tanto en el valor como en el periodo.

| EJEMPLO 4.18 |

Se invierte hoy la suma de $ 9.000.000 en una entidad financiera que paga un interés del 1,5% men-
sual. Cada mes se deposita alli la suma de $ 30.000. Hallar el total que se tendra acumulado al cabo
de cinco anos.
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El diagrama de flujo de caja es el siguiente:

9°000.000

El valor futuro al cabo de 60 meses estara dado por:

F =9.000.000(1,015)% + 30.000(F/A, 1,5%, 60) = $ 24.875.417

| EJEMPLO 4.19 |

Resolver el ejemplo anterior para el caso en el que la institucion haga un descuento o retenciéon cada
mes del 1% sobre los intereses devengados en ese mes.

El diagrama de flujo de caja para este caso es el siguiente:

2 3 .t 1A A60

30.000
9'000.000

La relacion que hay entre F,_, y F es:

F..,=F,+0,015 F,—0,01(0,015 F) + 30.000

Es decir:

F.,, = 1,01485 F, + 30.000; con F, = 9.000.000

y la solucién de esta ecuacion es:

—(1,01485 )'
. (9.000. 000 |1=2(1.01485 )
. =(1,01485)"(9.000.000) + 30 000{ 1-1,01485 }

Y asi:
F,, = $ 24.666.869

representa el valor total acumulado al cabo de cinco anos.

Se puede observar la diferencia tanto en el planteamiento de los dos ejemplos anteriores como en el
resultado final debido a lo diferente de las condiciones en el enunciado de cada uno de los problemas.

Cuando, como en el ejemplo 4.19, se presenta una retencion o descuento sobre los intereses
devengados en el periodo, el problema también se puede plantear de la siguiente forma:
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Si la tasa de interés es del 1,56% mensual y el descuento sobre los intereses es del 1% mensual,
entonces la tasa real mensual en este caso sera:

Tasa real = tasa de interés — (tasa de retencion)(tasa de interés)
Es decir, si i es la tasa real mensual, entonces:
i,=0,015-0,01(0,015) = 0,015(1 - 0,01) = 0,01485

O sea que bajo las condiciones del ejemplo 4.19, la tasa real devengada es del 1,485% mensual,
y asi el valor futuro de las inversiones es:

F =9.000.000(1,01485)% + 30.000(F/A, 1,485%, 60) = $ 24.666.869

y corresponde al resultado obtenido en el ejemplo 4.19.

| EJEMPLO 4.20 |

Financiar una deuda de $ 3.000.000 a dos afnos en cuotas mensuales iguales y cuotas extraordinarias se-
mestrales que sean el doble de las cuotas mensuales, sabiendo que la tasa de interés es del 34,49% EA.

El diagrama de flujo de caja es el si- 3.000.000
guiente:

Como tenemos cuotas tanto men-
suales, de valor A cada una, como cuo-
tas semestrales de valor 2A cada una,
necesitamos convertir la tasa efectiva
anual del 34,94% a sus equivalentes | P Y
mensual y semestral; asi, tenemos:

o1 2 6 7 . ..12 13 .18 21 . 24

El 34,94% tasa efectiva anual es 2A
equivalente al 16,16% semestral. La
tasa equivalente mensual del 34,94% es
2,65286, y la semestral es del 16,16%.

Por tanto, equilibrando el diagrama en el punto 0 tenemos:
3.000.000 = A(P/A, 2,5286%, 24) + 2A(P/A, 16,16%, 4)

Dejando el valor de A en la ecuacion anterior, llegamos a que A = 128.168,34. Por consiguiente,
la financiacion consistira en pagar 24 cuotas mensuales de $ 128.168,34 cada una y cuatro cuotas se-
mestrales de $ 256.336,67.

Otro de los casos utilizados para la amortizacion de una deuda es aquel en el que se pacta una tasa an-
ticipada pero el deudor paga en total cada periodo, excepto en el punto inicial, cantidades iguales que
constan del abono a capital mas los intereses anticipados por el saldo pendiente en ese momento.

A continuacion se deducira la expresion que permita determinar el valor del pago periédico, en
las condiciones expuestas anteriormente.

Sean:

D_: deuda original para autorizar en n periodos
n: numero de pagos uniformes

i: tasa de interés por periodo anticipado

A: valor total por pagar en cada periodo
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El diagrama de flujo de caja, en el que la parte del pago dibujado en forma aritmética corresponde al abono
a capital y lo discontinuo representa los intereses pagados en ese momento, es el siguiente:

D

0

El abono a capital se hara en los siguientes pagos:

Con el pago n: A

Conelpagon-1:A-iA=A(1-1i)
Conelpagon—-2:A-i{A(1-i)+A}=A(1-1i)?

Con el pago tres: A(1 —i)"~3

Con el pago dos: A(1 —i)"~2

Con el pago uno: A(1 —z)" "

Asi que la deuda original sera igual a la suma de estos abonos; o sea:
D.=A+AM =)+ A1 =i+ .+ AT -3+ A1 i) 2+ A1 - i)

que corresponde a la suma de los n primeros términos de una progresion geométrica de razén
r=1-iy primer valorA.

Aplicando la expresion (1-5) para r #1 tenemos:

5 :Ar—m—i?"}:AF—m_— i)"}

° 1-(1-1) i

De donde:

A=D, {;} (4-12)
1— (1= i)n

Con esta expresion puede calcularse la cuota total uniforme que se pagara a partir del primer
periodo para el caso descrito inicialmente.

| EJEMPLO 4.21 |

Un banco comercial le otorga un crédito a una persona por valor de $2.000.000 en las siguientes con-
diciones: tiempo, un ano; tasa de interés, 32% TA; intereses pagados por trimestre anticipado, abono
a capital por trimestre vencido y cuotas uniformes a partir del primer trimestre.

El diagrama de flujo de caja es el siguiente: $ 2.000.000
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2.000.000

trimestres
4

160.000

Donde la tasa de interés es el 8% trimestral anticipada. A partir de la expresién (4-11) tenemos:
__ 008
1-(1-0,08)*
Por tanto, los abonos al capital en cada trimestre seran los siguientes:
En el primero: A(1-1i)°=$ 439.305,32

En el segundo: A(1 —i)?=$ 477.505,78

En el tercero: A(1 —i) =$ 519.028,01

En el cuarto: A = $ 564.160,89

A= 2.000.000{ } = $ 564.160,89

Como ejercicio, el estudiante debera calcular el valor de los intereses pagados al principio de cada
trimestre y, luego, adicionar a los respectivos abonos al capital para comprobar que efectivamente la
cuota total es uniforme desde el primer trimestre.

1. Una ciudad debe hacer el mantenimiento de una via durante 15 anos. El costo promedio anual
del mantenimiento asciende a $ 45.000.000. La ciudad tiene 830.000 habitantes y ha determina-
do que para cubrir el costo anual cada habitante debera pagar un impuesto trimestral uniforme;
estos impuestos se depositaran en una institucion que paga el 2,7% mensual de intereses, de tal
manera que al final del ano se tenga la suma necesaria para el mantenimiento. Hallar el valor del
impuesto que cada ciudadano debera pagar trimestralmente.

_ . 45.000.000
Es suficiente analizar el problema para
un ano, porque en los demas se tiene
la misma situacion.
. L 0 1 2 3 .

El diagrama es el siguiente: tzmestres

Sea X el total depositado cada tri-
mestre por todos los habitantes. | v__________ N _ .Y ...\

X

Tasa de interés: 2,7% mensual y
8,32% trimestral.

Entonces:
45.000.000 = X(F/A, 8,32%, 4)
X =$9.939.337

Impuesto trimestral/habitante = 9.939.337/830.000 = $ 11.975
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2. Financiar $ 10.000.000 a tres anos en cuotas mensuales iguales debiendo cancelar la primera
dentro de 8 meses y dos pagos adicionales por valor de $ 1.500.000 cada uno en los meses 15y
26, sabiendo que la tasa de interés es del 30% anual durante el primer ano y del 35% anual de ahi
en adelante.

Sea X el valor de la cuota mensual.

10.000.000 2.21% 2,53%

0123 ... 789 12 15 26 36 meses

1.5600.000 1.500.000

10.000.000 = 1.500.000 [(1,0253) *(1,0221) * + (1,0253 ) "* (1,0221) %]

X = $ 457,682 . Y
+x(P/A2.21%,5)(1.0211,5)(1.0221) " + X (P /A,2.53%, 24)(1,0221)

3. Conelfindereunir$ 15.000.000 para dentro de cinco anos, usted abre una cuenta de ahorros con
un depdsito inicial de $ 1.300.000 y luego depdsitos mensuales iguales durante los cinco anos.
Si al cabo de dos anos usted debe retirar de la cuenta la suma de $ 2.000.000, hallar el valor de
los depdsitos mensuales para que a los cinco anos tenga la cantidad deseada, sabiendo que la
cuenta de ahorros paga el 3% mensual durante los dos primeros anos y el 3,8% mensual en los
tres anos siguientes.

Sea X el valor de la cuota mensual:

3% 2.000.000 3.8% 15.000.000
/ / \
0 123 4 \ 24 60 meses

1.300.000

15.000.000 + 2.000.000 (1,038)*° = 1.300.000 (1,03)*(1,038)*°
+ X[(F/A,3%,24)1,038)°+ (F/A,3,8%,36)]
X = $ 60.788

4. Un empleado que acaba de pensionarse decide comprar un automoévil para trabajar. Debe pagar
una cuota inicial equivalente al 30% del valor del precio al contado del automoévil y el resto a cua-
tro anos en cuotas mensuales iguales y un interés del 19,56% EA. Al cabo de dos anos y medio de
estar pagando cuotas, la compania que financié la deuda le informa al propietario del carro que
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las cuotas que aun faltan por pagar tienen en ese momento un valor de $ 15.600.000. Determinar

el valor del precio al contado del automovil.

Sea X el valor al contado del automovil:
15.600.000=A(P/A1,5%,18)

X
A =$995.370
0,7X =995.370 (P/A, 1,5%, 48)
01 2 3 4 ... 30 48
X =$48.407.052
N
0.3X

5. Una persona adquiere hoy un apartamento con el siguiente plan: cuota inicial financiada a seis
meses con pagos mensuales de $ 3.100.000 cada uno y a un interés del 18% MV vy el resto a
ocho anos con cuotas mensuales iguales, debiendo cancelar la primera de esas cuotas dentro
de cuatro meses y con un interés del 23% EA. Determinar el valor de las cuotas mensuales si el
apartamento tiene un precio al contado de $ 140.000.000.

X: valor de las cuotas mensuales

140.000.000

01 2 3 45 6 .. 96 meses

Tasas de interés: 23% EA <> 1,74% mensual
18% MV < 1,5% mensual

140.000.000 = 3.100.000 (P/A,1.5%, 6) + X(P/A1,74%,93)(1,0174) °
X = $ 2.805.820

6. Financiar $ 30.000.000 de hoy a dos ahos en cuotas mensuales iguales y cuotas adicionales tri-
mestrales iguales al doble de la cuota mensual. Tasa de interés del 2% mensual para el primer
ano y del 7% trimestral de ahi en adelante.

A:Valor de la cuota mensual
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30.000.000
01 2 3 6 ... 12 13 14 15 24 meses
A
2A
/
2% mensual 2.28% mensual
6.12% trimestral 7% trimestral

30.000.000 = A(P/A, 2%,12)+ A(P /A, 2.28%,12)(1,02) "2+ 2 A(P/A, 6,12%, 4)
+2A(P/A, 7%, 4)(1,0612)™*

= A[31,025278]

A = $966.953

2A=%$1.933.906

7 Una empresa adquiere un crédito hoy por valor de $ 120.000.000 de una institucion financiera. La
deuda debe pagarse en un tiempo de tres anos con cuotas trimestrales iguales y un interés del 15,4%
TV. Usted como Gerente de esa empresa ordena ahorrar cada mes la cuarta parte de las utilidades
mensuales en una corporacién que paga el 12,28% EA. ;Cuales deberan ser las utilidades mensuales
de su empresa para que con este plan de ahorro la deuda quede saldada al cabo de los tres anos?

Tasa de interés del crédito: 3,85% trimestral
Financiacion del crédito:

120.000.000 = A(P/A, 3,85%,12)

A= $12.675.224
Diagrama de flujo con la corporacion:

01 2 3 4 5 6 . 36/meses

Tasa de interés: 2,94% trimestral

< 0,97% mensual

X:Valor del ahorro mensual

X (P/A, 0,97 %, 36)=12.675.224 (P/A,2,94 %, 12)
X =$4.183.934

Utilidades mensuales = 4X=$16.735.736
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8. Financiar $20.000.000 en cuotas mensuales de $ 1.230.000 cada una y un interés del 26,4% MV,
determinando el nimero de cuotas y el valor de la ultima.

El diagrama de flujo de caja es el si-
guiente: 0 1 2 3 n

Equilibrando el diagrama en el
punto O se tieneque: | TTTTTTTTTToooooooooooooooooooooooooooooooooooos

20.000.000 = 1.230.000 (P/A,2.2%, n)
O sea:

n = 20,34 cuotas

Como las cuotas son mensuales, entonces el problema puede tener dos soluciones: a) cancelar
la deuda en 20 cuotas; o, b) cancelar la deuda en 21 cuotas.

Para el caso a) tenemos que 19 cuotas son uniformes de $ 1.230.000, y la ultima diferente de un
valor $ X; por lo tanto, se cumple que:

20.000.000 =1.230.000(P/A,2.2%,19) + X (1,022 )'20
O sea:
X =% 1.648.119,6

Para el caso b) tenemos que 20 cuotas son uniformes de $ 1.230.000 y la ultima es diferente y de
un valor $ X; por lo tanto, se cumple que:

20.000.000 =1.230.000 (P/A,2.2%,20)+ X (1,022 )
O sea:
X =$427318,2
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AUTOEVALUACION

1.

Una anualidad es:

a) Una serie de pagos anuales
b) Una serie de pagos periddicos
¢) Una serie de pagos uniformes

d) Una serie de pagos periodicos e iguales

Para hallar el valor presente de una anualidad anticipada es necesario utilizar una tasa anticipada.
a) Si
b) No

En una anualidad, el nimero de pagos es igual al nimero de periodos.
a) Siempre
b) Algunas veces

c¢) Nunca

Al aplicar el factor (P/A, i%, n) para hallar el valor presente de una anualidad, ese valor queda ubicado:
a) Donde esta el primer pago

b) Un periodo después del primer pago

¢) Un periodo antes del primer pago

d) Donde esta el ultimo pago

Cuando una deuda se financia con una anualidad, entonces:

a) Entodos los pagos se amortiza la misma cantidad de capital.

b) Entodos los pagos se cancela la misma cantidad de intereses.

¢) En cada pago se amortiza al capital una cantidad menor que en el anterior.

d) En cada pago se cancela una cantidad de intereses menor que en el anterior.

Al aplicar el factor (F/A, i%, n) para hallar el valor futuro de una anualidad, este valor queda ubicado:
a) Un periodo antes del ultimo pago

b) Un periodo después del ultimo pago

c¢) Donde se haga el ultimo pago

d) Ninguna de los anteriores

Dos anualidades son equivalentes cuando:
a) Tienen el mismo nimero de pago

b) Las tasas son equivalentes

¢) Sus valores presentes son iguales

d) Ninguna de las anteriores



10.

1.

Capitulo 4: Series uniformes o anualidades

;Qué relacién financiera existe entre una anualidad, su valor presente y su valor futuro?

Una anualidad perpetua se puede hacer equivalente a:
a) Una anualidad finita anticipada

b) Una anualidad finita vencida

¢) Una anualidad finita diferida

d) Cualquiera de las anteriores

Describa el procedimiento para financiar una deuda en cuotas mensuales iguales cuando cambia
la tasa de interés, para los siguientes casos:

a) Las cuotas se deben mantener iguales durante todo el tiempo de la amortizacion de la deuda.

b) Las cuotas son uniformes pero cambian de valor al cambiar la tasa de interés.

Si una anualidad es anticipada, entonces para hallar tanto su valor futuro como su valor presente
se debe utilizar una tasa anticipada. Justifique su respuesta.
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1.1

1.2

1.3

1.4

15

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

¢Qué cantidad debera invertir hoy una persona en una cuenta de ahorros que paga un interés del
30% capitalizable mensualmente para poder retirar $ 25.000 mensuales durante tres anos?

Senale qué series de pagos uniformes seran equivalentes a cada uno de los valores siguientes:
a) $1.600.000 en ocho anos, pagos anuales y una tasa de interés del 8% trimestral.
b) $3.100.000 en cinco anos, pagos semestrales y una tasa de interés del 33% anual.

¢) $1.500.000 de hoy, pagos mensuales durante un ano y una tasa de interés del 15% semestral.

En una universidad existe la costumbre de que cada promocion semestral hace una donacion
por concepto de $ 500.000 diez anos después de graduados. Esta costumbre se inicid en junio
de 1978 con el grupo que termino en junio de 1968. Si la universidad invierte estas donaciones
semestrales en una institucion financiera que paga un interés del 34% anual, ;jcuanto tendra acu-
mulado la universidad por concepto de estas donaciones en diciembre de 19937

Tres personas, A, By C, deciden ahorrar dinero durante tres anos; determinar cual tiene la ma-
yor cantidad al cabo de los tres anos, sabiendo que A hace depdsitos mensuales de $30.000 vy la
tasa de interés es del 32,4% AMV, B deposita $ 100.000 cada trimestre al 33% ATV, y C deposita
$ 205.000 cada semestre al 34% anual.

Un padre de familia debe reunir $ 2.300.000 para dentro de cuatro anos. Con este fin, abre hoy
una cuenta de ahorros con $ 220.000 en una entidad que paga un interés del 32% convertible
mensualmente, y de aqui en adelante cada mes deposita $ R. Hallar el valor de R de tal manera
que el padre de familia cumpla su objetivo.

Una persona deposita $ 50.000 mensuales durante cuatro anos en una entidad que paga un in-
terés del 30,5% nominal trimestral. Al cabo de ese tiempo, la persona empieza a retirar $ 50.000
por mes vencido y durante cuatro anos. Averiguar el saldo que le quedara en su cuenta al final
de los ocho anos.

Una compania debe adquirir un terreno para ampliar sus instalaciones, con las condiciones si-
guientes: una cuota inicial del 30% del valor del precio al contado y el resto en ocho pagos tri-
mestrales de $ 10.000.000 cada uno; el primero de estos pagos debe hacerlo dentro de un ano.
Determinar el valor del precio al contado del terreno sabiendo que en la financiacion se pacté un
interés del 36% ATV.

Resolver el problema anterior sabiendo que la tasa de interés es del 30% nominal mensual du-
rante el primer ano del crédito y del 36% ATV de ahi en adelante.

El 1 de junio de 1988 se adquirié un negocio con $4.000.000 de cuota inicial y diez pagos trimes-
trales de $ 550.000 cada uno; el primero con vencimiento el 1 de julio de 1991. ;Cual es el valor
del precio al contado del negocio para una tasa de interés del 29% convertible trimestralmente?

Se supone que una casa tiene un valor de contado de $ 280.000.000. Se adquiere con una cuota
inicial de $ 10.000.000 y el resto en cuotas mensuales iguales durante un ano y medio; si la tasa
de interés de la financiacion es del 35% anual, hallar el valor de las cuotas mensuales.
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Usted como asesor de una empresa debe decidir entre comprar hoy una maquina cortadora que
tiene un valor de $ 18.600.000 o pagar el servicio de corte a otra empresa por valor de $ 520.000
mensuales. ; Cuantos meses como minimo debera prestar servicio la maquina para que usted se
decida por la compra de esta, si la tasa de descuento de su empresa es del 30% anual?

Un articulo tiene un valor de contado de $ 585.000 y puede adquirirse financiado con el siguiente
plan: cuota inicial del 30% del valor del precio al contado y el resto a 18 cuotas mensuales iguales; la
primera cuota debe pagarse dentro de ocho meses y un ultimo pago por $80.000 tres meses después
de la ultima cuota mensual. Si la tasa de interés es del 31% AMV durante los siete primeros meses y
del 9% trimestral de ahi en adelante, hallar el valor de las cuotas uniformes mensuales.

Usted deposita $ 10.000 cada mes durante dos anos en una entidad que paga un interés del 28%
nominal mensual. A partir del segundo ano empieza a retirar $ 10.000 por mes vencido y durante
un ano y medio, y desde esta fecha deposita por trimestre vencido y durante dos anos $ 50.000.
Hallar el total acumulado en la cuenta de ahorros un ano mas tarde del ultimo depdsito trimestral.

Un ahorrista deposita $ 100.000 mensuales por mes vencido durante cuatro afos en una cuenta
de ahorros que abona un interés del 29,5% nominal trimestral. Si a partir de los cuatro anos retira
por trimestre vencido la misma suma depositada, ;durante cuanto tiempo puede hacer retiros?

Esta construyéndose un restaurante que entrara en servicio dentro de un ano. Supongamos que
las utilidades sean de $ 650.000 mensuales y durante cuatro anos de servicio. Si usted desea
tomar en arriendo este restaurante, jcual sera el valor en pesos de hoy que debe ofrecer para
que al cabo de los cinco anos usted tenga una ganancia adicional de $ 3.000.000, si la tasa de
oportunidad es del 32% anual?

Hallar el nUmero minimo de depodsitos de $ 85.000 cada uno y por mes vencido para lograr so-
brepasar los $ 2.420.000 en el momento de hacer el ultimo depdsito, si el dinero rinde el 29%
convertible trimestralmente.

Un articulo tiene un valor de contado de $ 735.000; se adquiere financiado con una cuota inicial
del 35% del valor del precio al contado y el resto en cuotas mensuales de $ 28.500 cada una. Si
el interés por la financiacion es del 28% nominal trimestral, hallar el niUmero de cuotas y el valor
de la ultima (dos soluciones).

Un automovil tiene un valor de contado de $ 16.000.000; puede adquirirse con una cuota inicial
del 30% del valor del precio al contado y el resto financiado a tres anos en cuotas mensuales
iguales. Si la tasa de interés que se cobra por la financiacion es del 42% MV, hallar el valor de las
cuotas sabiendo que la primera se paga dentro de tres meses.

Resolver el problema 4.18, suponiendo que la primera cuota se paga al cabo de ocho meses, pero
durante este tiempo se cubren los intereses mensuales.

Resolver el problema 4.19 para una tasa de interés del 40% anual durante los cinco primeros
meses y del 38% anual de ahi en adelante.
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1.24

1.25

1.26

1.27

El dueno de un restaurante desea saber la diferencia, luego de un ano, entre el valor futuro de los
ingresos y el de los egresos para un ano de funcionamiento de su restaurante, con los siguientes
datos: paga un arriendo de $ 250.000 por mes anticipado, un seguro al principio del ano por un
valor de $ 550.000, por obra de mano y maquinarias $ 150.000 mensuales, por materias primas
para la preparacion de los alimentos $ 300.000 cada mes, por ingresos diarios (30 dias al mes)
$40.000, y la tasa de oportunidad del dueno del restaurante es del 3% mensual.

Un padre de familia quiere depositar hoy una cantidad de dinero suficiente para cubrir los gastos
de matricula en bachillerato de su hijo que esta cumpliendo hoy 5 anos e ingresara en bachillera-
to a la edad de 12 anos. Se prevé que para esa época el valor promedio de la matricula por mes
anticipado sera $ 300.000. Si el deposito lo hace en una entidad que paga el 29% anual, hallar el
valor del depdsito, sabiendo que los meses de estudio son los 12 del ano.

Un senor deposita $ 225.000 al principio de cada ano comenzando en 1990 en una institucion que
paga un interés del 30% convertible trimestralmente; las fechas de capitalizacion son los ultimos
dias de marzo, junio, setiembre y diciembre. ;En qué fechas de estas y de qué ano llegara a so-
brepasar en la menor cantidad la suma de $ 3.420.000?

Se desea reunir $ 500.000 para dentro de un ano y $ 650.000 para dentro de un ano y medio. Con
tal fin se abre una cuenta de ahorros en la que se depositaran cantidades iguales cada mes, de
manera que puedan tenerse las sumas deseadas en las fechas correspondientes. Si la cuenta de
ahorros paga el 28% nominal mensual, hallar el valor de las cuotas.

Un activo que tiene un valor de contado de $ 850.000 puede adquirirse financiado con el siguiente
plan: cuota inicial de $ 350.000 y 12 cuotas mensuales iguales; la primera cuota debe pagarse den-
tro de seis meses y un pago adicional por valor de $ 220.000 dentro de 18 meses. Hallar el valor de
las cuotas uniformes sabiendo que el interés para la financiacion es del 33% nominal trimestral.

¢Qué cantidades iguales en los anos 1y 2 son equivalentes a una serie de 18 pagos uniformes de
$ 45.000 mensuales, si el primero se realiza hoy y la tasa de descuentos es del 28% anual?

¢Qué deposito Unico debe hacer el Gobierno hoy en una corporacién que paga el 29% nominal
trimestral para que este fondo sea suficiente para cubrir los gastos de mantenimiento de una via
publica de vida util perpetua, que se estiman en un promedio de $ 400.000 mensuales?

1.28 ;Cual sera el valor de cada pago de una anualidad de 32 pagos mensuales, si debe realizarse el

1.29

1.30

primero dentro de ocho meses, equivalente a una serie perpetua de $ 300.000 cada tres anos,
para una tasa de descuento del 8% trimestral?

Una suma de $ 11.750.000 para dentro de tres anos debe distribuirse en una serie uniforme per-
petua por mes anticipado, sabiendo que el dinero rinde el 2,5% mensual durante los tres prime-
ros anos, el 3% mensual durante los cinco anos siguientes y el 30% nominal trimestral de ahi en
adelante. Hallar el valor de la serie uniforme.

Un puente de una ciudad tiene unos costos de mantenimiento cada tres anos por valor de $ 1.250.000.
¢Cudl sera el aporte en cuotas uniformes que el gobierno de la ciudad debera depositar anualmente
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en una corporacion que pagara un interés del 28% nominal trimestral durante los diez primeros anos
y el 32% nominal trimestral de ahi en adelante, de tal manera que este fondo sea suficiente para su-
fragar los gastos de mantenimiento del puente, suponiendo que este tendra vida util perpetua?

Una serie uniforme perpetua de $ 48.000 por trimestre, que realiza el primer pago dentro de un
ano con un interés del 28,5% nominal mensual, debe sustituirse por otra serie uniforme perpetua
con pagos cada dos anos, realizando el primero dentro de tres anos y con una tasa de interés del
27% nominal mensual. Hallar el valor de esta nueva serie.

¢Cuanto debid depositar usted en una cuenta hace tres anos para que haciendo depodsitos uni-
formes cada dos meses de $ 100.000 y retiros de $ 160.000 cada tres meses el fondo se agote
dentro de cuatro anos, sabiendo que tanto los depdsitos como los retiros se iniciaran dentro de
seis meses?

Una cuenta de ahorros se inicia hoy con cuotas mensuales iguales; la Ultima cuota debe hacerse
dentro de 18 meses a una tasa de interés del 3% mensual, y se haran retiros iguales cada mes
de cantidades que sean el doble de la depositada. Si el primer retiro se hace dentro de 19 meses,
¢durante cuanto tiempo se podra retirar dinero antes de que se agote el fondo?

Una casa tiene un valor de precio al contado de $210.000.000 y puede adquirirse financiada con
una cuota inicial de $ 8.000.000 y el resto a 15 anos con cuotas mensuales iguales. Si la tasa de
interés sobre saldos que se cobra es del 3% mensual durante los cinco primeros anos, del 3,5%
mensual para los cinco anos siguientes y del 4% mensual de ahi en adelante, ja cuanto equivale
en pesos de hoy el total pagado entre cuota inicial y cuotas uniformes a una persona que tiene
una tasa de oportunidad del 3,1% mensual y adquiere esta casa?

Se deposita cada mes una cantidad $ A durante dos anos; un ano mas tarde de esta fecha se em-
pieza a retirar mensualmente la cantidad $ (2/3)A. Si el dinero rinde el 2,5% mensual, averiguar
si el fondo se agota o no. En caso afirmativo, determinar ese tiempo.

¢Cuantos trimestres debe diferirse una serie de 12 pagos de $ 12.500 por trimestre para que con
ella pueda pagarse una obligacion que inicialmente estaba pactada a ocho pagos de $ 9.564.80
por trimestre vencido, sabiendo que la tasa de interés es del 32% nominal trimestral?

Resolver el problema 4.36 si los 12 pagos tienen un valor de $ 60.000 cada uno y ocho pagos de
$ 43.200 cada uno.

Resolver el problema 4.37 si la tasa de interés es del 32% nominal trimestral durante el tiempo
diferido y del 30% nominal trimestral de ahi en adelante.

Una persona debe cubrir un pagaré por $ 4.000.000 dentro de tres anos. Con tal fin debe realizar
algunas operaciones financieras que le permitan reunir esa suma en la fecha indicada. Invierte
hoy la suma de $ X en un papel financiero que le paga un interés del 32% nominal por trimestre
anticipado; estos intereses los retira al principio de cada trimestre y los deposita en una cuenta
de ahorros que paga el 33% nominal trimestral (vencido). Hallar el valor de X para que al final de
los tres anos, liquidando las dos cuentas, la persona tenga la suma de dinero deseada, sabiendo
ademas que en la cuenta de ahorros hizo un retiro de $ 200.000 un ano y medio después del de-
posito inicial.
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Resolver el problema 4.39 sabiendo que en la primera cuenta se hacen dos retiros de $ 350.000
cada uno a los 18 y 24 meses después del depdsito inicial, y en la cuenta de ahorros dos retiros
de $ 300.000 en los meses 8 y 10 después del depdsito inicial.

Una familia compra una casa cuyo precio al contado es $ 128.600.000. La adquiere financiada con una
cuota inicial equivalente al 35% del valor del precio al contado y el resto a 15 anos con cuotas men-
suales iguales. El interés de la financiacion es del 30,12% nominal mensual. La familia puede arrendar
parte de la casa para ayudar a pagar la cuota mensual. ;Cuanto debe recibir por concepto de arriendo
mensual anticipado para que, colocado este dinero en una cuenta de ahorros que paga el 275% nomi-
nal mensual, la familia solo tenga que aportar al final del mes el 30% de la cuota de amortizacion?

Una empresa requiere $ 10.000.000 para ampliar su produccion. Debido a que no cuenta con esta
cantidad de dinero, decide emitir bonos por este valor y se compromete a cancelar a los benefi-
ciarios un 28% nominal semestral pagaderos al final de cada semestre. Los bonos vencen en siete
anosy la empresa debe hacer depositos trimestrales iguales en una institucion bancaria para poder
cancelar tantos intereses semestrales como el valor final de los bonos a los beneficiarios. Esta ins-
titucion bancaria paga un interés del 26,5% nominal mensual durante los dos primeros anhos y del
275% nominal mensual de ahi en adelante. Hallar el valor de los depdsitos trimestrales.

Un ahorrista deposita $ 100.000 en una cuenta que paga el 28,5% nominal trimestral. Cuatro anos
mas tarde retira la mitad de su saldo en la cuenta y luego hace depositos mensuales de $ 50.000
cada uno y durante dos anos; retira el total seis meses después del ultimo de estos depdsitos.
Determinar el valor de cada uno de los dos retiros.

Resolver el problema 4.43 si la cuenta de ahorros paga un interés del 28,5% nominal trimestral
durante los cinco primeros anos y el 31% nominal trimestral de ahi en adelante.

Financiar $ 5.000.000 de hoy a cinco anos con cuotas mensuales iguales, sabiendo que la pri-
mera se paga dentro de seis meses y la tasa de interés que se cobra sobre saldo es del 3% men-
sual durante los seis primeros meses, del 3,5% mensual en los dos anos siguientes y del 4%
mensual para el resto del tiempo.

Un estudiante universitario desea costearse por si solo su carrera, que dura diez semestres aca-
démicos, y cuenta para ello con unos ahorros que depositara al principio de enero del ano en que
comienza la carrera. Hace este depdsito en una corporacién de ahorros que paga el 29% nominal
trimestral. El valor de la matricula es de $ 1.200.000 por semestre anticipado y los gastos en li-
bros y otros materiales de estudio ascienden a $ 140.000 por mes de estudio anticipado. Si los
meses de estudio son febrero, marzo, abril y mayo para el primer semestre y agosto, setiembre,
octubre y noviembre para el segundo semestre, y la matricula debe pagarse al principio de fe-
brero y agosto, jcual serd la cantidad que el estudiante debera depositar para que ese fondo sea
suficiente y poder sufragar sus gastos de estudio?

Resolver el problema 4.46 suponiendo que la corporacion de ahorro paga el 29% nominal trimes-
tral durante los dos primeros anos y el 33% nominal trimestral de ahi en adelante.

Se hace un depdsito hoy por el valor de $ 1.500.000 y luego 20 depodsitos mensuales de $ 250.000
cada uno en una institucion que paga un interés del 24% nominal trimestral. Si dentro de dos
anos se empiezan a hacer retiros de $ 500.000 por trimestre anticipado, ;durante cuanto tiempo
se podra retirar dinero?
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Existe un instituto que financia estudios universitarios. Un estudiante recibe $ 1.300.000 al princi-
pio de cada semestre académico para pagar la matriculay $ 145.000 al final de cada mes de es-
tudio para libros (véase problema 4.46) durante los diez semestres de carrera. Durante los cinco
anos de estudio el instituto le cobra un interés del 1% mensual, y tan pronto como el estudiante
finaliza la carrera debe empezar a pagar la deuda en cuotas mensuales iguales vencidas durante
cinco anos y con una tasa de interés del 2,6% mensual. Hallar el valor de las cuotas uniformes.

Una ciudad que acaba de ampliar el sistema de suministro de agua se compromete a prestar
este servicio a una industria durante diez anhos en las condiciones siguientes: el industrial debe
pagar a la ciudad $ 25.000.000 al principio de cada ano durante los cuatro primeros anos, y
$ 30.000.000 por ano anticipado para los seis anos restantes. Tres anos después de estar en
funcionamiento el sistema, la ciudad se encontré ante una necesidad de fondos y le solicit6 al
industrial que le pagase la totalidad del contrato restante. El industrial acepta la propuesta y
descuenta los flujos de caja a su tasa de oportunidad, que es del 38% anual. Determinar la suma
total que la ciudad recibe en esa fecha.

¢Cuantos meses debe diferirse una serie uniforme de 12 pagos trimestrales de $ 450.000 cada
uno para que con ella pueda pagarse una obligacion que inicialmente estaba pactada a ocho
pagos trimestrales de $ 276.167, sabiendo que estd cobrandose una tasa de interés del 32,31%
anual?

La asociacion de ex alumnos de una universidad necesita una casa para sus oficinas y para hacer sus
reuniones. Se presentan dos alternativas: la primera es tomar una casa en arriendo por $ 750.000 por
mes anticipado; la segunda, comprar una casa por el valor de $ 238.500.000. Los ex alumnos se pre-
guntan: jal cabo de cuanto tiempo el valor futuro de lo pagado en arriendo sera igual al valor futuro
de lo invertido en la compra de la casa para una tasa de oportunidad del 31% anual?

El dueno de una mina de arena estima las reservas actuales de esta en 2.000.000 de toneladas; la
arena se extrae a razon de 100.000 toneladas por afno y el precio actual es $ 55.000 por tonelada.
Dentro de tres anos otra persona desea tomar en arriendo la mina. jCuanto debera ofrecer esta
persona por el arriendo anual anticipado si desea obtener una ganancia al final de la vida util de
la mina de $ 10.000.000 para una tasa de oportunidad del 32% anual?

Una persona tiene hoy una deuda de $ 250.000, que debe cancelar en cuotas mensuales iguales
durante dos anos con una tasa de interés del 2% mensual durante el primer ano y del 2,5% men-
sual durante el segundo ano. Para amortizar esta deuda la persona hace depdsitos iguales por
trimestre anticipado durante dos anos en una corporacidon de ahorros donde gana un interés del
29% nominal trimestral durante el primer ano y del 30% nominal trimestral durante el segundo
ano. De estos ahorros, la persona retira cada mes el valor de la cuota para cubrir la obligacién, y
en caso de tener un saldo en contra la corporacion le cobrara un interés igual al que esta le paga
por sus ahorros. Se pide hallar el valor de los depdsitos trimestrales.

Un matrimonio ha decidido establecer un fondo para financiar la educacion universitaria de su
hijo que hoy cumple 3 anos de edad e ingresara en la universidad cuando cumpla 17 anos. El fon-
do consiste en depositos iguales en la fecha de los cumpleanos incluyendo el de hoy y el ultimo
alos 17 anos. Si los depdsitos se hacen en una corporacion que paga un interés del 29,5% anual
y la matricula es de $ 1.350.000 por semestre anticipado durante los diez semestres de carrera,
determinar el valor de los depdsitos.
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Resolver el problema anterior si el dinero rinde el 29,5% anual durante los cinco primeros anos
y el 32% anual de ahi en adelante, y la matricula tendra un costo de $ 1.350.000 por semestre
anticipado los dos primeros anos de estudio y de $ 1.430.000 de ahi en adelante.

Se hacen depositos mensuales iguales de valor $ A durante dos anos en una cuenta de ahorros
que paga un interés del 2,5% mensual. Un ano mas tarde del ultimo depdsito retira (5/3)A, y se
sigue haciendo este mismo retiro de ahi en adelante. Averiguar si el fondo se agota o no. En caso
afirmativo, determinar ese tiempo.

Pedro le solicita a un amigo en calidad de préstamo $ 3.000.000 y se compromete a pagar la deu-
da en 15 pagos mensuales iguales y con una tasa de interés del 2,5% mensual sobre el saldo. Con
tal fin, Pedro empieza desde hoy a depositar cantidades uniformes al principio de mes en una
cuenta de ahorros que paga el 3% mensual, de modo que al final de cada mes se tenga la suma
necesaria para pagar la cuota del crédito. Al cabo de ocho meses, la cuenta de ahorros aumenta la
tasa al 3,5% mensual. Sin embargo, Pedro contintia haciendo los mismos depdsitos. Determinar
el saldo en la cuenta de ahorros una vez pagada la deuda original.

Una persona tiene hoy una deuda de $ 2.500.000 y debe cancelarla con cuotas mensuales iguales
durante tres anos y a un interés del 2,8% mensual durante el primer ano y del 3,4% mensual de
ahi en adelante. Para amortizar esta obligacion el deudor hace depodsitos iguales por trimestre
anticipado y durante dos anos en una cuenta que abona el 10,5% trimestral durante el primer ano
y el 11% trimestral de ahi en adelante. Hallar el valor de cada depodsito trimestral.

Una institucion financiera otorga un crédito a un usuario por $ 30.000.000, en las condiciones
siguientes: tiempo, tres anos; periodo de gracia, ocho meses; cuotas mensuales iguales, tasa de
interés del 38,4% AMYV, durante el periodo de gracia se pagaran solo los intereses. Determinar el
valor de las cuotas uniformes.

1.61 Una obligacién que constaba de 15 pagos por mes anticipado con una tasa de interés del 2,5%

1.62

1.63

1.64

mensual debe sustituirse por una serie equivalente de 22 pagos por mes vencido de $ 18.500
cada uno; el primer pago debe hacerse dentro de cinco meses y con una tasa de interés del 2,8%
mensual durante los seis primeros meses y del 3% mensual de ahi en adelante. Hallar el valor de
la primera anualidad.

Sustituir una deuda que consta de cuatro pagarés de $ 1.300.000 cada uno para pagar cada ano
y con un interés del 33% nominal trimestral por su equivalente en una serie uniforme de pagos
mensuales durante los cuatro anos y con una tasa de interés del 30% nominal trimestral durante
los dos primeros anos y del 31% nominal trimestral de ahi en adelante. Hallar el valor de estos
pagos uniformes. jEs equivalente, para este caso, utilizar el valor presente o el valor futuro?

Una persona debe cubrir dos pagarés en sus fechas correspondientes: uno por valor de $ 2.000.000
para dentro de un ano y el otro por valor de $ 2.500.000 para dentro de dos anos. Con tal fin, la per-
sona decide ahorrar cantidades mensuales iguales durante 15 meses en una cuenta de ahorros que
paga un interés del 36% anual. Determinar el valor de los depdsitos mensuales.

Financiar dos obligaciones: una por $ 2.300.000 de hoy y otra de $ 1.700.000 para después de 15
meses, ambas con un interés del 29% anual, por su equivalente en 20 cuotas mensuales iguales
y un interés del 2,3% mensual para el primer aho y del 30,5% anual de ahi en adelante, sabiendo
que la primera de estas cuotas uniformes se pagara dentro de tres meses.
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Una persona adquiere una casa financiada asi: cuota inicial financiada a seis pagos mensuales
de $ 800.000 cada uno y el resto a un plazo de cinco anos con cuotas mensuales iguales y un
interés sobre el saldo del 30% nominal mensual. Si la primera cuota se cancela dentro de seis
meses, hallar el valor de las cuotas mensuales sabiendo que la casa tiene un valor de contado de
$ 135.000.000.

Una senora adquiere una casa financiada asi: cuota inicial de $ 40.000.000 y el resto a dos anos
con cuotas mensuales iguales y un interés del 34% nominal mensual. Si la primera cuota se paga
dentro de ocho meses, hallar el valor de las cuotas uniformes sabiendo que la casa tiene un valor
de contado de $ 115.000.000.

Un industrial desea establecer en una universidad una beca que lleve el nombre de su empresa. Los
aportes del industrial seran de $ 2.500.000 anuales durante los proximos 10 anos y de $ 2.000.000
dentro de 12 anos. La universidad depositara estos aportes en una entidad financiera que pagara un
interés del 33% anual durante los 10 primeros anos y del 38% anual de ahi en adelante. Si los estu-
diantes favorecidos son dos cada ano y por término indefinido, jcuanto debera recibir anualmente
cada estudiante becado, sabiendo que las becas son iguales y empezaran dentro de un ano?

¢Cual es el minimo de meses (entero) durante los cuales una persona debe depositar $ 120.000
por mes anticipado a un interés del 3,5% mensual para que dos meses después de haber realiza-
do el ultimo depésito tenga la suma necesaria para comprar al contado en esa fecha un articulo
que financiado se cancelaria con ocho cuotas por trimestre vencido de $ 860.000 cada una y un
interés del 32% nominal trimestral?

Un electrodoméstico tiene un valor de contado de $ 385.000 y puede adquirirse financiado con
el siguiente plan: una cuota inicial por valor de $ 65.000, 12 cuotas mensuales iguales; la primera
cuota debe pagarse dentro de 6 meses y un ultimo pago dentro de 20 meses por $ 80.000. Deter-
minar el valor de las cuotas uniformes sabiendo que el almacén que ofrece el articulo cobra un
interés del 3,8% mensual durante los 6 primeros meses y del 3,5% mensual de ahi en adelante.

1.70 ;Qué cantidad uniforme debe depositarse por mes anticipado a partir de hoy y durante dos anos

1.71

1.72

1.73

y medio en una cuenta que abona un interés del 3% mensual para poder pagar al contado dentro
de 3 anos una deuda que contraida en esa fecha se amortizaria con 18 pagos iguales por trimes-
tre vencido y un interés del 3,3% mensual? Expresar el valor de la primera anualidad en funcion
de la segunda.

Un senor deposita $ 1.250.000 al principio de cada afno, comenzando en 1990, en una corporacion
financiera que paga un interés del 32% nominal trimestral; las fechas de capitalizacion son los
ultimos dias de marzo, junio, setiembre y diciembre de cada ano. jEn qué fecha de estas? y de
qué ano llegara a sobrepasar en el minimo la cifra de $ 26.500.0007?

Un ahorrista deposita hoy $ 100.000 en una cuenta de ahorros que paga un interés del 24% nomi-
nal trimestral. Cuatro anhos mas tarde retira la mitad del saldo existente en su cuenta de ahorros
y empieza a depositar por mes vencido la suma de $ 20.000 durante tres anos mas. Dos anos
después del ultimo de estos depdsitos retira todo el saldo de la cuenta de ahorros. Hallar el valor
de los retiros.

Resolver el problema 4.63 si la tasa de interés es del 36% anual durante el primer ano y del 38%
anual de ahi en adelante.
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Una deuda que deberia amortizarse con $ 300.000 hoy y 20 cuotas mensuales iguales de $ 20.000
cada una, pagando la primera dentro de tres meses, debe sustituirse por dos pagos iguales, el
primero dentro de un ano y el segundo dentro de dos anos. Si la tasa de interés acordada para
esta deuda es del 35% anual, determinar el valor de cada uno de estos pagos.

Un activo puede adquirirse con el siguiente plan: cuota inicial del 30% del valor de contado y el
resto a 24 cuotas mensuales iguales de $ 56.850 cada una; la primera debe pagarse dentro de
ocho meses. Determinar el valor del precio al contado si el interés que se cobra es del 28% nomi-
nal mensual durante los ocho primeros meses y del 30% nominal trimestral de ahi en adelante.

Una persona debe reunir $ 11.200.000 para dentro de tres anos. Para tal finalidad hace los siguien-
tes depdsitos en una cuenta que abona un interés del 34% anual: $ 2.250.000 hoy, $ 1.150.000 en
un ano y una cantidad $ X cada mes durante el tercer ano. Se pide calcular el valor de X.

Un industrial adquiere un crédito por $ 20.000.000 para invertirlo en su industria y le cobran un
interés del 36% nominal trimestral. En el contrato del crédito se estipula que la deuda total de
capital e intereses se cubra al cabo de cinco anos con un solo pago. Para cubrir esta obligacion
el industrial debe depositar la mitad de sus utilidades mensuales en una institucion financiera
que paga un interés del 31,5% nominal mensual. ;Cual sera la utilidad mensual que el industrial
debera obtener en su empresa para poder cumplir su obligacion?

Una obligacién que consta de 15 pagos iguales por mes anticipado con tasa de interés del 2%
mensual debe sustituirse por una serie equivalente de 22 pagos por mes vencido de $ 27.000
cada uno; el primero debe hacerse dentro de cinco meses, con una tasa de interés del 2% men-
sual durante los cinco primeros meses y del 2,5% mensual de ahi en adelante. Hallar el valor de
la primera anualidad.

1.79 Un empleado se propone hacer depdsitos iguales al final de cada afno por el valor de $ 3.100.000 cada

1.80

1.81

1.82

uno, en una cuenta de ahorros que paga un interés del 29% nominal trimestral, durante los 20 anos
de trabajo en una empresa, con el fin de poder retirar cantidades iguales mensuales durante los 10
anos siguientes a su retiro de la empresa. Determinar el valor que podra retirar mensualmente.

Se abre una cuenta de ahorros hoy con un depésito de $ 150.000 y luego se efectian depodsitos
mensuales de $ 25.000 cada uno durante los proximos 20 meses. A los dos anos se empieza a
retirar la suma de $ 40.000 mensuales; si la cuenta de ahorros paga un interés del 28% nominal
mensual durante los dos primeros anos y del 32% nominal mensual de ahi en adelante, ;jcuantos
retiros pueden realizarse? Determinar el valor del ultimo retiro.

Una deuda de $ 10.000.000 de hoy debe financiarse a cinco anos con cuotas mensuales iguales
y con un interés del 28% nominal mensual durante el primer ano, del 32% nominal trimestral
durante los dos anos siguientes y del 36% anual de ahi en adelante. Hallar el valor de las cuotas
sabiendo que la primera debe pagarse dentro de cinco meses.

Se necesita reunir la suma de $ 6.000.000 en tres anos; con este fin se haran depdsitos mensuales
iguales durante los tres anos, en una entidad que pagara un interés del 2,8% mensual durante
el primer ano, del 3% mensual durante el segundo ano y del 3,3% durante el tercero. Determinar el
valor de cada depdsito.



1.83

1.84

1.85

1.86

1.87

1.88

1.89

1.90

1.91

Capitulo 4: Series uniformes o anualidades

Se tiene una obligacion que consta de 18 cuotas mensuales iguales de $ 212.500 cada una; la
primera debe pagarse dentro de cuatro meses. Se desea sustituir esta obligacion por otra equi-
valente que conste de dos pagos, uno por valor de $ 2.120.000 dentro de un ano y el otro para
finales del segundo ano. Si el tipo de interés convenido es del 30% anual durante el primer ano y
del 33% anual de ahi en adelante, determinar el valor del Ultimo de los pagos de la sustitucion.

Usted necesita reunir $ 1.000.000 en dos anos. Por lo tanto, decide depositar hoy una cantidad $ X en
una institucién bancaria que paga un interés del 2,8% por mes anticipado; usted retira estos intereses
al principio de cada mes y los deposita en una cuenta de ahorros que promete pagar un interés del
38,4% nominal mensual vencido. Hallar el valor de X para que al final de los dos anos, reunidos los
saldos de las dos cuentas, usted tenga la suma de dinero deseada.

Una empresa adquiere un crédito por el valor de $ 70.000.000 de una institucion bancaria con el fin de
ampliar su produccion. La deuda debe pagarse en tres anos con cuotas trimestrales iguales y un inte-
rés del 38% ATV. El Gerente de la empresa ordena ahorrar cada mes la cuarta parte de las utilidades
mensuales en una corporacion que paga el 30% anual. ;Cuales deberan ser las utilidades mensuales
de la empresa para que con este plan de ahorro la deuda quede saldada al cabo de los tres anos?

Una familia adquiere hoy un electrodoméstico que al contado costaria $ 485.500. Sin embargo, lo
compra a crédito, asi: cuota inicial del 22% del valor del precio al contado y el resto para amorti-
zar en seis cuotas mensuales iguales; la primera cuota debe pagarse dentro de cuatro meses. Si
el interés que cobra la casa comercial es del 3,5% mensual durante los cinco primeros meses y
del 3,9% mensual de ahi en adelante, hallar el valor de las cuotas mensuales.

Una obligacion que consta de 18 pagos iguales por mes anticipado y con una tasa de interés del
2,6% mensual debe sustituirse por una serie equivalente de 24 pagos iguales por mes vencido
de $ 3.500 cada uno; el primero debe pagarse dentro de cuatro meses y con una tasa de interés del
2,6% mensual durante los tres primeros meses y del 36% nominal mensual de ahi en adelante.
Hallar el valor de cada pago de la primera anualidad.

Un senor que acaba de ser pensionado por una empresa decide comprar un taxi para seguir traba-
jando. Debe pagar de cuota inicial el equivalente al 35% del valor del auto y el resto a cuatro anos con
cuotas mensuales iguales y un interés del 2,7% mensual. Al cabo de dos anos y medio de estar pagan-
do cuotas, la compania que financio la deuda le informa al propietario del taxi que las cuotas que aun
faltan por pagar tienen un valor en esa fecha de $ 11.850.000. Determinar el precio al contado del taxi.

Resolver el problema 4.88 si la tasa de interés es del 2,7% mensual durante los dos primeros anos
y del 3,2% mensual de ahi en adelante.

Un articulo tiene un valor al contado de $ 365.000 pero puede adquirirse financiado con el si-
guiente plan: cuota inicial del 35% del valor del precio al contado y el resto en 11 cuotas mensua-
les iguales; la primera cuota debe pagarse dentro de cinco meses y un ultimo pago de $ 45.000
dentro de dos anos. Si la tasa de interés es del 31% nominal mensual durante los cinco primeros
meses y del 9% trimestral de ahi en adelante, hallar el valor de las cuotas mensuales iguales.

Un pequeno proyecto requiere hoy $ 80.000.000, que se obtienen de una entidad financiera que
cobra un interés del 36% ATV y deben cubrirse con dos pagos iguales a dos y tres anos. Para cubrir
esta obligacién, el administrador del proyecto debera depositar mensualmente cantidades iguales
en una corporacién que paga el 28,5% AMV. Determinar el valor de los depdsitos mensuales.
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Un ahorrista deposita $ 70.000 por mes anticipado en una cuenta que paga el 29,4% AMV, pero
también retiene el 0,6% cada mes sobre el total acumulado en ese momento antes del depdsito.
Determinar en qué momento el saldo en la cuenta alcanzara a sobrepasar, en lo minimo, la suma
de $4.300.000, sabiendo que la retencion se hace solamente al final del mes.

Resolver el problema anterior suponiendo que el primer dia deposita, ademas de los $ 70.000, la
suma de $ 465.000, y que hace un retiro de la cuenta por valor de $ 1.260.000 un ano después de
iniciada la cuenta de ahorros.

Una persona compra un automovil que al contado tiene un valor de $ 16.000.000. Lo adquiere
con una cuota inicial del 40% del valor del precio al contado y el resto en 36 cuotas mensuales
iguales; la primera cuota debe pagarla tres meses después de la cuota inicial y a un interés del
3,5% mensual. Cada mes, incluyendo el de gracia, debe pagar un seguro del 0,15% del crédito.
Si el dueno del automovil tiene una tasa de oportunidad del 29% ATV, determinar el valor del
automovil el dia de la compra.

Usted inicia hoy una cuenta de ahorros con $ 1.850.000 y gana un interés del 26% ATV. Cada
trimestre usted retira la quinta parte del saldo que tenia al final del trimestre anterior y, al mismo
tiempo, deposita cantidades iguales cada trimestre de $ 60.000 cada una. Hallar el saldo al cabo
de cuatro anos y medio antes del depdsito y retiro respectivos.

Un ahorrista abre una cuenta de ahorros hoy con $ 860.000 y luego efectiia depdsitos mensuales
iguales de $ 75.000 cada uno. La institucion le paga un interés del 2,35% mensual, pero cuando el
saldo sea igual o superior a $ 3.500.000 se hara un descuento cada mes del 1,2% mensual sobre los
intereses devengados en ese mes. ;Dentro de cuantos meses tendra un acumulado de $ 4.250.000?

Una ciudad debe hacer el mantenimiento de una via durante 12 anos. El costo promedio anual
del mantenimiento asciende a $30.000.000. La ciudad tiene 1.325.000 habitantes y determina que
para cubrir el mantenimiento anual de la via cada habitante debera pagar un impuesto trimestral
uniforme. Estos impuestos se depositaran en una institucion que pagara el 2,7% mensual. Hallar
el impuesto que cada persona debera pagar trimestralmente.

El dueno de una mina de carbén esta sacando un promedio de 60 toneladas mensuales, que pue-
de vender arazon de $ 150.000 la tonelada durante los dos primeros anos, a $ 185.000 la tonelada
durante los tres anos siguientes y a $ 200.000 la tonelada de ahi en adelante. Se estima que la
mina produzca carbon por espacio de 10 anos y el propietario desea vender la mina 15 meses
después de iniciada la explotacién. ;En cuanto debera vender estos derechos si su objetivo es
obtener en esa fecha una ganancia del 10% sobre el valor real para una tasa de oportunidad del
3% mensual en los cinco primeros anos y del 3,5% mensual de ahi en adelante?

El Gerente de una empresa pide un préstamo de $ 20.000.000 a un banco y se compromete a
cubrir esta deuda en 15 pagos mensuales iguales y con un interés del 3% mensual. Para poder
cumplir esta obligacion, el Gerente hace depodsitos iguales por mes anticipado en una cuenta de
ahorros que paga un interés del 2,8% mensual. El valor de cada depdsito debe ser tal que al final
del mes se tenga la suma exacta para pagar la cuota del banco. Al cabo de ocho meses, la cuenta
de ahorros aumenta la tasa de interés al 3,3% mensual y desde ese momento el Gerente duplica
el valor de cada depdsito. Hallar el saldo que tendra en la cuenta de ahorros una vez amortizada
la deuda con el banco, sabiendo que en ese momento no se hace depdsito alguno.
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2.9 Una persona adquiere hoy un apartamento con el siguiente plan: cuota inicial financiada a seis
pagos mensuales de $ 2.100.000 cada uno y con un interés del 3% mensual, y el resto a cinco
anos con cuotas mensuales iguales; debe pagar la primera dentro de cuatro meses y el interés es
del 375% MV. Determinar el valor de las cuotas mensuales, si el apartamento tiene un precio al
contado de $ 85.000.000.

2.10 Una fabrica construyé una gran bodega en la cual sobra un espacio considerable. La empresa
puede arrendar parte de la bodega y depositar ese dinero al 31% anual. Si el metro cubico de
bodega puede arrendarse por $ 6.500 por mes, jcuantos metros cubicos debera arrendar la em-
presa para que logre tener, por este concepto, un total acumulado en la cuenta de $ 12.000.000
al cabo de cuatro anos?

2.11 Resolver el problema 9 si la tasa para la financiacion de la cuota inicial es del 2,8% mensual y
para el resto la tasa de interés es del 34% MV para los dos primeros anos, del 32% MV para los
dos anos siguientes y del 35% EA para el ultimo ano.

2.12 Unainversion se inicia hoy con $ 3.000.000; ademas, cada mes el inversionista deposita $ 60.000,
pero también cada mes le hacen una retencion del 2% sobre intereses devengados en ese mes. Si
la tasa de interés es del 32,3% MYV, determinar el monto total que tendra el inversionista al cabo
de dos anos, antes del depdsito de esa fecha.

2.13 Un joven estudiante desea disponer de $ 2.300.000 mensuales desde febrero hasta noviembre de
cada ano de la carrera universitaria durante los cinco anos de estudio. ;Qué cantidad uniforme
debio haberle depositado anualmente el padre del estudiante, desde que el hijo cumplié 5 anos
de edad, en una cuenta que pagaba el 28% TV durante los ocho anos y el 32% MV de ahi en ade-
lante, sabiendo que el hijo ingresaria a la universidad cuando cumpla 17 anos de edad y que los
depdsitos se haran hasta la fecha de tal ingreso?

2.14 Una persona invierte la suma de $ 40.000.000 en un proyecto que genera unas utilidades men-
suales de $ 740.000. Estas utilidades se reinvierten en una entidad que paga una tasa del 19,8%
MV, pero, a su vez, esta entidad abona a la cuenta, cada seis meses, el 3% sobre el total acumula-
do hasta ese momento y hace una retencién cada mes del 0,8% sobre los intereses devengados
en ese mes. Se pide determinar el total que tendra acumulado el inversionista al cabo de cinco
anos, entre el saldo en la entidad donde invierte las utilidades y el proyecto, sabiendo que en este
la inversion inicial se ha aumentado en el 25% al cabo de los cinco anos.

2.15 Se invierte hoy la suma de $ 19.000.000 en una entidad financiera que paga un interés del 18%
MV cada mes. Se deposita alli la suma de $ 30.000 y, ademas, cada mes hacen un descuento del
1% sobre los intereses devengados en ese mes. Hallar el total que se tendra acumulado al cabo
de seis anos.

2.16 Resolver el problema 15 sabiendo que ademas se retiran $ 10.000 el primer mes y que estos re-
tiros aumentaran en el 3% cada mes.

2.17 Una inversion se inicia hoy con una suma de $3.000.000 y de $ 5.000.000 en cuatro meses. Ade-
mas, cada mes el inversionista deposita $ 100.000; haciendo el primer depdsito en cinco meses,
el dinero rinde el 2,69% mensual, pero ademas cada mes descuentan el 2% sobre los intereses
devengados en ese mes. Determinar el monto total que tendra el inversionista al cabo de dos
anos y medio antes del depdsito respectivo.

181



182

Matematicas financieras
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2.19
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Un pequeno proyecto requiere hoy la cantidad de $ 60.000.000 para su funcionamiento, canti-
dad que obtiene de un crédito en una institucion financiera bajo las condiciones siguientes: tasa
de interés del 36% MV y se cancelara con dos pagos iguales a dos y tres anos. Para cubrir esta
obligacién, el Director del proyecto debera depositar mensualmente y durante los proximos dos
anos y medio cantidades iguales en una corporacion que paga el 31%TV. Determinar el valor de
los depdsitos mensuales.

Se abre una cuenta hoy en una institucién bancaria con la suma de $ 4.500.000, y ademas cada
mes se deposita la suma de $ 50.000 empezando en dos meses. Hallar el total acumulado al cabo
de tres anos, sabiendo que la institucion bancaria paga una tasa de interés del 14% EA durante
los dos primeros anos y del 10% EA de ahi en adelante, y que ademas hace un descuento o reten-
ciéon del 1% sobre los intereses de cada mes el primer ano, del 1,3% el segundo ano y del 1,5% el
tercer ano.

En el problema anterior, suponga que cada ano se debe pagar un impuesto al Estado equivalente
al 8% del total acumulado en ese momento después de la retencién pero antes del deposito.

El acreedor financia al deudor la suma de $ 36.000.000 a dos anos en cuotas mensuales iguales
y con un interés del 22,2% MV. Sin embargo, al cabo de 15 meses las partes acuerdan disminuir
la tasa de interés para el tiempo que falta de amortizacion del crédito al 19,8% MV, pero que las
cuotas restantes también sean mensuales uniformes. Se pide determinar el valor de las primeras
15 cuotas uniformes y el de las ultimas 9 cuotas uniformes.

Con el fin de incentivar el ahorro, una institucion financiera ofrece una tasa de interés del 13,8%
MV vy, ademas, cada ano abona a la cuenta de ahorros el equivalente al 5% de los intereses de-
vengados en ese ano. Usted debe determinar el total que tendrd acumulado un ahorrista al cabo
de ochos anos, sabiendo que inicio la cuenta de ahorros con $ 3.500.000 y ademas cada mes
depositd la suma de $ 60.000.

Una deuda por valor de $ 40.800.000 de hoy se debe cancelar en cuatro anos con cuotas men-
suales iguales mientras se mantenga la misma tasa, pero tan pronto la tasa de interés cambie las
cuotas seran también uniformes aunque de valor diferente de las anteriores. Si la tasa de interés
pactada inicialmente fue del 13,2% MV, pero al cabo de un ano aumenté al 1,5% mensual y co-
rridos los dos anos y medio al 1,35% mensual, determinar el valor de las cuotas mensuales con
que se termino de cancelar la deuda.



Series variables

El objetivo de este capitulo es que el lector aprenda a reconocer, en

los flujos de caja variables, un gradiente aritmético o lineal creciente o
decreciente y otro gradiente geometrico y su aplicacion en los problemas
de matematicas financieras; y, ademas, que pueda resolver otra clase de
problemas con ecuaciones de diferencia finita.

Al terminar el capitulo el lector estara en capacidad de:

° Manejar un gradiente aritmético o lineal, ya sea creciente o
decreciente, vencido, anticipado o diferido, calculando valor
futuro, valor presente, primer pago y numero de pagos.

* El objetivo anterior para gradiente geomeétrico o exponencial.

¢ Plantear y resolver problemas de matematicas financieras
para los cuales no existe una férmula preestablecida, sino que
debe utilizar una ecuacion de diferencia finita.

* Manejar los flujos de caja anteriores cuando hay cambios en la
tasa de interés durante el tiempo de la operacion financiera.
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Las circunstancias que rodean una operacion financiera (la disponibilidad de efectivo para realizar los
pagos, la exigencia del acreedor de captar lo antes posible el capital, la comodidad para que el deu-
dor amortice una deuda, entre otras) hacen que los flujos de caja de tales operaciones financieras no
siempre sean valores iguales a intervalos iguales de tiempo, sino que, por el contrario, se presenten
o no, con frecuencia, series de pagos periddicos, pero que van aumentando o disminuyendo con el
paso del tiempo. Ademas, esta variacion se da en forma progresiva, sea esta aritmética o geométrica,
creciente o decreciente.

En esta clase de series, llamadas series variables, se cuentan también aquellas que no varian
en forma aritmética ni geométrica, pero que se pueden ajustar a una ecuacién de diferencia finita y
obtener con esta la solucion propia del problema. En este momento se logra resolver una serie de pro-
blemas, propios de las matematicas financieras, cuyo comportamiento no se ajusta a ninguno de los
modelos clasicos existentes, ya sea en los formularios o en las maquinas y programas financieros.
Resolveremos estos problemas al final del capitulo, cuando tengamos ya la suficiente habilidad en el
manejo de las series aritméticas y geométricas.

Encontramos series de pagos variables en casos como los costos de combustibles, el costo de la
canasta familiar, los costos de materiales de construccion, los costos de la educacién, los costos de
transporte, la amortizacion de créditos en el sistema UPAC, entre otros, cuya importancia en la vida
real exige que quien haya cursado matematicas financieras pueda darle una solucién adecuada a esta
clase de problemas.

Para lograr nuestro objetivo dividiremos las series variables en gradientes aritméticos, gradien-
tes geométricos y otras series diferentes de las anteriores.

Se llama gradiente aritmético a una serie de pagos periddicos en la cual cada pago es igual al del
periodo inmediatamente anterior incrementado en la misma cantidad de dinero.

Por ejemplo, pagar una deuda en cuotas mensuales de $ 3.000, $ 3.200, $ 3.400, $ 3.600 y asi
sucesivamente durante un ano, o depositar en una cuenta de ahorros mensualmente las cantidades
de $5.000, $4.900, $ 4.800, $ 4.700 y asi sucesivamente durante dos anos.

Si el incremento es positivo, como en el primer ejemplo, se llama gradiente aritmético creciente,
y si el incremento es negativo se llama gradiente aritmético decreciente, como en el segundo.

El gradiente aritmético creciente puede ser vencido, anticipado, diferido y perpetuo, esto es, de
las mismas clases de series que hemos visto en las anualidades. Asimismo, el gradiente aritmético
decreciente puede ser vencido, anticipado, diferido y perpetuo; sin embargo, el estudio y manejo de
estas ocho clases de series variables puede simplificarse haciendo énfasis en el gradiente aritmético
creciente vencido, en el que, al igual que en las anualidades, las formulas de valor presente y futuro
de la vencida pueden adaptarse al calculo de los demas casos; esto es, si conocemos y manejamos
con propiedad el gradiente creciente vencido, no tendremos problemas con los demas casos, incluso
los decrecientes.

Para esta clase de series de pagos se utiliza por lo general la siguiente notacion:
F: valor futuro
P: valor presente

A: valor del primer pago
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G: valor del incremento
n: numero de pagos

i: tasa de interés por periodo

A continuacion se plantea el gradiente
aritmético creciente vencido. F F

Sea una serie de n pagos por pe-
riodo vencido, en la que el primer pago
tiene un valor A y a partir de este cada 01 2 t |t+1 ... n
uno de los siguientes es igual al del pe-
riodo inmediatamente anterior aumen-
tado en una cantidad positvaGycon |  “77F°  TTtee-. ¢
una tasa de interés del i% por periodo. A+ tG T
Esto corresponde al caso general de un A+(n-1)
gradiente aritmético creciente y cuyo
diagrama de flujo de caja se muestra

. Diagrama de flujo de caja de un gradiente aritmético creciente
en la figura 5.1.

Como en el caso de las series uniformes, vamos a determinar los factores para hallar tanto el va-
lor futuro como el valor presente del gradiente aritmético creciente representado en la figura 5.1. Aun
cuando el método que utilizamos aqui para la obtencion de estos factores consiste en una ecuacién
de diferencia finita, este también puede obtenerse mediante series aritméticas.

EL VALOR FUTURO

Para hallar el valor futuro consideramos el diagrama general presentado en la figura 5.1, donde el ana-
lisis se desarrolla en un intervalo arbitrario [t, t + 1] y donde F, representa el valor futuro de la serie al
final del periodo t incluyendo el pago de ese periodo; entonces tendremos que F_, seréa el valor futuro
o acumulado al final del periodo t + 1. La relacidén existente entre estas cantidades es la siguiente:

Fio= Fi+iF + (A+ tG)
Y se interpreta como que el valor acumulado al final del periodo t + 1 (o sea, F, ) es igual al total

acumulado al final del anterior (F), mas los intereses devengados por esta suma durante este (iF,),
mas el pago realizado al final del periodo t + 1 (o sea, A + tG).

La expresion anterior equivale a:
Fi.i-(A+i)F,=Gt+ A,conF,=0 yt=0.1,2,...., n—1

que corresponde a una ecuacion de diferencia finita similar a la ecuacién (2-2) del capitulo 2, con g(t)
=Gt + A, una funcion polinomial de primer grado en la cual G y A son constantes. Aplicando el proce-
dimiento alli desarrollado, la solucion de la homogénea es:

F (t)= C(+i)

Y la solucion particular es:

__ G, 1A
Fp(t)__i{t+i} ;

Sumando las dos soluciones y utilizando la condicion F_ =0 llegamos a:

F:{(1+i?t—l}+g{(1+i?t—1_t} (5-1)

t i i i
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La formula (5-1) representa el valor total acumulado o futuro al final del periodo t. De manera que

al final del periodo n tendremos que el valor futuro estara dado por:

- A{M} N Q{M_ ,,} (5-2)

l i I

El factor

a+n"-1
i i

se denota con (F/G, i%, n), y asi la formula (5-2) puede escribirse como:
F=AF/A, i%,n)+G(F/G,i%, n) (5-3)

Esta expresion mide el valor futuro de un gradiente aritmético creciente de n pagos, siendo el

primero de valor A y un aumento de G por periodo a una tasa de interés del i% por periodo.

Respecto de la formula (5-3) debemos tener en cuenta las siguientes observaciones:

a) Laformula contiene dos factores, que son (F/A, i%, n) y (F/G, i%, n). El primero, visto en el capi-
tulo 4, es el correspondiente al valor futuro de la anualidad de valor A, y el segundo corresponde
al valor futuro del gradiente aritmético formado por los (n - 1) aumentos, como se muestra en la
figura 5.1.

b) Aun cuando solo existen (n - 1) aumentos, el segundo de los factores debe calcularse en el valor
de n.

¢) Paraefectos puramente mecanicos de célculo, debe tenerse en cuenta que el primer factor forma
parte del segundo. Esto agiliza los célculos.

d) Esta formula acumula en el punto donde se haga el ultimo pago.

| EJEMPLO 5.1 |

Se conviene en sustituir por un pago unico dentro de dos anos una obligacion que consta de veinte
pagos por mes vencido, en la que el primero tiene un valor de $ 15.000 y de aqui en adelante cada
pago se aumenta en $ 1.000 al del mes inmediatamente anterior. Si el interés es del 3% mensual, hallar
el valor de este pago unico.

El diagrama de flujo d.e caja corres- =
pondiente al problema se representa
en la figura 5.2.

Los factores son: A = $ 15.000; 01 2 3 20
G =$ 1.000; n = 20 pagos mensuales; 24
i =3% mensual; F=? | U ¥
N _ 15.000 T TTTee-ol_ .
Para equilibrar el diagrama en el 16.000 17000  ~TTTTeeeol oy

punto 24, primero debemos hallar el

valor acumulado futuro en el punto 20.
Para esto aplicamos la formula (5-3) y
tenemos:

F,, = 15.000(F/A, 3%, 20) + 1.000(F/G, 3%, 20) = $ 632.068

Como el problema pide el valor en el punto 24, entonces simplemente proyectamos el valor an-

terior a ese punto, y tenemos:

F,, = 632.068(F/P, 3%, 4) = $ 711.398

Esto quiere decir que el pago Unico dentro de dos anos, que sustituye a la obligacion, debe ser

$ 711.398.
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EL VALOR PRESENTE

Tomando como referencia la figura 5.1 y un procedimiento similar al utilizado en las series uniformes
para hallar el valor presente, tenemos:

P = F(P/F, i%, n) = F(1 + i)

Sustituyendo el valor de F por el dado en la formula (5-2) y efectuando las simplificaciones ne-
cesarias, llegamos a:

P:AP_“-“')?*Q[L“T")" D (5-4)
i i i 1+ Nn"

El factor

11-a+)" n (5-5)
i i A+ )"

se denota con (P/G, i%, n), y de esta manera la formula (5-4) se transforma en:
P = A(P/A, i%, n) + G(P/G, i%, n)

Esta expresion mide el valor presente de un gradiente aritmético creciente vencido con n pagos,
en el que el aumento tiene un valor G y cuyo primer pago es A y la tasa de interés del i% por periodo.

Respecto de la férmula (5-5), también debemos tener en cuenta lo siguiente:

a) El primer factor (P/A, i%, n) es el correspondiente al valor presente de la renta uniforme de va-
lor A, y el segundo (P/G, i%, n) corresponde al valor presente del gradiente aritmético G que se
muestra en la figura 5.1.

b) Aun cuando solo existen (n - 1) aumentos, el segundo factor debe calcularse en el valor de n.

¢) Elfactor (P/G, i%, n) acumula los (n - 1) aumentos dos periodos antes del primer aumento, en tanto
que (P/A, i%, n) acumula en un periodo antes del primer pago, como puede verse en la figura 5.1.

d) Laférmula (5-5) acumula un periodo antes del primer pago.

| EJEMPLO 5.2 |

Financiar $ 2.000.000 de hoy a un tiempo de dos anos con cuotas mensuales que aumenten cada mes
en $5.000 y con una tasa de interés del 32% nominal mensual.

El diagrama de flujo de caja correspon- | 2:000.000

de a la figura 5.3.

Donde P=$2.000.000; G=$5.000;
n = 24 pagos, i = 2,667% mensual; A =? o 1 2 3

Aplicando la expresion (5-4) para AL

el valor presente de un gradiente arit- A+5000 el
mético creciente vencido, tenemos: A+ 10.000 B

24

2.000.000 = A(P/A, 2,667%, 24) + 5.000(P/G, 2,667%, 24)
A =$62.663,44

Lo que quiere decir que el deudor debera iniciar pagando $ 62.663,44 el primer mes y de ahi en
adelante cada cuota se aumentara en $ 5.000.
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Veamos ahora de qué manera
podemos manejar un gradiente arit- p F F
mético creciente anticipado, utilizando
solamente los factores o formulas ya

conocidos. o 1 2 3 e
El diagrama de flujo de caja para esta n
clase de serie variable es el siguiente: | V.__ ¥
A A+ G

El estudiante deberd comparar
este diagrama con el de la figura 5.1
y establecer la relacién entre ambos.
Esto es facil teniendo en cuenta las ex-
presiones (5-3) y (5-5) para poder deducir las férmulas que nos permitan calcular los valores futuro y
presente del diagrama anterior. Asi obtenemos las siguientes expresiones:

a) F_ =A(F/A i%, n)+ G(F/G, i%, n)
b) F_=I[A(F/A, i%, n) + G(F/G, i%, n)](1 + i) (5-6)
c) P=I[A(P/A, i%, n) + G(F/G, i%, n)I(1 + i)

| EJEMPLO 5.3 |

Una fabrica se comprometio a entregar doscientas unidades de su producto al principio de cada mes,
durante un ano. El precio por unidad del articulo es $ 3.000 el primer mes y este aumentara $ 50 cada
mes. Si deposita la mitad de estos ingresos en una cuenta que paga el 30% MV, jcuanto tendra ahorrado
la empresa por este concepto al final del aho?

El ingreso al principio del primer mes

es: 200 x 3.000 = $ 600.000. El ingreso

al principio del segundo mes es: 200

x 3.050 = $ 610.000. El ingreso al prin- | 0 1 2 e n_mne
cipio del tercer mes es: 200 x 3.100 =

$ 620.000, y asi sucesivamente. Por |, " ss---

tanto, si la fabrica deposita la mitad de 305.000  TTTTTeeee--

sus ingresos mensuales, el diagrama 310.000

de flujo de caja es:

Como la cuenta le paga el 30%
MV, esto quiere decir que le paga el 2,5% mensual. Aplicando la expresion (b) de (5-6), tenemos:

F =[300.000(F/A, 2,5%, 12) + 5.000(F/G, 2,5%, 12)](1,025) = $ 4.610.221

En este ejemplo necesitamos calcular el valor futuro de un gradiente aritmético creciente antici-
pado, y este valor es el que se encuentra en la expresion anterior, dentro del paréntesis angular; pero
como el problema pide que se calcule el acumulado al final del ano, cuando la fabrica no hizo depdsito
alguno, entonces debemos proyectar el valor futuro anterior un mes mas, para que su valor quede
ubicado al final del mes 12, o sea, al final del ano, como se propuso en el problema.

El mismo problema se encarga de especificarnos en qué momento requiere un determinado
valor futuro o presente.

Por ejemplo, en el caso anterior, supongamos que el deudor le propone a la fabrica pagarle al
principio del ano la deuda total; entonces, jcuanto deberia exigirle como pago unico en esa fecha para
que financieramente a la fabrica le sea indiferente cualquier forma de pago?

Como el diagrama del ejemplo 5.3 muestra el flujo de caja de los pagos mensuales, entonces
la cantidad que la fabrica exigiria seria la correspondiente al valor presente de esa serie de pagos
mensuales. Aplicando la expresién (c) de (5-6), tendremos:
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P =[300.000(P/A, 2,5%, 12) + 5.000(P/C, 2,5%, 12)](1,025) = $ 3.427.957

Como puede observarse, esta cantidad es la equivalente en pesos de hoy a $ 4.610.221 de final
de ano, a una tasa de descuento del 2,5% mensual.

Para el caso de un gradiente aritmético creciente diferido, simplemente veamos con un ejemplo
cdmo, con la ayuda de las expresiones (5-3) y (5-5), los calculos y manejos de esta clase de gradiente
se facilitan de manera sustancial.

| EJEMPLO 5.4 |

Hallar el valor de contado de un articulo que se adquiere financiado asi: cuota inicial de $ 320.000 vy el
resto a 18 cuotas mensuales que aumentan en $ 4.000 cada mes; la primera cuota es de $ 52.000 y se
pagara dentro de tres meses, sabiendo que la tasa de interés es del 3,2% mensual.

El diagrama de flujo de caja corres- V@
pondiente se representa en la figura 5.6.

Donde los valores son: A=$52.000;
G = $ 4.000; n = 18 pagos; i = 3,2% oo 29 e 20
mensual, y la pregunta es VC o valor
de contado. Este corresponde al va-
lor presente de todos los pagos inclu- 52000 Tttt
yendo la cuota inicial, de tal manera 320000 0 TTTTTeeell
que podemos equilibrar el diagrama
en el punto 0 y asi tener la siguiente
igualdad:

VC = 320.000 + [52.000(P/A, 3,2%, 18) + 4.000(P/G, 3,2% 18)1(1,0322 = $ 1.369204,5

La expresion anterior, dentro del paréntesis angular, que corresponde a la (5-5), mide el valor pre-
sente de los 18 pagos y queda en el punto 2 del diagrama, es decir, un mes antes del primer pago. Por
esa razon debemos descontar ese valor durante dos meses, para que de esta manera quede ubicado
en el punto 0, que es nuestro punto focal o punto de equilibrio entre ingresos y egresos.

Por ultimo, para el caso del gradiente aritmético creciente perpetuo debemos tener en cuenta
que es aquel que no tiene ultimo pago. Por ejemplo, cuando esta evaluandose un proyecto a término
indefinido y los valores, ya sean ingresos o egresos, aumentan cada periodo en la misma cantidad
de dinero, el diagrama de flujo de caja corresponde al de un gradiente aritmético creciente perpetuo.
Mas adelante podremos ver, con algunos ejemplos, una buena aproximacion a la aplicacion real de
esta clase de series de pagos.

Tomemos el caso general de una serie perpetua de pagos por periodo vencido, en la que el pri-
mer pago tiene un valor A y de ahi en adelante cada pago es igual al del periodo inmediatamente an-
terior aumentado en una cantidad fija G, y supongamos una tasa constante del i% por periodo como
tasa de descuento. Esta clase de flujos de caja solo tiene valor presente, nunca valor futuro, y para
calcularlo utilizaremos una metodologia similar a la aplicada en la anualidad perpetua y que corres-
ponde a la que se utilizara en cualquier
otra serie de pagos perpetua o a térmi- P
no indefinido.

En primer lugar, el diagrama de flu-

jo de caja para este caso es el siguiente: 01 2 o
Diagrama de flujo de caja de un
gradiente aritmético creciente perpe- A“;\-;-G- _______

tuo vencido

En segundo lugar, expresamos
el valor presente P_ de los n primeros
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pagos; este valor viene dado por la expresidon representada en la formula (5-5). Sin embargo, esta
expresion representa solo el valor presente de un numero finito de pagos. Si queremos incluir el
pago n + 1, simplemente sustituimos en la expresion (5-5) a n por n + 1y asi sucesivamente; pero si
queremos que la expresién considere todos los pagos, debemos hacer crecer a n indefinidamente; es
decir, llegamos a:

P=lim P, = lim[A(P/A,i%, n)+G(P/G,i%, n)]

n— o n—o©

El estudiante debe hacer uso de sus conocimientos del calculo de limites, aplicarlos a la expre-
sidon anterior y asi llegar a:

- A+ 82 -0]-Has G (57)
1 1|1 1 I

Esta expresion mide el gradiente aritmético perpetuo creciente vencido, y su valor quedara ubi-
cado un periodo antes del primer pago. Con esta observacion y utilizando la metodologia de los casos
anteriores, es facil manejar esta serie perpetua anticipada y diferida.

| EJEMPLO 5.5 |

Una pequena ciudad desea saber cuanto debe depositar hoy en una institucion que pagara un interés del
28% nominal trimestral (o ATV) para poder cubrir anualmente los gastos de mantenimiento de sus calles,
que, se estima, tendran un valor de $ 8.000.000 el primer ano y aumentaran en $ 2.000.000 cada afo.

El diagrama de flujo de caja para este problema es similar al de la figura 5.7, con los valores siguientes:
A =$8.000.000; G =$2.000.000; i = 28% ATV equivalente al 31,08% anual.

Aplicando la férmula correspondiente, o sea la (5-7), tenemos:

1 2.000.000

=————/8.000.000 + = $46.444 680
0,3108 0,3108

Esto quiere decir que la ciudad debera depositar hoy $ 46.444.680 y asi dispondra de los fondos
suficientes para cubrir los gastos de mantenimiento de sus calles, siempre que se mantengan los de-
mas supuestos del problema.

Con base en las expresiones (5-2) y (5-4), podemos calcular cualquiera de las variables F P Ay G.
Podremos calcular las variables n e i cuando veamos el capitulo 9.

| EJEMPLO 5.6 |

Financiar $ 4.000.000 de hoy a tres anos en cuotas mensuales que aumentan cada mes en la misma
cantidad de dinero, sabiendo que la primera cuota, que sera de $ 80.000, se pagara dentro de cuatro
meses y que la tasa de interés sobre el saldo sera del 3,3% mensual.

El diagrama de flujo de caja corres-
pondiente es el que sigue:

Los valores son: P =$ 4.000.000;
A =80.000; n = 33 pagos mensuales;
i = 3,3% mensual; G=? 01 2 3 4 5

4.000.000

36
Como podemos observar, la serie

de pagos mensuales corresponde a un 80.000 T TTe--___

gradiente aritmético creciente diferido; 80.000 + G e

por tanto, haciendo uso de las expre-

siones recién vistas y equilibrando el

diagrama en el punto 0, tenemos:



Capitulo 5: Series variables

4.000.000 = [80.000(P/A, 3,3%, 33) + G(P/G, 3,3%, 33)](1,033)®
..G=$10.7776

Lo que quiere decir que los $ 4.000.000 se financiaran a tres afos en cuotas mensuales que au-
mentaran en $ 10.777,6, siendo de $ 80.000 la primera cuota, y que esta se pagara en cuatro meses.

| EJEMPLO 5.7 |

Un articulo al contado vale $ 1.350.000 y financiado se adquiere con una cuota inicial de $ 300.000 vy el
resto en 15 cuotas mensuales que aumenten cada mes en $ 58.000; la primera cuota debe pagarse al
cabo de cinco meses; el interés es del 3% mensual durante los cinco primeros meses y del 4% mensual
de ahi en adelante. Hallar el valor de la primera de las cuotas mensuales.

1.350.000
El diagrama de flujo de caja del proble-

ma es el siguiente:
3% 4%

Equilibrando el diagrama en el
punto 0, debemos tener en cuenta que 0 1 2 3 4 5 6 . 19
la tasa de interés es una para el perio-
do de gracia y otra de ahi en adelante;
por tanto, debemos calcular el valor AT
presente del gradiente en el punto by A+8000 Tv--__
luego descontarlo con el 3% mensual el

. , 300.000 T=--¥
durante cinco meses. Asi obtenemos
la igualdad siguiente:

1.350.000 = 300.000 + [A(P/A, 4%, 15) + 8.000(P/G, 4%, 15)1(1,04)(1,03)®
.. A=$55.092

Lo que quiere decir que la primera cuota mensual que debe pagarse en el quinto mes sera de $ 55.092
y de ahi en adelante aumentaran cada mes en $ 8.000 hasta completar las 15 cuotas mensuales.

También son frecuentes los casos en los que se efectian pagos iguales, por ejemplo mensuales
y por ano, pero que aumentan cada ano en la misma cantidad de dinero; en estos casos hay nece-
sidad de agrupar los pagos en sus equivalentes financieros cada ano y trabajar la nueva serie anual
independiente.

| EJEMPLO 5.8 |

Una empresa vende cada mes 500 unidades de su producto a un precio de $ 1.000 por unidad durante el
primer ano, a $ 1.200 por unidad durante el segundo ano, a $ 1.400 por unidad durante el tercer ano y asi
sucesivamente. La empresa ahorra la décima parte de su ingreso mensual en una corporacion financiera
que paga el 2,5% mensual. Hallar el valor total que la empresa tendra ahorrado al cabo de siete anos.

F
El diagrama de flujo de caja para este
problema es el siguiente:
012.12 12.12 12 .12 1 2 12
Para el primer ano: ingreso = $ T J LTS
500.000; depdsito mensual =$ 50.000 ' 60000 L.
70.000
Para el segundo afo:ingreso=$600.000; 110.000 1

depdsito mensual =$ 60.000
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Para el tercer ano: ingreso = $ 700.000; depdsito mensual = $ 70.000

y asi sucesivamente. Por tanto, debemos calcular el equivalente financiero al final de cada ano:
F, =50.000(F/A, 2,6%,12) = $ 689.777

F,=60.000(F/A, 2,56%, 12) = $ 827.733

F,=70.000(F/A, 2,5%, 12) = $ 965.689

y asi sucesivamente. Como podemos observar, la serie formada por los valores F,.F, F,... cons-
tituye un gradiente aritmético creciente, en el que el primer valor es $ 689.777 y aumenta cada ano en

$ 137.956, de tal manera que el valor futuro al cabo de siete anos de esta serie estara dado por:
F = 689.777(F/A, 34,49%, 7) + 137.956(F/G, 34,49%, 7) = $ 19.186.475

Por tanto, al cabo de siete anos la empresa tendra un total acumulado en la cuenta de ahorros
de $ 19.186.475.

También es comun encontrar casos en los que la tasa de interés cambie durante el tiempo de una
operacion financiera con una serie variable como las que estamos tratando. Estos casos se subdividen
en partes segun las veces de cambio de la tasa de interés.

| EJEMPLO 5.9 |

Financiar $ 23.600.000 a tres anos en cuotas mensuales que aumenten en $20.000 cada mes, si latasa
de interés sobre el saldo sera del 33% AMV para el primer ano y del 36,24% AMV de ahi en adelante.

Como no se especifica lo contrario, las 23.000.000

cuotas se pagaran por mes vencido du- >
rante los tres anos, de tal manera que el 0 1 2 .. 1 13 14 .. 36 meses
diagrama de flujo de caja es el siguiente:

2,75% 3,02%

Como la tasa cambia a partir del AN G =20.000

primer ano, debemos expresar la pri- A +20.000 SREE

mera de las cuotas para la segunda A+240.000 TTT-- S
tasa de interés del 3,02% mensual, que

es la cuota numero 13y cuyo valor esta

dado por la expresion para la enésima

cuota de un gradiente aritmético creciente dado en la figura 5.1, y que para nuestro caso es:

A + (13 - 1)(20.000) = A + 240.000

Equilibrando el diagrama en el punto 0, tendremos:

23.600.000 =A(P/A, 2,75%,12) + 20.000(P/G, 2,75%, 12) + [(A + 240.000) (P/A, 3,02%, 24) + 20.000(P/
G, 3,02%, 24)](1,0275) — 12

A =$769.386

Lo que quiere decir que la primera cuota sera de $ 769.386 y de ahi en adelante aumentaran en
$ 20.000 cada mes, hasta el final de los tres anos.
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Se llama gradiente aritmético decreciente a una serie de pagos periodicos en la que cada pago es
igual al del periodo inmediatamente anterior disminuido en la misma cantidad de dinero.

Asi, por ejemplo, cada una de las siguientes series de pagos mensuales pertenece a los gradientes

aritméticos decrecientes:
a) 1.200, 1.150, 1.100, 1.050, 1.000,...
b) 800, 790, 780, 770, 760,...

Estas series de pagos pueden ser
vencidos, anticipados, diferidos y per-
petuos; pero, dada su relacion con los
gradientes aritméticos crecientes, aqui
solo desarrollaremos las formulas para
valor futuro y presente del vencido. Si-
guiendo la misma metodologia utiliza-
da en el creciente, podremos manejar
con sencillez los demas casos.

El diagrama general del flujo de
caja de un gradiente aritmético decre-
ciente vencido, cuya notaciéon es la

presentada en el numeral 5.2, es el siguiente:

Diagrama de flujo de caja de un gradiente aritmético decreciente vencido

Para hallar el valor futuro simplemente relacionamos los valores F, y F,, de valores futuros en los
periodos ty t + 1 respectivamente, y llegamos a:

F.,,=F+iF+A-1G
O sea:
F,,—(1+i)F =Gt+A,conF =0

Como podemos observar, se trata de una ecuacion de diferencia finita tratada en el numeral 5.3;
la diferencia radica solamente en el signo de G, que ahora es negativo. Por tanto, la solucién sera la
que resulte de cambiar el signo a G en (5.2), y asi llegar a una expresion de la forma:

i i

I

cuya notacioén viene dada por:
F = A(F/A, i%, n) — G(F/G, i%, n)

El resto de propiedades son las mismas enunciadas para la expresion (5-3).

(5-8)

(5-9)

De igual modo, para el valor presente del flujo de caja de la figura 5.12 tendremos la expresion:

P:A{1—(1.+i)‘”}_g[l—(1+i)‘” -

i i i

cuya notacion esta dada por:
P =A(P/A, i%, n) - G(P/G, i%, n)

n
a+n"

(5-10)

(5-11)
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Sus propiedades son las mismas enunciadas para la expresion (5-5), cambiando el término au-

mento por disminucién en la expresion (5-11).

De aqui en adelante, el método para manejar las demas clases de gradientes aritméticos decre-

cientes es similar al utilizado en los crecientes.

[ EJEMPLO 5.10 |

Financiar $ 2.500.000 a un ano en cuotas mensuales que disminuyan cada mes en $ 15.000, para una
tasa de interés del 3,5% mensual.

El diagrama de flujo de caja es similar al de la figura 5.12, con los valores siguientes:

P =$2.500.000; G =$ 15.000 de disminucién; n = 12 pagos mensuales;

i=3,5% mensual; A=7?

Utilizando la expresién (5-11) y equilibrando en el punto 0, tenemos:

2.500.000 = A(P/A, 3,5%, 12) — 15.000(P/G, 3,5%, 12)

..A=$335.078

Significa esto que los $ 2.500.000 de hoy deberan pagarse en 12 cuotas mensuales de $ 335.078

la primera y de ahi en adelante las cuotas disminuiran en $ 15.000 cada mes.

En el siguiente ejemplo desarrollaremos una de las modalidades del crédito bancario y que ge-

nera un gradiente aritmético decreciente.

| EJEMPLO 5.11 |

Usted es un inversionista que tiene una tasa de oportunidad del 33% anual y en este momento necesi-
ta $ 15.000.000, que puede obtenerlos de una institucién bancaria en las siguientes condiciones:

a)
b)

a)

Tiempo de crédito: 3 anos

Amortizacion del capital: en cuotas trimestrales iguales vencidas

Tasa de interés: 36% ATA; los intereses se pagaran al principio del trimestre.
Hallar el diagrama de flujo de caja del deudor

¢A cuanto le equivale a usted hoy la obligacion con el banco?

La tasa de interés que cobra el banco, del 36% ATA, equivale al 9% trimestral anticipado.

Ahora bien: como el capital de

$ 15.000.000 debe pagarse en 12 15.000.000
cuotas trimestrales iguales, esto nos

da un valor para pagar cada trimes-

tre de 15.000.000/12 = $ 1.250.000.

o 1 2 3 12
Los primeros intereses de 0,09%

(15.000.000) = $ 1.350.000 debe-

ran pagarse al principio del pri-
mer trimestre. 1.350.000 1250000
Al final del primer trimestre el deu- ---""""2.262.500

dor pagara: $ 1.250.000 de capital y 2.487.502(.)375.000

0,09% (13.750.000) =$1.237500 de in-
tereses, para un total de $ 2.487500.
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Al final del segundo trimestre la suma que debe pagarse sera: $ 1.250.000 de capital y 0,09%
(12.500.000) = $ 1.125.000 de intereses, para un total de $ 2.375.000.

Al final del tercer trimestre el pago sera: $ 1.250.000 de capital y 0,09% (11.250.000) = $ 1.012.500 de inte-
reses, para un total de $ 2.262.500, y asi sucesivamente. El diagrama de flujo de caja del deudor sera:

Como podemos observar, a partir del primer trimestre los pagos totales que hace el deudor cons-
tituyen un gradiente aritmético decreciente que disminuye en $ 112.500 cada trimestre.

b) Para averiguar a cuanto le equivale hoy (punto 0) la obligacidon con el banco, sencillamente cal-
culamos el valor presente de todo lo que el deudor pagara descontado a la tasa de oportunidad
del deudor que es del 33% anual, equivalente al 7,39% trimestral. Equilibrando el diagrama en el
punto 0, tenemos:

P =1.350.000 + 2.487.500(P/A, 7,39%, 12) — 112.500(P/G, 7,39%,12) = $ 16.623.900

Esto se interpreta como que al deudor, en el momento de firmar la obligacion con el banco y recibir
los $ 15.000.000, le esta representando una deuda en ese momento por un valor de $ 16.623.900.

El lector debe tener en cuenta y recordar de su curso de matematicas basicas que cuando una
sucesion de valores aumenta (o disminuye) en la misma cantidad, el término enésimo esta repre-
sentado por una funcién lineal.

EJEMPLO
Hallar la expresion para el enésimo término de la sucesion siguiente:

142, 158, 174, 190, 206,...

Como puede observarse, los valores anteriores forman una progresion aritmética en la cual la razén
es 16. El enésimo término sera una expresion que depende de n; sea T(n) ese término, entonces como
su expresion es lineal, basta con tomar dos puntos, que pueden ser (1, 142) y (2, 158), de tal manera
que se tendrd, hallando la funcion lineal que pasa por esos dos puntos, la siguiente expresion:

T-142 = —1582‘ 1142 (n-1)

O sea: T(n) =16n + 126
y se puede comprobar, por ejemplo, queT(5) = 16(5) + 126 = 206
Lo anterior se utiliza para plantear problemas como el siguiente.

Una inversion se inicia con $ 3.000.000 en una institucion que paga un interés del 2,1% mensual; ade-
mas, cada mes el inversionista deposita cantidades asi: $ 142.000 en el primer mes, $ 158.000 en el segundo
mes, $ 174.000 en el tercer mes y asi sucesivamente. Se pide plantear la ecuacion que permita hallar el saldo
en cualquier mes t.Ya sabemos que el deposito en el mes t (en miles de pesos) estd dado por 16t + 126, de tal
manera que denotando por S, el saldo al final del mesty por S _, el saldo al final del mest + 1, se tiene:

S,,=S5,+0.021S + 16t + 126y S_=3.000

O sea que:

S,,,—(1.021)St =16t + 126 y So = 3.000

Resolviendo esta ecuacion de diferencia finita se obtiene el valor de S,, medido en miles de pesos.

El problema de expresar el enésimo término de la sucesion dada originalmente también se pue-
de resolver a partir del concepto de gradiente aritmético creciente, donde el primer valores A= 142y
G = 16. Entonces, teniendo en cuenta la expresion del pago enésimo de un gradiente aritmético cre-
ciente que es la dada por A + (n —1)(16), se tiene para este caso que el enésimo pago es:

142 + (n -1)(16)

O sea: 126 + 16n, que corresponde a la misma expresion obtenida anteriormente.
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Se llama gradiente geométrico a una serie de pagos periodicos en la cual cada pago es igual al del
periodo inmediatamente anterior incrementado en un mismo porcentaje.

Es evidente que esta variacion porcentual de cada pago puede ser positiva o negativa, de manera
que puede originar lo que se conoce con los nombres de gradiente geométrico creciente o gradiente
geomeétrico decreciente respectivamente.

Por ejemplo, las series de valores:
a) 5.000; 5.500; 6.050; 6.655; 7.320,5,...
b) 8.000; 6.400; 5.120; 4.096; 3.276,8,...

corresponden, la primera, a una de gradiente geométrico creciente en la que la variacion positiva o
aumento porcentual es del 10%, vy, la segunda, a una de gradiente geométrico decreciente en la que la
variacion porcentual negativa o disminucién es del 20%.

Supongamos, por ejemplo, que la inflacion promedio mensual en un determinado ano fue del
2%; si un articulo tenia un precio de $ 4.000 al principio del primer mes, al final de este mes tendra
un precio de $ 4.080; al final del siguiente mes, de $ 4.161,6; al final del siguiente, de $ 4.244,83, y asi
sucesivamente.

Como podemos observar, la serie formada por los diferentes precios del articulo constituye un
gradiente geométrico creciente cuyo aumento mensual es del 2%.

Tanto un gradiente geométrico creciente como uno decreciente pueden ser vencidos, anticipa-
dos, diferidos o perpetuos.

Como en las anualidades y en los gradientes aritméticos, aqui consideraremos el gradiente
geomeétrico creciente vencido, y a partir de este deducimos las expresiones o férmulas correspon-
dientes a los anticipados, diferidos e incluso para los decrecientes.

Para esta clase de series se utiliza por lo general la siguiente notacion:
F: valor futuro

P: valor presente

A: valor del primer pago

n: numero de pagos

i: tasa de interés por periodo

k: tasa de incremento por periodo
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Sea una serie de n pagos por periodo

vencido, en la que el primero tiene un F,

valor de A y cada uno de los siguientes

es igual al del periodo inmediatamente

anterior aumentado en un porcentaje del 01 2 3 . t o t+1

k%, y en la que la tasa de interés es n

del i% por periodo. Se trata de hallar

expresiones que midan el valor futuro | Y.V ______________________ V.

y el presente en esta serie. El diagra- A AUl A(1 +_/;); ---------- -
A1+ k-t

ma de flujo de caja para esta serie se
muestra en la figura 5.14, en la que si
el primer pago es A, el segundo sera
A(1 + k), el tercero A(1 + k)?, y asi suce-
sivamente. En general, el pago enésimo sera A(1 + k).

Diagrama de flujo de caja de un gradiente geométrico
creciente vencido

VALOR FUTURO

Para determinar el valor futuro de la serie representada en la figura 5.14 podemos utilizar las ecuacio-
nes de diferencia finita, como lo hemos venido haciendo.

Sean F = valor futuro al final del periodo t después del pago correspondiente, y F,,, = valor futuro
al final del periodo t + 1 después del pago correspondiente.

Entonces, analizando el intervalo [t, t + 1] tenemos que alli se cumple la relacion siguiente:
F.,,=F+iF +A(1 + k)

La igualdad anterior puede transformarse en:
F,,-(1+i)F=A(1+k),conF,=0yt=0,1,2,...,..,n-1

Esta expresiéon corresponde a una clase de ecuacion de diferencia finita estudiada en el capitulo
2, con g(t) = A (1 + k)t, que es una funcion exponencial en la base (1 + k) y coeficiente A. Aplicando el
procedimiento para resolver esta clase de ecuaciones, llegamos a una solucion de la forma:

F = ﬁ[mi)f— (1+k)] (5-12)
para el valor futuro al final del periodo t, y para el valor futuro al final del periodo n tendremos:
F = ﬁ[ﬂ Y-+ K] (5-13)
Aun cuando se podria establecer una notacién para el factor del valor futuro de un gradiente
geomeétrico, no se acostumbra hacerlo, y por esta razon se utiliza directamente la formula (5-13).

Debemos tener en cuenta que la férmula (5-13) representa el valor futuro al cabo de n pagos de
un gradiente geomeétrico creciente, siempre y cuando i # k.

Para el caso en que i = k, tenemos la ecuacion de diferencia siguiente:
F,,—(1+i)F=A(1+i),F =0

Y

t=0,1,2,..,n-1

El estudiante debe resolver esta ecuacién utilizando lo que hemos visto en el capitulo 2 como
caso especial numero 2 y llegar a la solucion:

Fo=At(1 + i) (5-14)

y calculada en el punto t = n nos da:
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F=nA(1+i)" (5-15)

Las férmulas (5-13) y (5-15) también pueden hallarse utilizando simplemente el algebra de las
progresiones geométricas.

| EJEMPLO 5.12 |

Un empleado empieza a trabajar en una empresa el 1 de enero con un salario mensual de $ 220.000
y decide depositar cada ano el sueldo de diciembre en una cuenta de ahorros que paga un interés del
29% anual. Suponiendo que le reajustan el salario cada ano en el 25%, averiguar cuanto tendra acu-
mulado en la cuenta de ahorros al cumplir 10 anos de trabajo.

El diagrama de flujo de caja correspon-
diente se muestra en la figura 5.15. 0 1 2 3

. . . 1
Los depdsitos forman un gradi- 0

ente geométrico creciente vencido en
el que: A =$220.000; n = 10 depdsitos; 220.000 T
i =29% anual; k=25%; F=? 275.000
343.750
Aplicando la formula (5-13), para

i # k tenemos:

220.000

= 539 0 35 1:29)" - (1,25)"'] = $18.964.761

F

Esta cifra representa la cantidad total acumulada por el ahorrador al cabo de 10 anos.

| EJEMPLO 5.13 |

Resolver el ejemplo 5.12, suponiendo que el salario lo reajustan cada ano en el 29%.

El estudiante debera hacer el diagrama de flujo de caja para este ejemplo con los siguientes datos:
A =$220.000; n = 10 depdsitos; i = 29% anual; k = 29% anual; F=7?
Como en este caso i% = k%, aplicamos la formula (5-15) y obtenemos:
F =10(220.000)(1,29)9 = $ 21.763.567

que sera el total acumulado en la cuenta de ahorros al cabo de diez ahos.

VALOR PRESENTE

El valor presente del gradiente geométrico creciente y vencido representado en la figura 5.14 puede
hallarse mediante un procedimiento similar al utilizado en los casos anteriores. O sea que el valor P
(en el punto 0) del diagrama de la figura 5.14 es igual a:

P = F(P/E i%, n) = ﬁ[ﬂ ) A+ k)" A+ )"

es decir:

A 1+ kY
P=—"]1- . (5-16)
i— k{ [1 + i j 1
De nuevo, la férmula (5-16) sirve para hallar el valor presente del gradiente geométrico dado en
la figura 5.14, si i = k. Para el caso contrario (es decir, i = k), tendremos:
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P=nA(1T+i)""(1+i)
O sea:
_ nA
T+
Esta es la expresion que mide el valor presente del gradiente geométrico creciente vencido para
el caso en quei=k.

(5-17)

De acuerdo con el problema general planteado, debemos tener en cuenta que las férmulas (5-13),
(5-15), (5-16) y (5-17) corresponden a un gradiente geométrico creciente vencido y acumulan los va-
lores correspondientes en los tiempos senalados en la figura 5.14. Por tanto, para los casos de series
anticipadas o diferidas procedemos de la misma forma como lo hicimos para las series uniformes y
en los gradientes aritméticos correspondientes.

| EJEMPLO 5.14 |

Hallar el valor de contado (VC) de un articulo que, financiado, puede adquirirse asi: una cuota inicial
equivalente al 30% del valor de contado y el resto a 15 meses con cuotas que aumenten cada mes en
el 2%, sabiendo que la primera sera de $ 23.000 vy la tasa de interés sera del 34% nominal mensual.

. . . . vc
El diagrama de flujo de caja es el si-
guiente:

; 0 1 2 3

Las cuotas que se pagan a partir 15
del primer mes forman un gradien-
te geométrico creciente vencido con
A = $ 23.000; n = 15 cuotas; i = 2,83% 23.000 T TTTUeee--ol

) o 23.460  TTTtee-ol

mensual; k = 2% mensual. 0,3(V0) 23.929,2

El valor al contado del articulo
esta representado por el valor presente
de todas las cuotas pagadas (incluyen-
do la cuota inicial); es decir:

15
VC = 0,3(VC) + —23:000 {1_( 1,02 ) }

0,0283 - 0,02 1,0283
VC = $ 453.137

El problema también puede plantearse diciendo que la suma financiada a 15 meses es el 70%
del valor del precio al contado, puesto que se paga una cuota inicial equivalente al 30% del valor al
contado. Por tanto:

15
07ve - 23.000 {1_( 1,02 J 1

0,0283 -0,02 1,0283
.. VC =$453.137

O sea, el mismo resultado que obtuvimos anteriormente.

| EJEMPLO5.15 |

Resolver el ejemplo 5.14 suponiendo que la primera cuota mensual de $ 23.000 se cancela al cabo de
cinco meses.
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vC
El diagrama de flujo de caja es el si-
guiente:
Las cuotas mensuales que se pa- 61 2 3 4 5 6 19
gan forman un gradiente geométrico
creciente diferido. Con la ayudadela |/ v ¥
formula (5-16), tendremos: 23.000 53460 e
0,3(vC)

15
VC =03 (VC)+—23:000 1, [ 102 11, 5983y
0,0283 — 0,02 1,0283

Esto porque la férmula (5-16) acumula un periodo antes del primer pago; en nuestro caso, apli-
cada al gradiente, acumula el valor presente en el punto 4.

A partir de la igualdad anterior tenemos:
VC = $ 405 275

Debe tenerse en cuenta que los dos ejemplos anteriores, 5.14 y 5.15, no son equivalentes, es decir,
no representan la misma operacion financiera. Por esta razén, los resultados de los dos no son iguales.

| EJEMPLO 5.16 |

Financiar una deuda de $2.000.000 de hoy a dos anos con cuotas por trimestre anticipado que aumen-
ten en el 5% cada trimestre, y con una tasa de interés del 9% trimestral.

2.000.000
El diagrama de flujo de caja es el si-
guiente:

Donde: P=2.000.000; A=?; n=8 pa-
gos; i = 9% trimestral; k = 5% trimestral. 0 1 9 o 7 8

La serie de pagos corresponde
a un gradiente geométrico creciente
anticipado. De nuevo, con base en la
formula (5-16), llegamosa: | ---ee--i LW

8
2.000.000 = ——A—[1-[ 105 ) 11 og)
0,09-0,05| (1,09
A=$ 283.908

Esto significa que para amortizar la deuda en las condiciones del problema deben iniciarse los
pagos hoy con una cuota de $ 283.908.

También son frecuentes los casos en los que una operacion financiera contempla varias tasas de
interés durante el tiempo en el que se realiza esa operacion.
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| EJEMPLO 5.17 |

Usted deposita el primer mes $ 15.000 en una cuenta de ahorros y cada mes siguiente aumenta el depoésito
en el 4%. Si hace los depdsitos durante dos anos y la cuenta de ahorros le paga el 2,5% mensual durante el
primer ano y el 3% mensual de ahi en adelante. ;Cuanto tendra acumulado al cabo de los dos anos?

El diagrama de flujo de caja es el siguiente:
2,5% 3%

Como la tasa de interés cambia
al cabo de un ano, para hallar el valor 0o 1 2 12 13
futuro de los 24 depdsitos estos deben
manejarse en dos bloques diferentes: 15_0'66'1'5"6‘0‘0‘ -----------
los que corresponden al primer ano y los ’
correspondientes al segundo ano, con
sus respectivas tasas de interés.

24

Por tanto, el valor futuro al cabo
de los dos anos estara dado por:

_ 15.000 [(1,025 )12_ (1,04)12](1,03)12+ 24.015,5
0,025 - 0,04 0,03 -0,04

=$786.122

[(1,03)* - (1,04)"%]

Se llama gradiente geométrico decreciente a toda serie de valores periddicos en la que cada valor
es igual al del periodo inmediatamente anterior disminuido en una misma tasa.

Esta clase de gradiente también puede ser
vencido, anticipado, diferido y perpetuo.

El diagrama de flujo de caja gene-
ral para un gradiente geométrico decre-
ciente vencido sera como seguidamen- 0o 1 9 3
te se lo grafica (véase la figura 5.20). e n

Las expresiones para calcular
tanto el valor futuro como el valor | | | | .. B
presente las obtenemos a partir de la I()A(1—k)2 All- kK
ecuacion de diferencia:

F,,=F+iF +A(1-k)5F =0

Diagrama de flujo de caja de un
gradiente geométrico decreciente vencido

Y asi se llega a:
A N n
= D) -(1-k)"] (5-18)
Y:
A 1- kY
P=7r k{1_(1+ij} (6-19)

sik=#1i.
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Para el caso de i = k, se reemplaza i por k, o viceversa, en las expresiones (5-18) y (5-19). De
nuevo, la férmula del valor presente anterior acumula un periodo antes del primer pago. Por tanto,
a partir de esta podemos calcular también el valor presente de un gradiente geométrico decreciente
anticipado y diferido.

| EJEMPLO 5.18 |

Financiar $ 2.500.000 a 18 meses con cuotas mensuales anticipadas que disminuyan cada mes en el
2,5%, sabiendo que la tasa de interés que se cobra es del 3,2% mensual.

El diagrama de flujo de caja es el siguiente:

2.500.000
o 1 2 17 18
- A0,975)

" A(0,975)

A

Buscamos determinar el valor de la primera cuota. Para esto equilibramos el diagrama en el
punto 0.

18
_ A (1-0,025
2.500000 = Goas o {1 ( 1032 j }(1,032)
S.A=$215.6255

Es decir, la deuda se pagara con 18 cuotas por mes anticipado, empezando hoy con una cuota
de $ 215.625,5, y de ahi en adelante disminuira cada mes en el 2,5% respecto de la del mes inmedia-
tamente anterior.

Resolver el ejercicio anterior si la primera cuota se paga dentro de cuatro meses.

El estudiante debe hacer el diagrama de flujo de caja, y segun ese diagrama se tendra la igualdad
siguiente:

18
A 1- 0,025 3
2.500.000 = oot e {1—[ 032 j }(1,032)

oA =$244.578,8

En este ejemplo son equivalentes financieramente los dos sistemas de amortizacion de la deuda.

Al igual que en las series uniformes y en los gradientes aritméticos, se presenta el caso de un gradiente
geomeétrico a perpetuidad. Ejemplo de estos casos pueden ser aquellas situaciones practicas tomadas en
las series uniformes y gradientes aritméticos a perpetuidad, con la diferencia de que aqui los pagos varian
porcentualmente respecto del inmediatamente anterior. Como en toda serie perpetua, solo puede hallarse
el valor presente, y el método para encontrarlo es el mismo utilizado para los casos ya mencionados.
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Tomemos en primer lugar un gradiente geométrico perpetuo creciente de caracteristicas simila-
res al tratado en la seccion 5.6. De ahi sabemos que:

Pnzi{1—[1+kj si ik

1-k T+

Por tanto, el valor presente P del gradiente perpetuo sera:

P —lim P = lim —2—|1 (1=K
noeo M now] _ k 1+

n
: - (1K o
Analizando el limite de la expresiéon , se presentan los casos siguientes:

1+

lim

n—»w

(1+kjn— 0,sii)k

T+ no existe, si i (k

Asi que el valor presente P estara dado por:

A
p_Jli-k’

si i)Yk
(5-20)
no existe, si i(k

y para el caso en que i = k, tenemos que utilizar la formula (5-17) y llegamos a:

P=lim P, = lim -A

n— o now 1T+ 10

y este limite no existe. Para este caso, entonces, el valor presente no existe.

[ EJEMPLO 5.19 |

Una ciudad debe establecer un fondo para cubrir los gastos de mantenimiento de un parque que se
supone tendra vida util perpetua. Los gastos se estiman en $ 2.000.000 el primer ano y luego aumen-
taran el 25% cada ano. El fondo consiste en un Unico depdsito hoy en una cuenta que pagara unos
intereses del 33% anual durante los 10 primeros anos y del 36% anual de ahi en adelante. Determinar
el valor del depdsito.

El diagrama de flujo de caja es el siguiente: 33% 36%

Donde X representa el valor del
depdsito hoy; los retiros de la cuenta de
ahorros correspondientes al valor del | Y. v
gasto de mantenimiento de ese afo esta- C .

ran medidos en millones de pesos. 18,626 ~  TTo---. .

Equilibrando el diagrama en el
punto 0 (hoy), tenemos:

10
2 {1_[1,25) } 18,626 1 3511 _ 551 33

~0,33-0,25 1,33 0,36 — 0,25

Esto significa que con un Unico depdsito hoy por un valor de $ 21.330.000 en esa cuenta, la
ciudad dispondra del dinero necesario para cubrir esos gastos por término indefinido o, lo que es lo
mismo, a perpetuidad.

El estudiante debera analizar el caso del gradiente geométrico decreciente perpetuo y obtener la
formula que permita calcular el valor presente.
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Cuando una sucesién de valores aumenta (o disminuye) de un valor al siguiente en un porcentaje
constante, entonces genera una progresion geométrica, y la sucesiéon de valores origina un gradiente
geomeétrico. Para el caso de gradientes geométricos crecientes se tiene que el enésimo término esta
dado por A(1 + k)", donde A es el primer término y k la tasa de incremento, y por A(1 - k)"*si el gra-
diente geométrico es decreciente.

EJEMPLO

Hallar la expresién para el enésimo término de cada una de las siguientes sucesiones de valores:
a) 12.000; 13.800; 15.870; 18.250,5; 20.988,075,...

b) 15.000; 12.900; 11.094; 9.540,84; 8.205,1224,...

Para la sucesion de valores en a), se puede observar que si seleccionamos cualquiera de los va-
lores y lo dividimos por el inmediatamente anterior obtendremos un factor igual a 1,15, que es igual
a 1+ k, de donde se concluye que k = 15%; y como cada uno de los términos de la sucesion se obtie-
ne multiplicando el inmediatamente anterior por 1,15, entonces concluimos que esa sucesion forma
un gradiente geométrico creciente y que la tasa de aumento es del 15%, y asi el enésimo término es
12.000(1,15)"2.

Para la sucesion b), con un procedimiento similar al anterior se obtiene que el factor es igual a
0,86 =1 — k, es decir que k = 14%, y, por lo tanto, la sucesién forma un gradiente geométrico que de-
crece en el 14% cada periodo, y asi el enésimo término estara dado por 15.000(1-0,14)",

Las expresiones anteriores se pueden utilizar en el planteamiento de problemas como el siguiente.

Suponga que se invierte hoy la suma de $ 5.000.000 y, ademas, en los meses siguientes se de-
positan las cantidades que se muestran en la sucesion a). Se pide plantear la ecuacion cuya solucién
muestre el saldo al cabo de t meses, sabiendo que el dinero rinde el 2,2% mensual.

Entonces, si S, denota el saldo en el mes t después del deposito respectivo y similar para S, , se
tiene que:

S,.,=S,+0,022S +D,,

Donde D,,, es el depdsito en el mes t + 1, el cual esta dado por D, , = 12.000(1,15)". Asi que la

ecuacion anterior quedara:
S,.,=S,+0,022S, +12.000(1,15)!
Es decir:
S,.,,—(1,022)S = 12.000(1,15)'y S =$ 5

De manera similar, el problema se plantea si los depdsitos mensuales son los dados por los va-
lores de la sucesion b).

También podemos utilizar las férmulas vistas hasta este momento para trabajar algunas clases
de flujos de caja que a primera vista no se ajustarian directamente ni a una anualidad ni a un gradien-
te, pero algunas operaciones nos permitiran reducir esos flujos de caja a una de estas series. Son,
entre otros, casos de valores constantes durante los meses de un ano, pero que aumentan cada aho
ya sea en una cantidad fija de dinero o en una tasa constante.

| EJEMPLO 5.20 |

Una persona que devenga un salario de $ 150.000 mensuales el primer afo decide depositar cada mes
la décima parte de su salario mensual en una cuenta de ahorros que paga un interés del 2,5% mensual.
Si le incrementan el salario cada ano en el 24%, jcuanto tendra ahorrado al cabo de doce anos?
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El diagrama de flujo de caja inicial de
los depdsitos es el siguiente: 0 1 2 .. 12 1 2 .. 12 1 2 ... 112

Como podemos ver, el flujode | ¢« +
caja total no corresponde ni a una 15s.000  t----r______.3
anualidad ni a un gradiente geométri-
co ni aritmético, pues existen algunos
valores iguales. Sin embargo, sical- ( v v ¥
culamos al final de cada ano el equi- 159.856,3
valente financiero de los 12 depdsitos
correspondientes, tenemos:

F,=15.000 (F/A, 2,5%,12) = $ 206.933,3
F,=18.600 (F/A, 2,56%,12) = $ 256.597,3
F,=23.064 (F/A, 2,56%,12) = $ 318.180,6

y asi sucesivamente. Estos valo-
res futuros constituyen un gradiente
geomeétrico en el que el incremento o F
aumento es del 24% cada ano. Por con-
siguiente, el primer diagrama de flujo 0o 1 2
de caja de los depdsitos es financie-
ramente equivalente a la figura 5.24, 206.9333 T eeee
donde, para hallar el valor futuro, te- 2565973 - Seeeen
nemos: A =$206.933,3; n = 12; k=24% Tl
anual; i = 34,49% anual (equivalente a
2,6% mensual). Por tanto, el valor futu-
ro total sera:

12

F_ _206.933,3

= Gaaas o 24 [(1:3449)" - (1,24)" 1= $43.008.770

Cantidad esta que corresponde al total que la persona tendra ahorrado al cabo de 12 anos en las
condiciones expuestas en el problema.

| EJEMPLO 5.21 |

Un pequeno proyecto requiere una inversion inicial de $ 20.000.000. Este dinero se obtiene de una ins-
titucion financiera que cobra un interés del 36% anual y exige que la deuda se amortice en un tiempo
de cuatro anos, en cuotas trimestrales que aumentan en el 5% cada trimestre, y la primera cuota debe
pagarse dentro de seis meses. Para cubrir esta obligacion, la empresa duena del proyecto depositara
la mitad de las utilidades mensuales del proyecto en una cuenta que pagara el 3% mensual durante
los cuatro anos, de tal manera que en cada trimestre se tenga la suma necesaria para pagarle al banco.
;Cuales deberan ser las utilidades promedio mensuales iguales para que la empresa pueda cubrir la
obligacién con el banco?

Lo primero que debemos hacer es financiar la deuda con el banco, para lo cual se utilizarad una tasa trimes-
tral del 799%, equivalente al 36% anual; aqui las cuotas trimestrales forman un gradiente geométrico dife-
rido. Se sugiere que el estudiante haga el diagrama flujo de caja. Equilibrando en el punto 0, tendremos:

15
_ A 1,05 -1
20.000.000 = 0,0799 — 0.05 {1 - (1,0799 j }(1,0799)

S.A=$1878.774

Esta es la primera cuota que debe pagarsele al banco dentro de seis meses.
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Ahora, el diagrama de flujo de
caja con la cuenta en la que se hacen
los depdsitos mensuales y los retiros
trimestrales para cancelarle al banco 1.878.744

es el siguiente: T k=5%
0 1 2 3 4 5 |67 8 |9 . .
Los valores del problema son: 48 meses
depodsitos mensuales = $ X; retiros
trimestrales de $ 1.878.744 el prime- | T x Tt

ro y luego aumentaran en el 5% cada
trimestre; 48 depdsitos y 15 retiros; y
tasa de interés del 3% mensual, equi-
valente al 9,27% trimestral. Equilibrando el diagrama en el punto 0, tendremos:

X (PIA3%,48) — —1878.744 1_[1,05

15
} (1,0927)"
0,0927 - 0,05 1,0927

L. X=%$717224
Asi que las utilidades promedio mensuales del proyecto deberan ser:
2(717.224) = $ 1.434.448

El estudiante ya ha podido darse cuenta de las grandes ventajas que tiene representar con clari-
dad el diagrama de flujo de caja de una operacion financiera, pues asi la parte mecanica es muy poca
y mas si se cuenta con una calculadora, ojalé financiera o programable.

En esta parte presentaremos algunos de aquellos problemas o casos que se anunciaron en la intro-
duccion de este capitulo y que corresponden a situaciones en las que el flujo de caja no se ajusta a
ninguna de las series ni uniformes ni gradientes ya vistas, pero que podremos solucionar con la ayuda
de una ecuacion de diferencia finita.

| EJEMPLO 5.22 |

Usted inicia hoy una cuenta de ahorros con $ 100.000 en una corporacion que paga un interés del 28%
nominal trimestral (o el 28% anual liquidable trimestralmente). Usted retira cada trimestre la quinta
parte del saldo que tenia en el trimestre inmediatamente anterior. Hallar el saldo en la cuenta de aho-
rros al cabo de tres anos antes y después del retiro respectivo.

En primer lugar, el estudiante puede calcular manualmente los cuatro primeros valores del saldo; si
no encuentra una relacion entre ellos, podra pensar que continuando con este procedimiento en algun
momento se llegara a la solucion del problema. Pero lo que aqui se propone es ver si con la ayuda
de una ecuacion de diferencia finita puede llegarse a la solucidén sin necesidad de recurrir al proce-
dimiento iterativo.

Para esto, denotemos con:

S,: saldo al final del trimestre t, después del retiro correspondiente

S,,,: saldo final del trimestre siguiente (o sea el trimestre t + 1), después del retiro correspondiente
R,y R,,, losretiros en los trimestres t y t + 1 respectivamente

Tendremos la relacion siguiente:

S.,=S+iS-R,_,
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Donde i es la tasa de interés trimestral que se aplica al saldo, y R, = 1/5 S;; por tanto, la igualdad
anterior se transforma en:

8,1=5,+0,075,- £ &,
O sea:
S, =(0,87)S,y S, =$100.000

Esta expresion corresponde a una ecuacion de diferencia finita estudiada en el capitulo 2, cuya
solucion viene dada por:

S, =100.000(0,87)

En particular, el saldo al cabo de tres anos después del retiro correspondiente estara dado por la
expresion anterior calculado en t = 12; o sea:

S, =100.000(0,87)"? = $ 18.803,1

y este sera el saldo al cabo de tres anos después del retiro correspondiente.
Ahora, el saldo en esa fecha antes del retiro vendra dado por:

18.803,1 + 1/5[100.000 (0,87)"] = $ 23.125,7

O, lo que es lo mismo, por:

100.000(0,87)"(1,07) = $ 23.125,7

El estudiante debera interpretar cada una de estas dos ultimas expresiones.

| EJEMPLO 5.23 |

En el ejemplo 5.22, suponer que cada trimestre usted deposita cantidades asi: $ 10.000 el primer tri-
mestre, $ 11.300 el segundo trimestre, $ 12.600 el tercer trimestre, y asi sucesivamente. Hallar el saldo
al cabo de tres anos después del retiro y el depdsito respectivos.

Aqui denotamos con D, el depésito en el trimestre ty con D, , el depdsito en el trimestre siguiente.
La relacion entre las variables que estan analizdndose es:
S,,=S,+iS-R_,+D,,
En este caso los depdsitos forman un gradiente aritmético creciente; por tanto:
D, =10.000 + (t-1)1.300, y D, ,, = 10.000 + 1.300t
Asi que la igualdad anterior se transforma en:
S,.,=S5,+0,07S,-1/5S,+ 10.000 + 1.300t
O sea:
S,,, - (0,87) S,=1.300t + 10.000; con S = $100.000

De nuevo, esta relacion pertenece a una de las clases de ecuaciones de diferencia finita vistas en
el capitulo 2. Con base en la teoria estudiada, alli tenemos:

S,(t)=(0,87)'C

S,=at+ b =10.000t

Por tanto:

S,=(0,87)'C +10.000¢

Como S, =100.000, entonces:
C =100.000
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Asi que:
S, =100.000(0,87)" +10.000 t
y el saldo al cabo de tres anos sera:

S,, = 100.000 (0,87)"” + 10.000 (12) = $138.803,1

Para este ejemplo el estudiante debe calcular los saldos en cada uno de los tres primeros trimes-
tres, segun las condiciones expresadas en el enunciado, y luego compararlos con los resultados que
consiga al calcular S, S, y S, con la férmula obtenida anteriormente.

| EJEMPLO 5.24 |

Usted inicia hoy una cuenta de ahorros con $ 1.850.000 ganando el 26% TV; ademas, cada trimestre
retira la quinta parte del saldo que tenia al final del trimestre anterior, pero, al mismo tiempo, deposita
cantidades que aumenten en el 4% cada trimestre; $ 80.000 es el primer depdsito. Hallar el saldo al
cabo de cuatro anos y medio antes del depdsito y del retiro respectivos.

Sean:
S, el saldo al final del trimestre t después del retiro y deposito respectivos
S,.,: el saldo al final del trimestre t + 1 después del retiro y depdsito respectivos
De esta manera obtenemos la siguiente ecuacion al relacionar los dos saldos anteriores:
S.1= S,+0,065S,-1/5S5,+ 80.000 (1,04)"
O sea:
S,.,—0,8655, = 80.000 (1,04)", con S, = $1.850.000.
Aplicando el método visto en el capitulo 2 para resolver esta clase de ecuaciones, llegamos a:
S, = 1.392.858(0,865)" + 457.142 (1,04)"

De tal manera que el saldo al cabo de cuatro anos y medio, antes del depdsito y del retiro res-
pectivos, estara dado por el valor S_,(1,065), que es el saldo al cabo del mes 53 , aumentando en los
intereses del mes 54 ; es decir:

S, (1,065) =[1.392.858 (0,865) + 457.142 (1,04)**1(1,065) = $3.892.635
Este es el saldo que pide el problema, segun las condiciones alli expuestas.

Los ejemplos 5.22, 5.23 y 5.24 son apenas una pequena muestra del conjunto de casos en los que
el flujo de caja no se ajusta a ninguna de las series vistas anteriormente, pero los valores guardan una
relacion entre si y dependen del tiempo. Esto nos permite utilizar otra herramienta matematica, las
ecuaciones de diferencia finita, para hallar la solucién correspondiente. Como parte de los problemas
que se presentan al final del capitulo (problemas Il), el estudiante encontrara algunos casos en los que
necesariamente debera utilizar estas ecuaciones para hallar la solucion del problema.

En muchos casos practicos de aplicacion de las matematicas financieras los valores (ingresos o egre-
sos) de un flujo de caja no siempre guardan alguna relacion entre ellos, como por ejemplo el que sean
iguales para formar una anualidad o que aumenten o disminuyan ya sea en una cantidad fija de dinero
0 en un porcentaje para formar gradientes aritméticos o geométricos respectivamente.

Un caso real es aquel en el que, a partir de una informacion dada o conocida de valores, se
estime una expresion que sea representativa del comportamiento hacia el futuro. En estadistica se
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estudia el tema de regresion lineal y no lineal, que se usan para resolver el problema anteriormente
planteado. Por ello, no es el objetivo de esta seccion hacer un estudio a fondo sobre el tema de la
regresion, porque esto es propio de otra materia, sino ver que este tema es aplicable a problemas
practicos de las matematicas financieras. De manera que el estudiante que en este momento no haya
cursado Estadistica debe utilizar uno de dos caminos para resolver estos problemas: o hacer uso de
las materias vistas en algebra lineal para hallar la funcion lineal o no lineal que mas se ajuste a la infor-
macion dada, o simplemente hacer uso de los programas que en la tecnologia computacional sirven
para ejecutar la regresién lineal o no lineal.

| EJEMPLO 5.25 |

Una empresa que produce y vende un determinado articulo tiene el registro de los ingresos mensua-
les (en millones de pesos) para los cinco meses anteriores, y son los siguientes:

Ingreso 2,5 3 2 3,6 34

Bajo el supuesto de que los ingresos continlien con un comportamiento similar, estimar los in-
gresos para los siguientes siete meses.

a) Utilizando una regresion lineal de la formay = B, + B, t, donde t es el tiempo en meses e y el in-
greso (en millones de pesos), y utilizando el programa de una calculadora o de una computadora
para ejecutar la regresion, se llega a la expresion:

y =2,18 + 0,24t
Con un coeficiente de correlacion r = 0,5787.

Por lo tanto, para los siguientes siete meses se estiman unos ingresos asi:

Ingreso 3,62 3,86 4.1 4,34 4,58 4,82 5,06

Como puede observarse, los valores estimados de los ingresos mensuales forman un gradiente
aritmético con un valor de G = 0,24.

b) Utilizando una regresién exponencial de la forma y = abt, donde t es el tiempo (en meses), Y es
el ingreso (en millones de pesos), y, como en el caso anterior, utilizando un programa apropiado
de la calculadora, se llega a la siguiente expresion:

Y =2,233(1,083)t
Con un coeficiente de correlacion r = 0,5247.

A partir de la expresion anterior, los valores estimados de los ingresos para los siguientes siete
meses seran los siguientes:

Ingreso 3.603 3.902 4.226 4.577 4.956 5.368 5.813

En este caso, como puede observarse, los valores estimados de los ingresos mensuales consti-
tuyen un gradiente geométrico con un valor de k = 0,083, o sea, k% = 8,3%.

Como en este momento el estudiante ya sabe manejar los gradientes, podra calcular ya sea el
valor futuro o el valor presente de los ingresos estimados para los siete meses siguientes a la infor-
macion dada originalmente.

Cuando en un flujo de caja conocido la funcién lineal para estimar los valores futuros de la forma
y =P, + B, tes tal que B, = 0, se origina una anualidad con los valores estimados.
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| EJEMPLO5.26 |

Respecto del ejemplo 5.25, suponga que los costos mensuales (en millones de pesos) para los mismos
cinco meses anteriores hayan sido los siguientes:

Mes
Costos 1.250 1.600 1.300 1.400 1.350

Suponiendo que se mantenga ese comportamiento, estimar los costos mensuales para los siete
meses siguientes.

Utilizando una regresion lineal de la forma C = B + B,t, donde t represente el tiempo (en meses) y C el costo (en
millones de pesos), y utilizando un programa de regresion lineal, se llega a que B,=1.38y B,=0; porlotanto, la
funcion lineal que mas se ajusta a la informacion dada es C = 1,38 para cualquier valor de t, asi que los costos
mensuales para los siguientes siete meses constituyen una anualidad de valor 1.380.000 pesos cada mes.

Ahora bien: suponga que el dueho de la empresa de los ejemplos 5.25 y 5.26 desea estimar el
total que podra tener acumulado dentro de siete meses, si invierte cada mes la mitad de las utilidades
en una institucion que paga el 14,4% MV.

Para este caso tenemos que las utilidades mensuales estimadas seran:

Ingreso 2.240 2.480 2.720 2.960 3.200 3.440 3.680

Como puede observarse, las utilidades mensuales estimadas constituyen un gradiente aritméti-
co con G =0,24; por lo tanto, se estima que al cabo de siete meses, ahorrando la mitad de las utilidades
al 1,2% mensual, se tendra un total acumulado en esa fecha de:

F=1,12(F/A, 1,2%, 7) + 0,12(F/G, 1,2%, 7) = $ 10.698.962

El estudiante encontrard problemas referentes al tema en la seccién de problemas clase Il del
final del capitulo.

1.  Financiar $ 50.000.000 de hoy a cuatro anos en cuotas mensuales que aumenten cada mes en el
2%, sabiendo que la primera cuota se cancelara dentro de cuatro meses y que la tasa de interés que
se cobra por el crédito es del 16% EA para los dos primeros anos y del 75% TV de ahi en adelante.

50.000.000
1.24% 1.44%

12345 24 25 48 meses

A: valor de la primera cuota

Equilibrando el diagrama en el punto 0:
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21 21 24
50.000.000 = A | 102 (1,0124) %4 A0.02) 1| 102 1,0124) %
0,0124 - 0,02 1,0124 0,0144 - 0,02 1,0144

- A= $999.866

2. Financiar $ 80.000.000 a cuatro anos en cuotas mensuales, debiendo cancelar la primera dentro
de cinco meses, y de tal manera que aumenten en el 1% hasta finales del segundo ano y de ahi
en adelante disminuyan en el 2% hasta finales del cuarto ano.Tasa de interés del 22% EA para los
dos primeros anos y del 19%TV de ahi en adelante.

80.000.000

12345 24 25
0 48 meses

A(1,01)*  A(1,1839)

Tasas: 22% EA — 1,67% mensual
19% TV — 1,566% mensual

20 24
80.000.000 = A 1o 1OV ) g 0167) ¢ 4 AU839) 1y (1-0.02) 4 4q67)-24
0,0167 — 0,01 1,0167 0,0156 — 0,02 | | 1,0156

" A=$2.652.604

3. Un activo se financié de la siguiente manera: cuota inicial del 40% del valor del precio al contado, cuotas
mensuales que disminuyan en $ 15.000 hasta finales del segundo ano y de ahi en adelante se manten-
gan constantes por un aino mas. Si la primera de las cuotas variables es de $ 350.000 y se debe cancelar
en el cuarto mes, hallar el valor de contado (VC) del activo si la tasa de interés es del 2742% EA.

VC
1234 24 25
0 36 meses
A e 50.000
0,4(VC)
350.000

21
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Tasas de interés: 27,42% EA — 2,04% mensual

V.C = 0,4(VC) +[350.000 (P/A,2,04 %, 21)-15.000(P/G ,2,04,21)](1,0204)°
+50.000(P/A,2,04%,12)(1,0204) >

- V.C = $6.151.390

4. Unainstitucion le otorga un crédito a una persona por un valor de $ 60.000.000, bajo las siguien-
tes condiciones:

Tiempo: 4 anos; cuotas mensuales que aumenten en el 1,56% cada mes; primera cuota dentro de
un mes por valor de $ 1.820.000 y tasa de interés del 24% MV.

Al cabo de dos anos usted debe revisar la financiacion y determinar el valor de la cuota nimero 25
para que, continuando con el mismo incremento, la deuda quede cancelada a los cuatro anos.

60.000.000

1 2 24 25
0 48 meses
1.820.000
Tasas de interés: 24% MV — 2% mensual
24 24
60.000.000 = —+820.000 1, (1,015} ), X 1- (1015 4 02) %

0,02 - 0,015 1,02 0,02 - 0,015 1,02

- X=$1.410.105

Donde X es el valor de la cuota nUmero 25.

5. Financiar $40.000.000 a tres anos en cuotas mensuales que aumenten en el 1,5% cada mes hasta
la vigésima cuota y de ahi en adelante se mantengan constantes, sabiendo que la primera cuota
se cancela dentro de cinco meses y que la tasa de interés es del 18% EA.

40.000.000

12345 24 25 36 meses
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Tasas de interés: 18% EA — 1,39% mensual

20
40.000.000 = A 1| 1015 | 1 0139)% 4 1,327 A(P/A1,39%,12)(1,0167) %
0,0139 — 0,015 | \1,0139

- A= $1.364.085
1,327 A =$1.810.140

6. Se invierte hoy la suma de $ 9.000.000 en una entidad financiera que pacta un interés del 1,5%
mensual. Cada mes se deposita alli la suma de $ 30.000 y también cada mes hacen un descuento
del 1% sobre los intereses devengados en ese mes. Hallar el total que se tendra acumulado al
cabo de cinco anos.

60

t t+1
0 1 2 3 o 60 meses

9.000.000

Tasas de interés: 1,5% mensual
Descuento: 1% sobre interés
S;:Saldoenelmest; S A saldoenelmest+1.
Entonces:
S, =S5,+0,0155,-0,01(0,015S,) +30.000
S;.1=1,01485S, + 30.000; S, = 9.000.000
t
S, =(1,01485) (9.000.000) + 30.000 | 1 —(1:01485 ) |
1-1,01485
S, = $24.666.869

7 Una inversion se inicia hoy con $ 3.000.000 en una entidad financiera que paga un interés del
36% EA. Ademas, cada trimestre se deposita la suma de $ 50.000, pero también cada ano la enti-
dad hace una retencion del 12% sobre los intereses devengados en ese ano. Se pide hallar el total
que se tendra acumulado al cabo de 10 anos.

Tasas de interés: 36% EA <> 7,99% trimestral

Impuesto: 12% sobre intereses cada ano
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Cada ano, por los cuatro depésitos trimestrales de 50.000, se tendra:

0 1 2 t t+1

3.000.000

50.000 (F/A,7,99%, 4) =225.272 = 200.000 + 25.272 = Capital + intereses

Entonces:
Fi.,,= F, +0,36F, +225.272 - 0,12(0,36 F,+ 25.272)
F.., =1,3168 F, +222.239; F, = 3.000.000

t
F, = (1,3168)' (3.000.000)+ 222.239 | . = (1.3168 )
1-1,3168

Fo = $57.318.437

Los ingresos mensuales de una compania son en cualquier mes iguales a los 5/3 de los costos en
ese mes. Las utilidades mensuales se reinvierten en una institucién financiera que paga el 36%
EA, pero que, al mismo tiempo, descuenta por concepto de impuestos el 1,5% mensual sobre los
intereses devengados en ese mes. Se pide hallar el total acumulado en la institucion financiera
al cabo de cuatro anos, sabiendo que los costos del primer mes son de $ 45.000, de $ 50.000 el

segundo mes, de $ 55.000 el tercer mes y asi sucesivamente.

Sean:

Y ingresos en el mes t
C: costos en el mes t

U: utilidades en el mes t
Se tiene que:

C,= 40.000 + 5.000t

5 2 2 80.000 10.000
U, =Y, -C, :§Ct—CI:ECt=§(4O.000+5.OOOt)= 3 + 3 t
U, - 80.000 +10.000 (t+1):30.000+10'000 ¢
t 3 3 3
Sean:

F.: total acumulado en el mes t

F. .. total acumulado en el mes t + 1

10 anos



Entonces:

10.000

F... = F,+ 0,026 F, + 30.000 + 3

t—0,015(0,026 F,)

F..,—1,02561F, =

10'200 t+30.000; F, =0

Solucion de la homogénea: F (1) = (1,02561)'C

Solucidn particular: Fp(t) =at+ b, entonces=a(t+ 1)+ b
Sustituyendo en el problema original se llega a que:
a=-130.1575, b=-6.253.709,5

Entonces: Fp(t) =-130.1575t - 6.253.709,5

Por lo tanto: F,=(1,02561)'C - 130.157,5¢ — 6.253.709,5

A partir del valor de F = 0 se obtiene que C = 6.253.709,5
Asi que:

F.=6.253.709,5(1,02561)' - 130.157, 5t - 6.253.709,5

F,, = $8.5650.350

Capitulo 5: Series variables
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AUTOEVALUACION

1. Establezca la relacién entre una progresion aritmética y un gradiente aritmético, asi como entre
una progresion geomeétrica y un gradiente geométrico.

2. ;Cudl es la razon fundamental por la cual a un gradiente aritmético se le llama lineal y a un
gradiente geométrico se le llama exponencial?

3. Elvalor presente de un gradiente aritmético dado por la formula P = A(P/A, i%, n) + G(P/G, i%, n),
queda ubicado:

a) Un periodo antes del primer aumento
b) Donde se haga el primer pago
c¢) Dos periodos antes del primer aumento

d) Ninguno de los anteriores

4. Siun flujo de caja es un gradiente geométrico y la tasa de interés es igual a la tasa de incremento,
entonces:

a) No existe el valor presente
b) No existe el valor futuro
¢) Existen infinitos valores presentes

d) Ninguna de las anteriores

5. El valor presente en un gradiente aritmético creciente perpetuo:
a) Nunca existe
b) Algunas veces no existe
¢) Siempre existe

d) Ninguna de las anteriores

6. El valor presente de un gradiente geométrico creciente perpetuo donde i # k:
a) Algunas veces no existe
b) Siempre existe
c¢) Nunca existe

d) Ninguna de las anteriores

7. Cuando los valores de los ingresos —por ejemplo, de un flujo de caja— se ajustan a una funcién
lineal con pendiente diferente de cero, entonces los valores estimados forman:

a) Una anualidad
b) Un gradiente geométrico
¢) Un gradiente aritmético

d) Ninguna de las anteriores
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Explique por qué cuando el gradiente geométrico es decreciente, entonces la tasa de interés y la
tasa de incremento de los pagos nunca son iguales.

Cuando de un gradiente aritmético se resta otro gradiente aritmético, el resultado es:
a) Una anualidad

b) Un gradiente geométrico

¢) Un gradiente aritmético

d) Ninguna de los anteriores

Cuando de un gradiente geométrico se resta una anualidad, el resultado es:
a) Una anualidad

b) Un gradiente geométrico

¢) Un gradiente aritmético

d) Ninguna de los anteriores
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1.1

1.2

13

1.4

15

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

Hallar el valor futuro al final de tres anos y medio de la siguiente serie de pagos: $ 1.000 hoy,
$ 2.000 dentro de dos meses, $ 3.000 dentro de cuatro meses y asi sucesivamente, para una
tasa de interés del 30% anual.

Sustituir una serie de 18 cuotas mensuales de $ 16.000 cada una, por mes anticipado, por su
equivalente en 15 cuotas mensuales empezando dentro de dos meses, de tal manera que cada
una de estas cuotas disminuya en $ 4.000 cada mes; tasa de interés del 28% MV.

Hallar el valor de contado de un articulo adquirido con el siguiente plan: cuota inicial de $ 130.000
y 20 cuotas mensuales; $ 15.500 es el valor de la primera, $ 15.700 la segunda, $ 15.900 la tercera y
asi sucesivamente, sabiendo que la tasa de intereses sobre el saldo es del 30% nominal mensual.

Una persona necesita reunir $ 6.500.000 para dentro de cinco anos; con tal fin abre una cuenta
de ahorros hoy en una corporacion de ahorro que abona el 30% nominal mensual. La cuenta de
ahorros la inicia hoy con un depdsito de $ 350.000 y luego con depésitos asi: $ R dentro de cinco
meses, $ 2R dentro de seis meses, $ 3R dentro de siete meses, y asi sucesivamente. Hallar el
valor de R para que dentro de cinco anos se tenga la suma deseada.

Sustituir una serie de pagos de $ 730.000 semestrales a perpetuidad o a término indefinido por
su equivalente en una serie de pagos mensuales también a perpetuidad, de tal manera que estos
pagos aumenten cada mes en $ 9.300. Determinar la nueva serie de pagos si el dinero rinde el
2,4% mensual.

Para una serie de pagos mensuales de $ 5.000 cada mes durante el primer ano, de $ 6.000 cada
mes durante el segundo ano, de $ 7Z.000 cada mes durante el tercer ano y asi sucesivamente y por
espacio de diez anos, calcular el valor presente teniendo en cuenta un rendimiento del dinero del
3% mensual.

Resolver el problema 5.6 si la serie es a perpetuidad.

Resolver el problema 5.6 si la tasa de interés es del 3% mensual durante los cinco primeros anos
y del 3,5% mensual durante los cinco anos siguientes.

Una serie de pagos mensuales se inicia hoy con un pago de $ 5.000 y aumentara en una canti-
dad fija de dinero hasta llegar a $ 11.000 dentro de 12 meses; a partir de ahi disminuira en otra
suma fija de dinero hasta llegar a $ 7400 diez meses mas tarde. Para una tasa de interés del 32%
anual, hallar el valor presente de esta serie.

Un articulo que de contado vale $ 1.185.000 se adquiere financiado con una cuota inicial de
$540.000, 12 cuotas mensuales de $ 8.500, la primera en cinco meses, $9.000 en seis meses,
$ 9.500 en siete meses y asi sucesivamente, y una ultima cuota de $ X dentro de un ano y
medio. Si la tasa de interés que se cobra es del 2,6% mensual, hallar el valor de $ X.

1.11 Una maquina fotocopiadora tiene un costo inicial de $ 11.455.000; se calcula que pueda sacar

25.000 fotocopias al mes a un precio de $ 40 cada una durante los dos primeros anos, de $ 45
cada una durante los dos anos siguientes, de $ 50 cada una durante los dos anos siguientes, y
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asi sucesivamente. Los costos de mantenimiento y operacion se estiman en $ 310.000 el primer
mes y aumentaran en $ 10.000 cada mes. Si la vida util de la maquina es de 12 anos con un valor
de mercado de $ 13.500.000, hallar el valor presente de los ingresos y el valor presente de los
egresos para una tasa de oportunidad del 34% anual.

El mantenimiento mensual de una fuente de abastecimiento es ciclico y tiene los siguientes valo-
res mensuales: $ 120.000, $ 122.000, $ 124.000 y asi sucesivamente para un ano. Si estos valores
se repiten en cada uno de los ahos siguientes a término indefinido, hallar el costo capitalizado o
valor presente de esta serie perpetua, para una tasa del 34,5% anual.

En el problema 5.12, suponer que la tasa sea del 34,5% anual durante los 10 primeros anos y del
39% anual de ahi en adelante.

La produccion de un pozo de petréleo se estima en 600.000 barriles por ano y aumentara a razon
de 20.000 barriles por ano hasta finales del sexto ano; y a partir de esa fecha la produccién dis-
minuira a razén de 30.000 barriles por ano durante 10 anos mas. El precio del barril se estima en
$ 23.000 durante los 10 primeros anos y en $ 28.000 de ahi en adelante. Para una tasa de oportu-
nidad del 33% anual, hallar el valor presente de los futuros ingresos.

Un pequeno proyecto requiere una inversion inicial de $ 20.000.000. Este dinero se obtiene de
una institucion bancaria que cobra un interés del 36% anual y exige que la deuda se amortice en
cinco anos mediante cuotas trimestrales que aumenten en el 5% cada trimestre y cancelando la
primera dentro de seis meses. Para cubrir esta obligacion la empresa dueha del proyecto deposi-
ta la mitad de las utilidades mensuales del proyecto en una cuenta que pagara un interés del 3%
mensual durante los cinco anos, de tal manera que cada trimestre se pueda cubrir la cuota del
banco. Se pregunta: jcudles deberan ser las utilidades promedio mensuales (iguales) del proyec-
to, de tal manera que la empresa pueda cumplir la obligacion con el banco?

Una empresa obtiene ingresos asi: el primer mes recibe $ 300.000 y de ahi en adelante los ingre-
sos aumentan en el 3% cada mes; a su vez, la empresa tiene unos gastos de $ 150.000 el primer
mes, $ 160.000 el segundo mes, $ 170.000 el tercer mes y asi sucesivamente. Si en estas condi-
ciones la empresa opero durante cuatro anos, hallar al final de este tiempo la diferencia entre el
valor futuro de los ingresos y el valor futuro de los egresos, para una tasa del 3,5% mensual.

Resolver el problema 5.16 para una tasa de interés del 3% mensual durante los dos primeros
anos y del 3,5% mensual de ahi en adelante.

Resolver el problema 5.15 si la cuenta paga una tasa del 23% anual.

Resolver el problema 5.15 si la tasa que paga la cuenta es del 49,6% anual y explicar desde el
punto de vista financiero las respuestas obtenidas en los problemas 5.15, 5.18 y 5.19.

En el problema 5.11, determinar el nUmero de fotocopias promedio mensual que podra sacarse en la
fotocopiadora para que el valor presente de los ingresos sea igual al valor presente de los egresos.

Un obrero esta devengando un salario mensual de $ 96.000 y decide ahorrar, en una corporacion
gue paga un interés del 29% nominal trimestral, cantidades asi: el primer mes la mitad del salario,
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1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

1.31

el segundo mes la cuarta parte del salario, el tercer mes la octava parte del salario y asi sucesi-
vamente por espacio de dos anos. Hallar la cantidad que tendra acumulada al final de este tiempo.

Una persona deberia cancelar una deuda mediante cuotas mensuales iguales de $ 12.500 cada
una y durante cuatro anos con una tasa de interés del 36% nominal mensual. Desea sustituir los
pagos anteriores por cuotas mensuales variables que aumenten cada mes en el 2% durante el
mismo tiempo, pero para este caso la tasa de interés sera del 38% nominal mensual. Hallar el
valor de las cuotas 18 y 47 de esta ultima serie. Utilice el valor presente.

Resolver el problema 5.22 suponiendo ambas series a término indefinido o a perpetuidad.

Financiar $ 6.000.000 de hoy a tres anos con cuotas mensuales que aumenten en el 3% cada mes
hasta el final del segundo ano y de ahi en adelante permanezcan constantes. La tasa de interés
sera del 2,5% mensual durante los dos primeros anos y del 36% anual de ahi en adelante.

Una deuda que deberia pagarse en 48 cuotas al contado por mes vencido de $ 12.000, $ 12.500,
$ 13.000 y asi sucesivamente, debe sustituirse por una serie equivalente de pagos uniformes
mensuales y durante el mismo tiempo de la primera. Hallar el valor de esta anualidad, sabiendo
que para ambos casos se utiliza una tasa de interés del 3% mensual durante los tres primeros
anos y del 4% mensual para el ultimo ano.

Resolver el problema 5.24 si la tasa de interés es del 2.5% mensual para el primer ano y del 36%
anual de ahi en adelante.

Una serie a término indefinido de pagos por trimestre vencido de $ 10.000, $ 10.500, $ 11.000 y asi
sucesivamente, desea sustituirse por otra equivalente y también a término indefinido de pagos
mensuales que aumenten en el 1% cada mes. Hallar el valor de esta nueva serie de pagos, si para
ambas series se utiliza una tasa del 8% trimestral.

¢Qué sucede con el problema 5.27 si la tasa de interés es del 1% mensual?

El Director Financiero de una empresa debe establecer un fondo para amortizar las cesantias de un
empleado al cabo de 20 anos de trabajo de este. El fondo consiste en un depdsito el dia en que el tra-
bajador inicia labores y se hace en una institucidon bancaria que paga un interés del 33% anual. Si las
cesantias se liquidan con 20 salarios mensuales iguales a los devengados en el Ultimo ano de trabajo,
determinar el depdsito que debe hacerse para un trabajador que empieza devengando un salario
mensual de $ 285.000 el primer ano, sabiendo que gozara de un incremento del 24% cada ano.

Determinar el valor de precio al contado de un activo si, financiado, se adquiere asi: una cuota
inicial de $ 450.000, 18 cuotas mensuales iguales de $ 40.000 cada una, y luego cuotas trimestra-
les de $ 150.000 la primera, $ 160.000 la segunda, $ 170.000 la tercera y asi sucesivamente hasta
finales del cuarto ano; finalmente, seis meses después de la Ultima de estas cuotas trimestrales,
un pago equivalente al 15% del valor de precio al contado. La tasa de interés es del 36% anual.

Resolver el ejercicio 5.29 si el salario mensual se reajusta en el 24% anual durante los 10 primeros
anos de trabajo y en el 27% anual de ahi en adelante, si ademas la institucion bancaria paga un
interés del 33% anual durante los ocho primeros anos y del 38% anual de ahi en adelante.
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En el problema 5.31 suponga que el fondo no consiste en un unico depodsito sino en depdsitos
mensuales que aumenten en el 0,1% cada mes. Determinar los depdsitos mensuales.

Financiar una deuda de $ 8.000.000 de hoy en 36 cuotas mensuales, sabiendo que la primera
debe pagarse dentro de seis meses y de ahi en adelante las cuotas aumentaran en el 3% cada
mes hasta la vigésima cuota, y a partir de ese momento las cuotas permaneceran constantes.
La tasa de interés sobre el saldo sera del 3% mensual durante los seis primeros meses y del 4%
mensual de ahi en adelante.

Un articulo puede adquirirse con una cuota inicial de $ 45.000 y 30 pagos mensuales de $ 5.500,
$5.600, $5.700 y asi sucesivamente. Se desea obtener con 10 cuotas iguales por mes anticipado.
Hallar el valor de estas nuevas cuotas sabiendo que el interés sobre el saldo es del 32% nominal
mensual.

1.35 El productor de un articulo eléctrico paga bonificaciones por la patente que esta explotando de

1.36

1.37

1.38

1.39

este articulo. Debe pagar el valor de $ 300 por unidad del articulo que fabrica. Estas bonificacio-
nes deben pagarse al final de cada ano; en el primer ano se producen 80.000 unidades; en el
segundo ano, 82.00; en el tercer ano, 84.000, y asi sucesivamente. El productor esta estudiando
la posibilidad de solicitarle al dueno de la patente que, en vez de pagos anuales, se realice un
unico pago hoy o una serie de pagos por ano anticipado, de tal manera que esta nueva serie de
pagos aumente cada ano en el 15% durante la vigencia de la patente. Si el productor del articulo
tiene una tasa de oportunidad del 32% nominal mensual, determinar: (a) el valor del pago Unico;
y, (b) el valor de la nueva serie de pagos para un periodo de cinco anos.

Debe reunirse la suma de $ 10.000.000 para dentro de cuatro anos, y con tal fin se haran depé-
sitos mensuales tales que cada uno sea igual a la mitad del anterior durante el primer ano. Si
estos mismos depodsitos se repiten en cada uno de los tres ahos siguientes, determinar el valor
del primer depdsito de cada ano, suponiendo una tasa de interés del 30% anual.

Un empleado que tiene en este momento un salario mensual de $ 190.000 decide ahorrar, en
una cuenta que paga un interés del 28% nominal trimestral, cantidades asi: el primer mes la
mitad del salario, el segundo mes la cuarta parte del salario, el tercer mes la octava parte del
salario, y asi sucesivamente durante tres anos, y luego cantidades iguales de $ 8.000 cada mes
durante un ano. Hallar la cantidad total que tendra acumulada en la cuenta de ahorros al cabo
de los cuatro anos.

Se tiene hoy una deuda que debe pagarse en 24 cuotas por mes anticipado, asi: $ 10.000 la prime-
ra, $ 11.000 la segunda, $ 12.000 la tercera y asi sucesivamente, y con un interés del 3% mensual.
Se desea sustituir por el equivalente en 30 cuotas por mes vencido, empezando dentro de tres
meses, de tal manera que estas cuotas disminuyan cada mes en $ 1.000 y tengan un interés del
3,5% mensual. Determinar la nueva serie de pagos.

Sustituir una obligacion, que consta de tres pagarés, asi: $ 2.000.000 para dentro de tres meses,
$ 2.850.000 para dentro de ocho meses y $ 3.200.000 para dentro de un afo y medio, todos con
un interés del 32% MYV, por su equivalente en cuotas mensuales que disminuyan en el 5% cada
mes, debiendo pagarse la primera dentro de seis meses y la Ultima dentro de 28 meses, sabiendo
que para este caso se cobrara un interés del 3,3% mensual.
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1.40
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1.42

1.43

1.44

1.45

1.46

1.47

Una persona ahorra $ 110.000 mensuales durante un ano en una corporacion. Cinco meses mas
tarde del ultimo depdsito, empieza a retirar cantidades mensuales que aumentan cada mes en el
5%. Si la corporacion paga un interés del 28% nominal trimestral el primer ano y el 29,5% nomi-
nal trimestral de ahi en adelante, y el primer retiro es de $ 122.000, determinar el posible nimero
de retiros y el valor del ultimo retiro.

Un padre de familia necesita reunir $ 4.000.000 al cabo de tres afos y con este fin abre una cuenta de
ahorros hoy depositando $ 320.000. Los depdsitos mensuales son iguales durante el primer ano, y a
partir de esa fecha aumentaran en el 2% cada mes hasta finales del tercer ano. Se sabe que la cuenta de
ahorros pagara un interés del 30% nominal mensual durante los dos primeros anos y del 33% nominal
mensual durante el tercer ano. Hallar el valor de los depdsitos mensuales iguales y los variables.

Un empleado decide ahorrar la quinta parte de su salario mensual en una cuenta de ahorros
que paga un interés del 33% nominal trimestral. EIl empleado tiene en la actualidad un salario
de $ 335.000 mensuales y le sera aumentado en el 22% cada ano. Hallar la cantidad que tendra
ahorrada al cabo de 12 anos.

Hallar el valor de la siguiente serie de pagos mensuales: el primer pago que es de $ 50.000 se
hace al cabo de un ano y de ahi en adelante los pagos aumentaran en una cantidad de dinero
constante durante tres anos hasta llegar a un valor de $ 96.000 el ultimo pago, y a partir de este
momento disminuiran en el 2% cada mes durante dos anos. Si se toma una tasa de descuento
del 3% mensual, calcular el valor presente.

Una obligacién estaba pactada inicialmente para ser pagada en 20 cuotas mensuales de $50.000
cada una. El deudor solicita que esta deuda le sea refinanciada a un mayor plazo; el acreedor
acepta que el tiempo de pago sea de 30 meses, pero con cuotas mensuales anticipadas iniciando
hoy, de tal manera que estas cuotas disminuyan cada mes en $ 8.000. Hallar esta nueva serie de
pagos sabiendo que se han acordado unas tasas de interés para los dos planes asi: 2,8% mensual
durante el primer ano y 3,3% mensual de ahi en adelante.

¢Cuanto vale al contado un articulo electrodoméstico sabiendo que el almacén distribuidor lo
puede entregar financiado con el siguiente plan: cuota inicial equivalente al 30% del valor de
contado, cuotas mensuales variables durante cuatro anos empezando con $ 1.000 la primera
cuota y luego aumentaran en $ 200 cada mes hasta finales del segundo ano, y de ahi en adelante
disminuiran en $ 100 cada mes, y un ultimo pago por valor de $ 25.000 seis meses mas tarde
de la ultima de las cuotas mensuales? El almacén cobrara una tasa de interés del 26% nominal
mensual durante el primer ano y del 30% nominal mensual de ahi en adelante.

Una persona adquiere un crédito de $ 5.000.000 para ser pagado en cuatro afnos con cuotas
mensuales y un interés del 34% nominal mensual. La primera cuota sera de $ 155.000 y de ahi
en adelante aumentaran en el 1,5% cada mes durante los dos primeros anos. ;Qué valor debera
tener la cuota 25 para que, aumentando de ahi en adelante cada mes en $ 13.000, la deuda quede
saldada en el tiempo estipulado?

Para cubrir una obligacion por valor de $ 4.000.000 dentro de tres anos, el deudor decide hacer depdsi-
tos mensuales iguales durante el primer ano y luego aumentarlos en el 18% cada ano. Estos depdsitos
se hacen en una cuenta de ahorros que paga el 29,5% anual. Determinar el valor de los depositos men-
suales del primer ano para que el deudor logre reunir los $ 4.000.000 al cabo de los tres anos.
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Determinar el valor de contado de un electrodoméstico si, financiado, se adquiere con el siguien-
te plan: una cuota inicial equivalente al 40% del valor al contado y el resto en 24 cuotas mensua-
les de $ 8.000, $ 7.900, $ 7.800 y asi sucesivamente, sabiendo ademas que la primera cuota se
debe pagar al cabo de dos meses; y por ultimo, después de estas cuotas, 12 pagos mensuales
de $ 2.000 cada uno. La tasa de interés sobre saldo es del 30% nominal trimestral.

Un profesional que labora en una determinada empresa se fija la condicion de depositar cada
mes la sexta parte de su salario mensual en una institucion que paga un interés del 32% anual.
Actualmente este empleado tiene un salario mensual de $ 750.000 y le sera incrementado cada
ano en el 24%. ;Cual sera el total acumulado al cabo de ocho anos, sabiendo que en cada se-
mestre de los ultimos cinco anos debio retirar $ 1.200.000 por semestre anticipado para pagar la
matricula de uno de sus hijos?

Una corporacion de crédito le otorga a usted un préstamo por valor de $ 6.000.000 y le cobra un
interés del 28% nominal mensual y un plazo de cinco anos con cuotas mensuales variables. La
primera cuota es de $ 125.000 y las siguientes aumentaran en $ 4.000 cada mes hasta finales del
segundo ano. jDe cuanto debera ser la cuota 25 para que si a partir de esa fecha las cuotas se
aumentan en el 4% cada mes la deuda quede cancelada al final de los cinco anos?

Financiar $ 4.000.000 de hoy en cuotas mensuales que aumenten en el 3% cada mes, sabiendo
que la primera cuota es de $ 85.000 y el acreedor cobra una tasa interés del 3,2% mensual al cabo
de los dos primeros anos y del 3,6% mensual de ahi en adelante. Determinar el nimero de cuotas
y el valor de la ultima cuota.

El mantenimiento de un edificio por término indefinido se espera que sea el siguiente: $ 1.100.000
mensuales durante el primer ano, $ 1.125.000 mensuales durante el segundo ano, $ 1.150.000
mensuales durante el tercer ano, y asi sucesivamente. La empresa duena del edificio desea es-
tablecer hoy un fondo que conste de un Unico depdsito en una entidad bancaria que pagara un
interés del 30% anual, de tal manera que cada mes se pueda retirar de alli el valor necesario para
cubrir el costo de mantenimiento respectivo. Determinar el valor del depdsito de hoy.

1.53 Resolver el problema 5.52 para el caso en que la entidad bancaria pague un interés del 30% anual

1.54

1.55

1.56

durante los 10 primeros anos y del 34% anual de ahi en adelante.

Un articulo se compraria a crédito mediante cuotas mensuales variables durante cinco anos;
$ 2.500 es el valor de la primera y de ahi en adelante aumentaria en el 2% cada mes, hasta
finales del tercer ano, fecha a partir de la cual aumentaria en el 3% cada mes. Se desea pagar
mediante dos pagos iguales, el primero hoy y el otro dentro de tres anos. Determinar el valor
de cada uno de estos pagos si la tasa de interés es del 3% mensual.

Resolver el problema 5.53 para el caso en el que cada ano se haga un retiro adicional de
$ 2.600.000 y también por término indefinido.

Una institucion financiera le otorga un crédito a usted por un valor de $ 10.000.000, en las si-
guientes condiciones:

a) Tiempo para amortizar la deuda: 4 anos.

b) Tasa de interés: 29% nominal trimestral.
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¢) Cuotas ordinarias mensuales iguales.

d) Cuotas extras al final de cada trimestre calendario que aumentan en el 10% cada trimestre
y la primera sea el doble de la cuota ordinaria uniforme.

e) Cuotas adicionales al final de cada semestre calendario iguales al doble de la respectiva
cuota trimestral extra.

f)  El crédito se otorga el 1 de febrero de 1990.

Hallar el valor de las cuotas mensuales uniformes y calcular el saldo existente el 1 de febrero de 1992.

Un empleado abre una cuenta de ahorros hoy con $ 25.000 y dentro de un ano empieza a hacer
depositos trimestrales de $ 40, $ 80, $ 160, $ 320 y asi sucesivamente. Si la cuenta de ahorros
paga el 28% nominal trimestral, hallar la cantidad acumulada que el empleado tendra en su
cuenta dentro de seis anos, sabiendo ademas que durante los dos Ultimos anos el empleado
retird $ 40.000 cada trimestre.

Una deuda estaba pactada inicialmente de la siguiente manera: tiempo para amortizarla, 48 me-
ses; pagos mensuales asi: $ 20.000 durante los seis primeros meses, $ 25.000 durante los seis
siguientes, $ 30.000 durante los seis siguientes y asi sucesivamente. Se trata de sustituirla por
treinta pagos que aumenten en el 3% cada mes. Hallar el valor de estos nuevos pagos, si la tasa
de interés pactada para cualquiera de los dos planes es del 2,5% mensual.

Presentar la tabla de amortizacion de un crédito de $ 10.000.000 a tres anos con cuotas trimestra-
les para cada uno de los siguientes planes y una tasa de interés del 8,5% trimestral:

a) Inicialmente cuotas uniformes proyectadas a los tres anos, pero al cabo de un ano se hace
un pago adicional equivalente al 20% del saldo existente en ese momento y el nuevo saldo
refinanciado por el resto de tiempo en cuotas iguales.

b) Cuotas iguales durante el primer ano y de ahi en adelante aumentaran en el 6% cada trimestre.
¢) Cuotas iguales durante los dos primeros anos y luego disminuiran en el 9% cada trimestre.

d) Cuotas que aumenten en el 6% cada trimestre durante el primer ano y de ahi en adelante se
mantendran constantes.

e) Cuotas constantes durante los dos primeros anos y luego aumentaran en $ 100.000 cada
trimestre.

f)  Cuotas que disminuyan en $ 200.000 durante el primer afo y luego se mantengan constantes.

Un profesional recién egresado de la universidad se vincula a una empresa donde empieza deven-
gando un salario de $ 1.150.000 mensuales el primer afno; la empresa le garantiza un aumento cada
ano del 24%, y este empleado decide ahorrar cada mes la décima parte de su salario mensual en
una institucion bancaria que promete pagarle el 2,5% mensual durante los cinco primeros anos y el
3,2% mensual de ahi en adelante. ;Cuanto tendra ahorrado este profesional al cabo de 10 anos?

Resolver el problema 5.60 con la condicién de que el salario le sea aumentado en el 27,5% anual
en los cinco ultimos anos y en el 24% anual en los cinco primeros anos.

Una pequena empresa produce y vende un determinado articulo. Los ingresos mensuales seran
de $930.000 el primer mes y después aumentaran en el 5% cada mes hasta finales del tercer ano
y de ahi en adelante permaneceran constantes. Los costos mensuales seran de $ 620.000 durante
los tres primeros anos y de $ 725.000 mensuales de ahi en adelante. La mitad de las utilidades
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mensuales se depositaran en una cuenta de ahorros que pagara el 30% nominal trimestral duran-
te los dos primeros anos y el 33% nominal mensual de ahi en adelante. Si en estas condiciones
la empresa operd durante seis anos, hallar el total acumulado en la cuenta de ahorros al final de
los seis anos.

1.63 Una empresa produce 200 unidades de un articulo al mes. El precio por unidad es de $ 12.500

el primer ano, de $ 13.000 en el segundo ano, de $ 13.500 en el tercer ano y asi sucesivamente.
El costo por unidad del articulo es $ 8.000, y la empresa invierte mensualmente la cuarta parte
de las utilidades en una institucion que paga el 30% anual durante los cuatro primeros ahos vy el
31,5% AMV de ahi en adelante. ;Cuanto tendra ahorrado la empresa al cabo de nueve anos?

1.64 Una entidad bancaria le hace un préstamo a un cliente por $ 15.000.000 para adquirir una vivien-

1.65

1.66

1.67

1.68

1.69

day le cobra un interés del 36,6% nominal trimestral sobre los saldos. El contrato inicial estipula
un tiempo de 15 anos para pagar la deuda con cuotas mensuales que aumenten cada mes en el
3%; ademas, se acepta que el deudor empiece pagando el primer mes una cuota de $ 165.704. Al
cabo de dos anos, el deudor solicita que le sea revisado el sistema de financiacion. Determinar
el valor de la cuota 25 para que, continuamente con el mismo aumento mensual, la deuda quede
saldada al cabo de los 15 anos, como se habia pactado inicialmente.

En el problema 5.64, si no se hace la revision del crédito y el deudor continlia pagando las cuotas
como lo venia haciendo y hasta completar el tiempo estipulado, ;habria pagado el equivalente a
qué deuda inicial?

Financiar una deuda de $5.000.000 de hoy a cuatro anos con cuotas que aumenten en el 3% cada
mes durante los dos primeros anos y luego disminuyan en el 2% cada mes, suponiendo una tasa
de interés para el crédito del 33% nominal mensual.

Una serie de pagos mensuales a perpetuidad se inicia al cabo de diez meses con $55.000 y de ahi
en adelante se aumentaran cada mes en el 1,5%. Esta serie debe sustituirse por otra de pagos por
trimestre anticipado, iniciando hoy con un pago de $ 110.000, y de ahi en adelante aumentaran en
una suma fija de dinero y también a perpetuidad. La tasa de descuento sera del 2,8% mensual.

Se tiene hoy una deuda con una entidad bancaria por $ 63.600.000. Inicialmente se pacté amorti-
zar la deuda en 10 anos con pagos mensuales que aumenten en el 2% cada mes. La entidad cobra
una tasa del 30% nominal mensual.Trascurridos tres anos, la entidad bancaria decide reajustar la
tasa de interés cada ano; sin embargo, la deuda puede seguir amortizandose con la misma tasa
anterior, pero adicionandole a cada cuota de ahi en adelante una cantidad asi: $ 4.200 a la prime-
ra, $ 4.400 a la segunda, $ 4.600 a la tercera y asi sucesivamente. Hallar el valor presente de las
cuotas totales pagadas.

Financiar una deuda de $5.000.000 de hoy a cinco afos con cuotas mensuales que aumenten en
$ 10.000 cada mes durante los cuatro primeros anos y luego se mantengan constantes. La tasa de
interés es del 3% mensual durante los cuatro primeros anos y del 4% mensual de ahi en adelante.
Interpretar la respuesta.
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2.1

Se deposita hoy la suma de $ 1.600.000 en una corporacion que paga un interés del 30% nominal
trimestral. Cada mes se retira la tercera parte del saldo existente al final del mes anterior y si-
multaneamente se depositan $210.000 cada mes, comenzando dentro de un mes. Hallar el saldo
existente en la cuenta de ahorros al cabo de tres anos.

Resolver el problema 1 si el primer retiro y el primer depdsito se hacen ocho meses después del
depdsito inicial.

Hallar el valor presente de una serie de 15 pagos mensuales que se inician con $ 5.000 al cabo de
un mes y de ahi en adelante cada pago es igual a los 3/4 del total acumulado hasta ese momento,
antes del pago correspondiente. Descontar con una tasa del 30% nominal mensual.

Una persona esta en capacidad de depositar cantidades mensuales variables a una entidad que paga
el 2,8% mensual. Si D, es el deposito en el mes t, se cumple: D, = $100(1,028)t"; parat=1, 2,..., 48.

Hallar el total acumulado al cabo de cuatro anos.

Resolver el problema 4 si:
a) D,=$100(1,3)
b) D, =100t + (1,04)!

Se inicia hoy un ahorro con un deposito de $ 10.000 y luego depodsitos mensuales de tal manera
gue cada uno de ellos sea igual a la quinta parte del total acumulado al final del mes inmediatamen-
te anterior. Si el dinero rinde el 2,8% mensual, hallar el total acumulado al cabo de tres anos.

Se dispone de la suma de $ 800.000 hoy en una entidad que paga un interés del 28% nominal
mensual. Cada mes se retira la cuarta parte del saldo existente en ese momento, empezando den-
tro de dos meses, y a su vez se depositan cada mes $ 8.000; si el primero de estos depdsitos es
realizado al cabo de un mes, jen qué momento el saldo existente sera de $ 100.000, si los saldos
se calculan después de hacer el depdsito respectivo?

Resolver el problema 7 si los saldos se toman antes de hacer el depdsito respectivo.

Las utilidades de una empresa son asi: cada trimestre recibe las tres cuartas partes de las utilida-
des recibidas en el trimestre inmediatamente anterior. La mitad de las utilidades trimestrales la
depositan en una cuenta que paga el 28% nominal trimestral, y la otra mitad en otra cuenta que
paga el 30% anual. Hallar el total acumulado que la empresa tendra en las dos cuentas al cabo de
10 anos, sabiendo que las utilidades de la empresa en el segundo trimestre fueron de $ 72.000.

Resolver el problema 9 sabiendo que la empresa paga al Gobierno cada ano un impuesto del 9%
sobre los intereses devengados ese ano en cada una de las cuentas de ahorro.

Resolver el problema 9 si la empresa retira anualmente de cada cuenta de ahorros $ 90.000.
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Una persona hace un depdsito hoy por valor de $ 200.000 en una cuenta de ahorros y luego cada mes
retira una cantidad igual a la mitad de los intereses devengados en ese mes. Si la cuenta de ahorros le
paga un interés del 2,5% mensual, hallar la cantidad que tendra acumulada al cabo de cuatro anos.

Una corporacion de ahorros ofrece los siguientes intereses durante el tiempo que se manten-
ga una cuenta de ahorros: el 2,4% mensual sobre los saldos y cada ano el 5% adicional sobre
el saldo existente en ese momento después de contabilizados los intereses correspondientes
al 2,4%. Hallar el valor total acumulado al cabo de 18 anos en una cuenta que se inicia hoy con
$2.100.000, si ademas cada ano se paga un impuesto de $ 45.600.

Resolver el problema 13 si, ademas del depdsito inicial, cada mes se abonan $ 55.000.

Debe reunirse $ 2.700.000 para dentro de cinco anos. Con tal fin se abren hoy dos cuentas de
ahorros: la primera con un depdsito Unico de $ 250.000 y la segunda con 45 depdsitos mensuales
empezando dentro de un mes, de tal manera que cada depdsito sea equivalente a la décima parte
del total acumulado en ese momento en la cuenta antes del depdsito respectivo. Si la primera
cuenta paga un interés del 27% nominal mensual y la segunda el 28% nominal mensual, hallar
el valor del primer deposito en la segunda cuenta de ahorros, de tal manera que dentro de cinco
anos se tenga la suma deseada al reunir los saldos de las dos cuentas.

Por disposicion del Gobierno, toda inversion en una compania debe pagar unos impuestos equiva-
lentes al 10% de los intereses devengados en ese ano. Si hoy invertimos $ 2.350.000 en esa compania
que paga un interés del 36% anual, hallar el total acumulado por esta inversion al cabo de 10 anos.

Resolver el problema 16 suponiendo que cada trimestre depositamos la suma de $ 150.000.

Se sabe que los ingresos mensuales de una compania A son, en cualquier mes, iguales a los 5/4
de los costos de ese mes. Las utilidades se reinvierten en otra compania B, donde el dinero rinde
el 34% anual, pero a su vez se descuentan unos impuestos para pagar al Gobierno equivalentes
al 0,75% mensual sobre las utilidades obtenidas en la compania A. Hallar el valor total acumulado
en la compania B al cabo de tres anos, sabiendo que el costo en el primer mes en la compahia A
fue de $ 10.000, de $ 11.000 el segundo mes, de $ 12.000 el tercer mes y asi sucesivamente.

SiY, representa el ingreso en miles de pesos de una determinada empresa al final del mes t, y C
el consumo en miles de pesos al final del mes t, se cumple que:

Y,=3C,+ 1.000; y
Y,,=0,5Y; conC,=$100

La mitad del ingreso mensual se deposita en una cuenta que paga un interés del 3% mensual.
Hallar el total acumulado en la cuenta de ahorros al cabo de dos anos.

t

Resolver el problema 19 suponiendo que la empresa le paga mensualmente al Estado un impues-
to equivalente al 0,8% de los intereses devengados en la cuenta de ahorros.

Se deposita hoy la suma de $ 2.000.000 en una institucion financiera que paga un interés del
31% nominal trimestral. Cada mes se retira la mitad de los intereses devengados en ese mes y a
su vez se deposita la suma de $ 10.000 mensuales, empezando dentro de un mes. Hallar el total
acumulado en la cuenta de ahorros al cabo de cuatro anos y medio.
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Resolver el problema 21 si los depdsitos mensuales son de $ 210.000 el primer mes y de ahi en
adelante aumentan en el 3% cada mes.

Se tiene la siguiente serie de pagos mensuales:
Primer mes: $ 400

Segundo mes: $ 800 + $ 100 = $ 900

Tercer mes: $ 1.600 + $ 200 = $ 1.800

Cuarto mes: $ 3.200 + $ 300 = $ 3.500

y asi sucesivamente por espacio de un ano y medio. Calcular el valor presente de esta serie para
una tasa de descuento del 2,5% mensual.

La compania W tiene establecido que cada dos anos abona a la cuenta de cada inversionista la
tercera parte del total a favor del inversionista en ese momento, como participacion de los ren-
dimientos de la compania. Se sabe también que todo capital invertido en esta compania gana
el 2% mensual. Si usted invierte hoy la suma de $ 10.000 en la compania W y también los rendi-
mientos mensuales y bianuales, jcuanto tendra acumulado al cabo de 14 anos?

Con el fin de captar mas dinero, una institucion financiera promete pagar un interés del 29%
nominal trimestral y, ademas, abona anualmente a cada cuenta de ahorros una cantidad igual al
18% de los intereses devengados en ese ano. Estos abonos se hacen después de contabilizados
los intereses correspondientes a la tasa de interés. ;Cuanto se tendra al cabo de 10 anos en una
cuenta de ahorros en esa institucion si el depésito inicial fue de $ 720.000?

Resolver el problema 25 si, ademas del depdsito inicial, cada trimestre se depositan $ 120.000.

Una persona tiene hoy la suma de $ 600.000 en su caja menor y gasta cada mes la tercera parte de lo
que tenia en el mes anterior. ;En qué momento le quedara una suma de $ 2.000 aproximadamente?

Resolver el problema 27 suponiendo que los $ 600.000 estan depositados en una cuenta que
paga un interés del 36% anual.

Si una empresa capta dinero como inversién ofreciendo pagar el 30% nominal trimestral, pero
a su vez cobra el 1% por trimestre anticipado sobre el total acumulado hasta ese momento por
concepto de administracion, hallar el monto existente dentro de ocho anos por una inversion hoy
de $ 1.450.000.

Usted tiene una deuda hoy con una institucion financiera por valor de $ 5.000.000, que debe pa-
garse en un plazo de cinco anos con cuotas mensuales variables, tales que cada una a partir de
la segunda sea igual a tres veces los intereses de ese mes, con excepcion del ultimo pago, que
debe ser $ 250.000. Si la institucion cobra un interés del 29% nominal mensual, jcual debera ser
el valor de la primera cuota?

Un padre de familia debe cubrir los siguientes gastos: educacion de un hijo, gastos varios del
hogar y acumular una suma para su futuro. Con tal fin inicia una cuenta de ahorros hoy en una
corporacion que paga el 28% nominal trimestral. Hace un depdsito hoy y luego cada mes nuevos
depodsitos tales que cada uno de ellos sea equivalente a la mitad de los intereses devengados
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en ese mes. La educacién del hijo tiene un costo promedio de $ 1.350.000 por semestre vencido
durante cinco anos, y el primero de estos gastos se realizara dentro de un semestre; los gastos
del hogar son de $ 1.200.000 mensuales y ademas desea tener acumulada para dentro de cinco
anos la suma de $ 13.000.000. Hallar la cantidad que debe depositar hoy el padre de familia para
lograr sus objetivos.

2.32 Un profesional que trabaja en una compania desde hace algun tiempo dispone en este momento
de $ 3.000.000 para invertirlos, asi como la quinta parte de su salario mensual. En este ano su
salario mensual es de $ 1.180.000 y le sera reajustado en el 21% cada ano. La inversion se hace
en una corporaciéon financiera que le paga un interés del 29% nominal trimestral y ademas le
abona cada ano el equivalente al 5% del total acumulado en ese momento; este acumulado se
toma después de cargados los intereses correspondientes. Si la inversidon se hace por espacio de
10 anos, hallar el total acumulado al final de este tiempo.

2.33 Si usted inicia hoy una cuenta de ahorros con $ 100.000 en una corporacién que paga un interés
del 28% nominal trimestral, cada trimestre usted retira la quinta parte del saldo que tenia en el
trimestre anterior y a su vez deposita cantidades asi: $ 5.000 el primer trimestre, $ 6.000 el segun-
do trimestre, $ 7000 el tercer trimestre y asi sucesivamente, hallar el saldo al cabo de tres anos
antes y después del retiro y del depdsito respectivos.

2.34 En una empresa los ingresos seran de $ 2.350.000 el primer mes y aumentaran en el 2% cada
mes; los costos en cualquier mes seran los 3/4 de los costos del mes anterior. Si los costos del
tercer mes se estiman en $ 890.000, determinar el valor presente de las utilidades a una tasa de
descuento del 31,6% AMV y para un tiempo de seis anos de funcionamiento de la empresa.

2.35 Los ingresos, en millones de pesos, de una compania por concepto de la venta de su producto
han sido los siguientes en los 10 meses anteriores: 4 en el primer mes, 6 en el segundo mesy
siguen asi: 8,7,7, 9,10, 12,9y 13. Si los gastos en los mismos 10 meses anteriores se estiman
en $ 4.500.000, ajustando los ingresos a una funcion exponencial o gradiente geométrico,
determinar el valor futuro de las utilidades para una tasa de oportunidad del 33% ATV.

2.36 Una institucion financiera capta dinero como inversién ofreciendo pagar el 30% nominal trimes-
tral, pero, a su vez cobra, el 1,56% por trimestre anticipado sobre el total acumulado hasta ese
momento por concepto de administracion del dinero. Hallar el total acumulado al cabo de nueve
anos por una inversion inicial en esa institucion por valor de $ 4.200.000.

2.37 La funcion de demanda mensual de un producto estd dada por Q(t) = 130 + 2t unidades, donde t
es el tiempo medido en meses y el articulo se vende a $40.000 la unidad durante todo el ano. Los
costos de produccion son de $ 30.000 por unidad por todo el ano.

Si la mitad de las utilidades se depositan en una institucién que paga un interés del 14% EA pero,
al mismo tiempo, descuenta el 2% cada mes sobre los intereses devengados en ese mes, se pide
determinar el total acumulado en la cuenta al final del ano, sabiendo ademas que al principio del
ano se deposita en esa institucion la suma de $ 4.000.000.

2.38 Resolver el problema anterior suponiendo que el descuento sea del 0,2% sobre el total acumula-
do al final del mes antes del depdsito respectivo.
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Financian $ 70.000.000 de hoy a tres anos con el siguiente plan: cuota inicial del 15% del valor
de la deuda original, 20 cuotas mensuales iguales, cancelando la primera dentro de dos meses,
cinco cuotas trimestrales iguales cancelando la primera dentro de dos anos; y se sabe que cada
una de estas cuotas es igual al doble de la cuota uniforme mensual. Tasa de interés del 19% EA
para el primer ano y del 22% SV de ahi en adelante.

Un inversionista deposita hoy la suma de $ 10.000.000 en una corporacion que paga un interés
del 26%TV. Cada mes retira el doble de los intereses devengados en ese mes y, ademas, se hacen
depositos que aumentan en $ 20.000 cada mes; al final del primer mes se depositan $ 200.000.
Hallar el saldo que tendra el inversionista en la corporacion al cabo de cuatro anos.

Se abre una cuenta en un banco con una inversion de $4.000.000 hoy, $ 2.000.000 dentro de dos
meses y $ 3.000.000 al cabo de cuatro meses, y a partir del quinto mes se deposita cada mes la
suma de $ 120.000 hasta finales del tercer ano. El banco reconoce un interés del 14% EA para el
primer ano y del 12% EA de ahi en adelante, y ademas cada mes retiene el 0,2% sobre el saldo
en ese momento antes del depdsito y desde el momento en que se realiza la primera inversion.
Determinar el total acumulado al cabo de los tres anos.

Un banco ofrece un interés del 31% MV durante el tiempo que se mantenga una cuenta de
ahorros; ademas, cada trimestre abona a la cuenta el 3% sobre el saldo que se tenga en ese mo-
mento después de liquidados los Intereses correspondientes. Usted debe determinar el total que
tendra en esa cuenta de ahorros un inversionista que abrio la cuenta en ese banco con un valor
de $ 2.500.000 y cada trimestre depositd la suma de $ 80.000, sabiendo que mantuvo la cuenta
por cinco anos.

Una inversion se inicia hoy con $ 42.000.000. El dinero rinde el 18% MV vy al principio de cada
mes se hace un descuento del 0,25% sobre el saldo que se tenga en ese momento después de
liguidados los intereses, pero antes del depdsito. Si al final de cada mes el inversionista deposita
la suma de $ 100.000, se pide hallar el total acumulado que se tendra al cabo de dos anos antes
del depdsito, sabiendo que en esa fecha no se hace el descuento.

En una determinada institucidn financiera operan las siguientes condiciones para los inversionis-
tas: se reconocera un interés del 18,6% MV; cada mes se hara una retencion del 1,5% sobre los
intereses devengados en ese mes y se descontara cada mes el 0,05% sobre el saldo que se tenia
en el mes inmediatamente anterior por concepto de administracion del dinero.

Si una persona invierte en esa institucion la suma de $ 45.000.000 inicialmente y ademas cada
mes deposita $ 80.000, empezando estos depdsitos dentro de un mes, se pide determinar el
monto que se tendrd acumulado dentro de dos anos y medio.

En la siguiente tabla se muestran las utilidades mensuales de una empresa (en millones de pe-
sos) para los seis meses anteriores:

Utilidad 2.300 1.500 2.800 2 2.600 3

a) Utilizando una funcidén exponencial, estimar las utilidades para los siguientes seis meses.

b) Sila empresa invierte cada mes las utilidades estimadas mas una cantidad adicional de
$ 150.000 cada mes, estimar si con esos seis ahorros mensuales la empresa podra can-
celar al final de los seis meses una deuda que en esa fecha tendra un valor de $ 20.000.000,
sabiendo que el dinero invertido gana un interés del 14,88% MV.
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Usted, como Gerente de un proyecto de inversion que produce y vende un cierto articulo, ha
tenido que realizar un estudio de mercado y ha encontrado que cuando el articulo se vende a
$ 50.000 la unidad, se venden 82 unidades por mes, y que por cada disminucién de $ 2000 por
unidad se venderan tres unidades mas cada mes; se pide:

a) Determinar la funcion de demanda dependiendo del precio por unidad.

b) Siel costo porunidad es de $ 28.000 y el primer mes vende el articulo a $ 38.000 y luego au-
menta en $ 500 cada mes, estimar el total que usted tendra acumulado al cabo de 60 meses,
sabiendo que las utilidades mensuales se reinvierten al 13,5% EA.

Resolver el problema anterior suponiendo que la tasa de interés a la cual se reinvierten las utili-
dades sea del 13,5% EA para los tres primeros anos y del 16,4% EA de ahi en adelante, pero cada
mes hay que pagar un impuesto al Gobierno del 2% sobre los intereses devengados en ese mes.

El estudio de mercado para la venta del producto en un determinado proyecto arrojé la siguiente
informacién sobre la cantidad vendida Q en funcién del precio p, en los siete meses anteriores:

p (miles de $) 20.300 22 21.600 23 23.800 24 25.200
Q (utilidad/mes) 1.800 1.750 1.820 1.710 1.780 1.770 1.640

Hallar la funcion exponencial de precio y de cantidad que mas se ajuste a la informacion anterior
y estimar:

a) La demanda mensual para los proximos seis meses.

b) El ingreso mensual para esos seis meses y el valor futuro al final de ese tiempo suponiendo
que se invierte cada mes la mitad de los ingresos de esos seis meses a una tasa del 18% MV.

Respecto del problema anterior, suponga que los costos mensuales del proyecto son del 60% de
los ingresos y que el Gerente del proyecto invierte cada mes la mitad de las utilidades mensuales
en una institucion que paga unos intereses del 11,5% EA durante los cinco primeros meses y del
9,6% EA de ahi en adelante. Usted debe estimar el total que tendra acumulado al cabo del anho
como fruto de la inversion de la mitad de las utilidades mensuales.

Una empresa que produce y vende un determinado producto tiene una funcion de demanda
mensual dada por Q(p) = 300 — 6p unidades, donde p es el precio por unidad en miles de pesos.
Ademas, se ha establecido que el precio por unidad durante el primer semestre sera de $ 20.000
y aumentara en $ 1.000 cada semestre. Si los costos totales semestrales son el 60% de los ingre-
sos y la empresa invierte mensualmente la tercera parte de sus utilidades, se pide determinar el
total que tendra la empresa ahorrando por este concepto al cabo de ocho anos, sabiendo que el
dinero rinde el 18,24% MV durante los tres primeros anos y el 21% EA de ahi en adelante.

Una persona invierte hoy la suma de $ 11.000.000 en una institucion que paga el 2,3% mensual de
interés sobre el saldo. Por una disposicion del Gobierno, a toda inversion en esta institucién que
sea igual o superior a $ 15.000.000 se le hara una retencion mensual del 2% sobre los intereses
devengados en ese mes; se pide:

a) Hallar el total acumulado dentro de seis anos.

b) ;Dentro de cuanto tiempo el inversionista habra triplicado su inversion inicial?

Una fabrica de zapatos de la ciudad de Bucaramanga ha obtenido ingresos (en millones de pe-
sos) en los 12 meses anteriores de: 8.300 el primer mes, 9.400 el segundo mes y de 7.200, 8.500,

231



232

Matematicas financieras

2.53

2.54

2.55

2.56

2.57

9.600, 10.400, 9.800, 10.200, 10.600, 11, 10.800 y 14.300 para los siguientes meses. Se sabe que
con el 60% de los ingresos mensuales se cubren los costos de los respectivos meses.

a) Utilice una funcion exponencial para estimar las utilidades mensuales del siguiente ano y
medio, suponiendo que el mercado tendra un comportamiento similar al del aho anterior.

b) Sila empresa invirtiera el 80% de esas utilidades estimadas en una institucion que ofrece
el 10,6% EA para el primer ano y el 9,3% EA de ahi en adelante, ;jcuanto tendria ahorrado la
empresa al cabo de un ano y medio?

En el ejercicio anterior, suponga que la empresa fabricante de calzado, ademas de invertir cada mes el 80%
de las utilidades de la empresa, también invierte cada mes la suma de $ 3.000.000, pero en este caso la
institucion le hace una retencion cada mes del 1,2% sobre los intereses devengados en ese mes. Se pide
hallar el total que tendra acumulado la empresa en esa institucion financiera al cabo de un afno y medio.

En la siguiente tabla se muestra la cantidad (en cientos de unidades) vendidas mensualmente por
una fabrica durante los siete meses anteriores:

d (unidades) 32 36 31 30 34 36 85

A partir de la funcion lineal que mas se ajuste a la informacién anterior, determinar los ingresos
mensuales de la fabrica para los proximos cuatro anos, y suponiendo que el precio por unidad
es de $ 5.000, hallar el monto que se tendra al cabo de cinco anos al invertir la quinta parte de
los ingresos mensuales en una entidad que pagara el 24% EA durante los tres primeros anos y el
19,3% EA de ahi en adelante.

En cierto proyecto que produce y comercializa un determinado producto, se tiene la siguiente
informacién sobre los ingresos y egresos mensuales durante el ano inmediatamente anterior:

Ingresos
(millones de $)
Egresos
(millones de $)

4,8 5,2 4,1 5,6 6,1 518 6,7 71 6,4 78 6.9 74
2,7 3,1 2,8 3,6 4,3 39 4 4,3 3,7 44 g 5,2

Hallar la funcion exponencial que mas se ajuste a los ingresos mensuales y la funcion lineal que
mas se ajuste a los egresos mensuales.

A partir de las funciones anteriores, usted debe estimar el total que se tendria al cabo del ano y
medio siguiente, suponiendo que el administrador del proyecto invierte las utilidades mensua-
les en una institucion que pagara una tasa de interés del 2,1% mensual para el primer ano y del
1,85% mensual de ahi en adelante.

Resolver el problema anterior suponiendo que cada mes la institucion donde se invierten las utilida-
des hace una retencién del 1,2% sobre los intereses devengados en ese mes y que el administrador
del proyecto, ademas de invertir cada mes las utilidades, retira cada mes la suma de $ 300.000.

Las utilidades (en millones de pesos) en una compania fueron, para los ocho meses anteriores,
como se muestran en la tabla siguiente:

Utilidad 4,3 4 3,6 4,1 3.2 8 3.4 3,1

A partir de una funcién exponencial, estimar las utilidades mensuales futuras.
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La compania invertira cada mes la mitad de sus utilidades mas una suma fija de $ 1.000.000 cada
mes en una institucion que abona el 1,8% mensual durante los dos primeros ahos y el 15,39% EA
de ahi en adelante.

Se pregunta si la compania lograra acumular por este ahorro, para dentro de cuatro anos, la
suma necesaria para cubrir en esa fecha una deuda por valor de $54.000.000 de hoy y por la cual
le cobrara el 19,6% EA.

Las utilidades mensuales de una empresa dedicada a la produccion y venta de un cierto articulo
fueron las siguientes para los seis meses anteriores:

Utilidad (miles de $) 1.200 3.100 2.200 2.500 3.400 3.600

Se pide:
a) Estimar, a partir de una funcidn lineal, las utilidades en funcion del tiempo.

b) Reinvertir las utilidades estimadas del préximo ano en una institucion que pagara un interés
del 17% EA para los primeros cinco meses y del 19% EA de ahi en adelante, y determinar el
total acumulado que se tendra al cabo de un ano.

Resolver el problema anterior para el caso en que la funcion de la parte a) sea exponencial.

Los valores de la tasa mensual de captacion de una institucidn financiera han sido los siguientes
en los seis meses anteriores:

Tasa (%) 1,8 2,1 2,2 1,9 1,8 2

Hallar la funcion lineal estimada que mas se ajuste a los datos anteriores, y con esta tasa variable cada mes
estimar el total que se tendra acumulado al cabo de seis meses por una inversion hoy de $ 10.500.000,
otra de $ 6.300.000 dentro de tres meses y una ultima de $ 4.200.000 en cinco meses.

La funcion de demanda mensual de una empresa para la venta de su producto esta dada por Q(p)
= 280 - 0,5p unidades, donde p es el precio por unidad en miles de pesos. El precio por unidad
para el primer ano fue de $ 8.000 y aumentara en $ 1.000 cada afno.

Se estima que los costos mensuales para los proximos cinco meses sean de $ 1.200.000,
$ 1.000.000, $ 1.600.000, $ 2.000.000 y $ 1.900.000 a partir de una funcion lineal de costos
que mas se ajuste a los datos anteriores. Estimar los costos mensuales para los proximos
cuatro ano y determinar el ahorro que tendra acumulado la empresa al cabo de los cuatro
anos, sabiendo que las utilidades mensuales se invirtieron en una institucion que paga el
18,6% MV.

La produccién semestral de naranja en una granja dedicada al cultivo de citricos ha sido la si-
guiente en los anos 2003, 2004 y 2005, medida en cientos de kilos:

Produccion 32 36 30 39 36 43

Si el kilo de naranja se vende a $ 700 y se puede invertir la tercera parte del ingreso semestral en una
institucion que promete pagar el 19% EA, estimar el total acumulado por la inversion de los anos
2006 hasta 2010 inclusive, utilizando una funcion lineal para estimar la produccién semestral.
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Un pequeno proyecto que funciona hace ya buen tiempo arroja los siguientes datos sobre los in-
gresos y los egresos mensuales para los ocho meses anteriores medidos en millones de pesos:

Ingreso 3,2 4.1 3,8 3,5 3 4 4.1 3,9
Egreso 1.1 1,2 1,4 1,8 2 2,4 2,6 2,7

Utilizando la funcién lineal que mas se ajuste a los ingresos y la funcidon exponencial que mejor lo
haga a los egresos, estimar el valor presente neto (hoy) para el proximo ano de funcionamiento
del proyecto y para una tasa de oportunidad del inversionista del 14,03% EA.

Las ventas mensuales en unidades de un articulo de enero a junio de 2005 fueron las siguientes:

Ventas 840 765 800 850 890 810

Se sabe, ademas, que la utilidad por unidad es de $ 10,500. Estimar el total que se tendra acumu-
lado por la inversién de las utilidades mensuales del ano comprendido entre julio de 2005 y junio
de 2006, si la rentabilidad del dinero es del 13% EA para 2005 y del 11,6% EA para 2006. Utilizar
la funcién lineal que mas se ajuste a la informacién dada sobre las ventas mensuales.

Resolver el ejercicio anterior utilizando la funcion exponencial que mas se ajuste a la informacion dada.

Un pequeno proyecto ha generado utilidades mensuales, en miles de pesos, en los ocho meses
anteriores de 5.020, 4.830, 5.310, 5.400, 5.120, 5.805, 5.080 y 5.750. Suponiendo que el proyecto
continle con un comportamiento similar en cuanto a utilidades, estimar el total que se tendra
acumulado al final del ano por la inversién de la mitad de las utilidades mensuales del siguiente
ano, sabiendo que el dinero rendira el 2,15% mensual. Utilizar una funcion lineal para estimar las
utilidades de los proximos 12 meses.

Resolver el problema anterior suponiendo que las utilidades se estiman con un crecimiento lineal
hasta el quinto mes y que de ahi en adelante se mantengan constantes, es decir, que se estabili-
cen en el valor del quinto mes.

La tasa de inflacion mensual para los 10 meses anteriores fue la que se muestra en la tabla si-
guiente:

Inflacion 1,2 0,9 0,85 0,6 0,95 1,3 1.4 0,8 -0,3 0,7

Estimar la inflacién mensual para los proximos 12 meses con una funcién exponencial y estimar
el valor de la reserva que se debe hacer hoy en una cuenta que paga el 13% MV durante los cinco
primeros meses y el 12,3% MV de ahi en adelante, para poder cubrir los costos de materia prima
para la produccién de un articulo, sabiendo que el primer mes el costo sera de $3.200.000 y que
de ahi en adelante se incrementara en la inflacion estimada para ese mes.



Amortizacion y saldos

El objetivo de este capitulo es capacitar al lector para calcular
e interpretar el saldo en cualquier momento de la operacion
financiera, para cualquier sistema de financiacion que se utilice.

Al terminar el capitulo el lector estara en capacidad de:

¢ Financiar una deuda inicial en cualquiera de las clases de flujo
de caja vistos en los capitulos anteriores.

e Calcular el saldo en cualquier momento del tiempo de la finan-
ciacion de la deuda.

® Hallar la composicion de cualquiera de los pagos en una finan-
ciacion.

* Proyectar saldos en el antiguo sistema UFPAC y en el actual
sistema UVR.

¢ Refinanciar saldos pendientes.
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Con base en los temas estudiados en los capitulos anteriores, el estudiante debe estar en capacidad de
disenar y aplicar una gran diversidad de flujos de caja para todas aquellas operaciones financieras que
requieran estos elementos. Una de tales operaciones, muy frecuente, es el pago de créditos, que solo
tiene dos formas de realizarse: al contado o financiado. En este ultimo caso es necesario utilizar las dife-
rentes clases de diagramas de flujo de caja estudiados anteriormente, y por eso a esta altura de la mate-
ria el estudiante ya puede comprometerse con el diseno de diferentes formas de pagar una obligacion,
segun las condiciones especificas estipuladas por el acreedor y acordadas con el deudor. Es necesario,
entonces, presentar temas como la amortizacion de obligaciones, saldos, refinanciaciones y algunos
casos practicos como el sistema UPAC, el actual sistema UVR vy los créditos bancarios, entre otros.

La amortizacién de una obligacion o deuda se define como el proceso mediante el cual esta es
pagada junto con sus intereses, en una serie de pagos y en un tiempo determinado.

Por ejemplo, el pago en cuotas mensuales cuando se adquiere una vivienda financiada, las cuotas que
se pagan al adquirir un automoévil, un electrodoméstico, un crédito bancario, etcétera, cuando parte o
toda la deuda original ha sido financiada a un plazo determinado.

Aun cuando muchos de estos casos ya han sido tratados en algunos ejemplos y problemas de ca-
pitulos anteriores, aqui estudiaremos por ahora otros aspectos complementarios, como los sistemas
equivalentes de amortizacion, la seleccion del mejor sistema de amortizacion, el diseho de sistemas,
entre otros, mientras se entra a tratar otros temas como la composicion de las cuotas, los derechos
sobre un activo, la refinanciacion de saldos, las tablas de amortizacion, etcétera.

SISTEMAS DE AMORTIZACION

Para la amortizacién de una misma obligacion pueden presentarse varios sistemas, todos ellos equi-
valentes desde el punto de vista financiero.

| EJEMPLO 6.1 |

Una deuda por $ 1 milléon de hoy debe amortizarse en un plazo de un afo en cuotas mensuales y un
interés del 2,6% mensual.

a) Un sistema puede ser el de cuotas mensuales iguales; este caso corresponde a una anualidad de
las vistas en el capitulo 4. Para este caso tendremos cuotas mensuales de:

A =$98.078,3 cada una

b) Otro sistema puede ser el de cuotas mensuales que aumenten, por ejemplo, en $ 2.000 cada
mes. Este caso corresponde a un gradiente aritmético creciente, en el que la primera cuota sera
de: A =$87.689,1, o cuotas que disminuyan cada mes en $ 2.000, y correspondera a un gradiente
aritmético decreciente, cuya primera cuota sera de:

A =$108.4676

¢) Otro sistema puede ser el de cuotas mensuales que aumenten en una tasa constante; por ejem-
plo, del 2% cada mes. Este corresponde a un gradiente geométrico creciente, cuya primera cuota
sera de:

A =$88.285



Capitulo 6: Amortizacion y saldos

Todos los casos anteriores corresponden a sistemas de cuotas mensuales vencidas en los que
cada cuota amortiza tanto capital como intereses. Aplicando temas vistos en los dos capitulos
inmediatamente anteriores, pueden establecerse los sistemas correspondientes a las series anti-
cipadas y diferidas para los casos expuestos en los literales (a), (b) y (c) anteriores.

d) También puede presentarse el caso de amortizar el capital, por ejemplo, en cuatro cuotas trimestra-
les iguales y los intereses del 8% por trimestre vencido; entonces las cuotas totales quedaran asi:

Primer trimestre = 250.000 + 0,08(1 millén) = $ 330 000
Segundo trimestre = 250.000 + 0,08(750.000) = $ 310.000
Tercer trimestre = 250.000 + 0,08(500.000) = $ 290.000
Cuarto trimestre = 250.000 + 0,08(250.000) = $ 270.000

También puede ocurrir el caso similar al anterior pero con un interés del 74% por trimestre anti-
cipado; entonces las cuotas totales quedaran asi:

Principio primer trimestre = 0,074(1 millén) = $ 74.000

Principio segundo trimestre = 250.000 + 0,074(750.000) = $ 305.500
Principio tercer trimestre = 250.000 + 0,074(500.000) = $ 287.000
Principio cuarto trimestre = 250.000 + 0,074(250.000) = $ 268.500
Final cuarto trimestre = 250.000

Todos los sistemas expuestos anteriormente para la amortizacién de $ 1 millén a un ano, sean
con cuotas mensuales o trimestrales, son equivalentes financieramente, puesto que las tasas de inte-
rés respectivas son equivalentes.

Sin embargo, en la practica un deudor puede preferir un sistema a otro dependiendo, por ejem-
plo, de la disponibilidad de recursos o de otras ventajas externas a las puramente financieras que él
pueda ver en un sistema.

Los casos expuestos anteriormente no son los Unicos posibles sino, por lo general, los mas co-
munes. Con la informacion recibida en los capitulos anteriores, el estudiante debera disenar nuevos
sistemas de amortizacion de esta deuda y que sean equivalentes a los anteriores.

Como ejercicio practico, en este momento el alumno debe visitar una entidad financiera o comer-
cial y enterarse, por su cuenta, de algunos de los sistemas que esa institucion esté utilizando para que
los deudores amorticen sus obligaciones.

Para una deuda determinada, se llama saldo al cabo de un tiempo a la cantidad o suma que en ese
momento aun falta por amortizar.

Lo anterior equivale a decir que el saldo, en un determinado tiempo, es el valor que aun esta debién-
dose en ese momento.

Segun la deuda original y el sistema y condiciones de amortizacion de ella, en la mayoria de casos,
a medida que se hacen abonos o pagos el valor de la deuda disminuye, es decir, el saldo se reduce. Sin
embargo, existen algunos sistemas en los que el saldo va creciendo en la primera parte del tiempo de
amortizacién para luego disminuir hasta llegar a 0, como sucede con la mayoria de sistemas de amor-
tizacion para créditos en corporaciones de ahorro y vivienda cuando los valores se miden en pesos y
el crédito es a largo plazo. Conocer el saldo de una deuda u obligacién, o proyectarlo, es de gran im-
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portancia en las operaciones financieras, entre otras para efectos presupuestarios, fiscales, de abonos
adicionales, patrimoniales y, en general, para proyecciones financieras de la empresa o la persona.

En términos generales y desde el punto de vista del calculo, se dice que, segun una deuda origi-
nal, el tipo de interés que se cobra, el sistema de amortizacion y el tiempo para su cancelacion, el saldo
en cualquier momento es igual a:

i)  El valor futuro en ese momento de la deuda original (o proyecciéon de la deuda original) menos
el valor futuro de las cuotas canceladas hasta ese momento; o,

ii) el valor presente, en ese momento, de las cuotas que aun faltan por pagar.

Los dos conceptos anteriores son equivalentes siempre y cuando no exista otra clase de interés
involucrado en la operacidon, como intereses de mora, y que el deudor ya haya incurrido en estos in-
tereses.

Veamos como llegar a expresiones que, independientemente del sistema de amortizacion de una
deuda, nos lleven al calculo del saldo en cualquier momento.

Sea una deuda original D_ con un sistema de amortizacion en n pagos periddicos, donde P, sera
el pago en el periodo t, y un interés del i% por periodo.

El diagrama de flujo de caja sera: D
0
Donde S, y S, representan los S S
saldos en los periodos ty t + 1 respec-
tivamente, después de los pagos co- || 123  ..... to(r

rrespondientes, P,y P,

La relacion entre estos saldos P
sera: P

SM = Sl +iS - Pm
Es decir:
S.,=(1+)S,~-P_, conS =D,

t+1 P

(6-1)

Con base en la ecuacion (6-1), podemos determinar el saldo en cualquier momento (periodo) t,
segun sea el sistema de pagos:

a) Siel sistema de amortizacion es de pagos iguales —es decir, P, = A-, entonces la ecuacion (6-1) se
transforma en:

S.,=(1+)S,-A conS =D,

Y corresponde a una ecuacion de diferencia finita estudiada en el capitulo 2, cuya solucion es:

N
S, = D, (1+i) - A w} (6-2)
O sea:
S,=D(F/ P, i%, ty— A(F/ A, i%,1) (6-3)

Segun la expresion (6-2), sit=0, entonces S, =D ; y sit=n, entonces S = 0. Ahora, como D =A(P/A, i%, n),
al sustituirlo en la expresion (6-3) llegamos a:

S,=AP/A, %, n-1 (6-4)

La expresion (6-4) corresponde a lo expuesto en el numeral (ii) anterior.

| EJEMPLO 6.2 |

Un electrodoméstico tiene un precio al contado de $ 475.000 y puede adquirirse con una cuota inicial
de $52.020 y el resto financiado a dos afos con cuotas mensuales iguales y con un interés del 2,5 %
mensual. Hallar el saldo al cabo de 15 meses.
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Primero determinemos la cantidad financiada. Esta es:
$ 475.000 — $ 52.020 = $ 422.980
El estudiante debera dibujar el diagrama de flujo y entonces:
Si A es la cuota mensual, se cumple que:
422.980 = A(P/A, 2,5%, 24)
Es decir:
A =$23.650
De tal manera que el saldo al cabo de 15 meses estara dado por:
S,; =422.980(1,025)" — 23.650(F/A, 2,5%,15) = $ 188.511
si aplicamos la expresion (6-3).
También lo podemos calcular aplicando la expresion (6-4), y tendremos:
S,, = 23.650(P/A, 2,5%, 9) = $ 188.511
porgue nueve son las cuotas que aun faltan por pagar.

Obtenemos asi el mismo resultado tanto con la formula (6-3) como con la formula (6-4). Sin
embargo, esto no implica que en todo problema pueda usarse cualquiera de las dos férmulas indistin-
tamente, puesto que en algunos casos no se conocen todos los datos necesarios para aplicar una u
otra. Por ejemplo, cuando no se conoce el numero total de cuotas (n), la férmula (6-4) no es aplicable.

b) Si el sistema de amortizacion es de pagos o cuotas variables, por ejemplo que aumenten en una
cantidad $ G cada periodo, tendremos que P, . = Gt + A, donde A es el valor de la primera cuota.
Reemplazando esta expresidn en la ecuacion (6-1), tenemos:

S.,=(1+1)S,-(Gt+A),conS_=D_

Esta es otra ecuacién de diferencia de las estudiadas en el capitulo 2. El alumno debe resolver
esta ecuacioén y llegar a la solucion siguiente:

S,=D (1 +i)-[A(F/A, 1%, t) + G(FIG, i%, t)] (6-5)

Solucidén esta que hace referencia a lo expuesto en el numeral (i) para esta clase de cuotas. Por
un razonamiento similar al utilizado en la parte a), legamos también a:

S,=(A+tG)(PIA,i%, n—1) + G(PIG, i%, n - 1) (6-6)
Y significa que el saldo en el periodo t es igual al valor presente de las cuotas que aun faltan por
pagar.

| EJEMPLO 6.3 |

Resolver el ejemplo 6.2 suponiendo que las cuotas aumentan cada mes en $ 2.000.

En primer lugar debe cumplirse la relacion:
422.980 = A(PIA, 2,5%, 24) + 2.000(P/G, 2,5%, 24)
Asi que:
A =3.002,6

Para calcular el saldo al cabo de 15 meses, podemos emplear la expresion (6-5) o (6-6). Aplicando
la primera de ellas tendremos:
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S, =422.980(1,025)" - [3.002,6(FIA, 2,5%, 15) + 2.000(FIG, 2,5%,15)]
=$324.204,6
El estudiante debera calcular el saldo utilizando la formula (6-6).

¢) Siel sistema de amortizacion consta de cuotas variables que aumenten cada mes en la tasa cons-
tante del k%, es decir que los pagos correspondan a un gradiente geométrico creciente, entonces
tendremos:

P.,,=A(1+Kk)

donde A es el valor de la primera cuota.

Reemplazando esta expresion en la ecuacion (6-1), llegamos a:
S,,,=(1+0)S,-A(1+k),conS =D_

Esta es también una de las ecuaciones de diferencia estudiadas en el capitulo 2. El alumno debe-
ra resolver esta ecuacion y llegar a la solucion siguiente:

Si=Dy(1+ i)'~ A [+ 1 - (4] (67)

De nuevo, esta solucion hace referencia a lo expuesto en el numeral (i) para esta clase de cuotas.
También con un razonamiento similar a los anteriores, llegamos a:

t n-t
s,= A0+ k) (1—(1 * ’f) (6-8)
i— k L T+
Y significa que el saldo en el momento t es igual al valor presente de las cuotas que aun falta
pagar.
| EJEMPLO 6.4 |

Resolver el ejemplo 6.2 suponiendo que las cuotas aumenten cada mes en el 3%.

En este caso debe cumplirse la relacion siguiente:

24
422.980 = A 1- (103
0,025 - 0,03| 1,025

De donde:
A=%$17071,9

Para calcular el saldo al cabo de 15 meses, podemos utilizar la formula (6-7) o la (6-8). Aplicando
la primera tenemos:

S.5=422.980(1,025)"
= $238.148,7

17.071,9

15 15
0,025 0,03 [(1,025)" -(1,03) "]

De nuevo, el estudiante debera calcular el saldo utilizando la formula (6-8).

Como ejercicio adicional, el alumno debe obtener las férmulas correspondientes al calculo del
saldo cuando el sistema de amortizacién sea un gradiente aritmético decreciente o un gradiente
geomeétrico decreciente.

A continuacidon se muestran algunos ejemplos de aplicacidén de estas férmulas en los que podra
observarse que lo basico es tener claridad sobre los enunciados de saldos, dados en los puntos (i) y
(ii) al principio de este numeral 6.3.
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| EJEMPLO 6.5 |

Una empresa compra hoy una maquinaria por valor de $ 35 millones, que pagara asi: el 24% del valor
del precio al contado con recursos propios hoy y el resto con un préstamo de una corporacién finan-
ciera que le cobra a la empresa una tasa del 38% anual. La obligacion con la corporacién tendra que
pagarse en cuotas mensuales que aumenten el 2% cada mes y durante dos anos y medio. Al cabo de
un ano y medio de estar amortizando la deuda, la empresa solicita que el saldo en esa fecha le sea
refinanciado a 20 meses en cuotas mensuales iguales. Si para la refinanciacién se cobra una tasa del
3,3% mensual, hallar el valor de las cuotas uniformes.

26.600.000
El diagrama de flujo de caja para la S,
deuda de la empresa es el siguiente: 30 meses
. , ) 123  ..... 18 ...

Tasa de interés: 38% anual, equi- 0
valente al 2,72% mensual. AT

A partir de aqui, lo primero es fi-
nanciar la deuda. Segun las condicio-
nes del ejemplo, tenemos:

A 1,02 *
26.600.000 = 0,0272 - 0,02 {1 B (1,0272] }

S.A=%$1.006.713,6
Esta sera la primera cuota.

El saldo, al cabo de un ano y medio, estara dado por:

1.006.713,6

S,s = 26.600.000(1,0272 )"® — 2120
0,0272 - 0,02

[(1,0272)"® = (1,02)"*]
=$16.164.478

Luego, la refinanciacién de este saldo en 20 cuotas mensuales iguales y un interés del 3,3% men-
sual estara dada por:

16.164.478 = X(PIA, 3,3%, 20)
5. X=$1.116.865

Y el valor de X sera la cuota mensual uniforme.

| EJEMPLO 6.6 |

Usted obtiene un crédito de un banco por valor de $ 30 millones para ser pagado en 18 cuotas men-
suales que disminuyan cada mes en $ 20.000 y con un interés del 3,5% mensual. Al cabo de 10 meses
usted hace un abono adicional de $ 4 millones y solicita que el saldo le sea refinanciado en el tiempo
que falta en cuotas mensuales iguales. Si para la refinanciacién se mantiene la misma tasa, hallar el
valor de estas cuotas uniformes.
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El diagrama de flujo de caja para el deudor es el siguiente:

30.000.000
S‘IO
- 0 @ .- 18 meses
N
S 3S 4.000.000
S o
Ty
<

La financiacion de la deuda es la siguiente:

30.000.000 = A(P/A, 3,5%, 18) — 20.000(P/G, 3,5%, 18)

S.A=%$2.426.103

A representa la primera cuota.

El saldo, al cabo de 10 meses, estara dado por:

S,, =30.000.000(1,035)" - [2.426.103(FIA, 3,5%, 10) — 20.000(F/G, 3,5%, 10)]
=$ 14.845.762

En este momento se hace un abono adicional de $ 4 millones, de tal manera que el nuevo saldo
sera de $ 10.845.762, que debe refinanciarse en ocho cuotas mensuales iguales; el valor de estas cuo-
tas lo obtendremos de la relacion siguiente:

10.845.762 = X(P/A, 3,5%, 8)
"X =$1577.805

Este es el valor de cada una de las ocho cuotas uniformes que pide el problema.

| EJEMPLO 6.7 |

Un crédito de $ 20 millones debe amortizarse en dos anos con cuotas mensuales que disminuyan en
el 1% cada mes y con un interés del 3% mensual. Hallar el saldo al cabo de 15 meses, antes de pagar
la cuota respectiva.

20.000.000
El diagrama de flujo de caja para el
deudor sera el siguiente:

Donde: ; 123  ..... 15 ... ..

A es el valor de la primera cuota

24

i = 3% mensual es la tasa de interés V.Y

Ao

k = 1% cada mes es la tasa de dis- 23
minucion en las cuotas y 24 es el total L
de cuotas >

De nuevo, lo primero que debe-
mos hacer es financiar la deuda me-
diante la siguiente expresion:
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24
A 1-0,01
20.000.000 = 5= {1—[ 03 ] }

..A=$%$1.303.997

Ahora bien: el saldo al cabo de 15 meses antes de pagar la cuota respectiva puede hallarse de
dos formas diferentes:

a) Encontrando el saldo en el mes 14 y cargarle los intereses de un mes:

1.303.997

S,,=20.000.000(1,03)"* — 222920
0,03 + 0,01

[(1,03)* = (1-0,01)"]

=$9.262.531
Luego, el saldo en el mes 15 antes de la cuota sera:
9.262.531(1,03) = $ 9.540.407

b) También puede hallarse este valor calculando el saldo en el mes 15 y sumandole la cuota de ese mes.

1.303.997

-gﬁ:zgqmnm“—a—mmfﬁ

S,, = 20.000.000 (1,03)"° —

= $ 8.407.565.

La cuota del mes 15 es 1.303.997(1 - 0,01)“ = $ 1.132.842, de tal manera que el saldo en el mes 15
antes de pagar la cuota respectiva estara dado por:

8.407.565 + 1.132.842 = $ 9.540.407

saldo igual al obtenido en el literal (a).

Como puede observar el estudiante, el problema de hallar el saldo en cualquier sistema de amor-
tizacion se limita a la aplicacion de cualquiera de las formas de saldo expuestas en los numerales (i) y
(ii) de 6.3, lo que resulta posible comprobar si resuelve cualquiera de los ejemplos anteriores aplican-
do el concepto dado en el numeral (ii).

Con base en el concepto de saldo, es facil llegar a determinar la parte de la deuda pagada hasta
un momento determinado. Si denotamos por C, la cantidad de la deuda amortizada hasta el momento
t, con S, el saldo existente en ese momento y con D la deuda original o financiada, se cumple que:

C.=D,-S, (6-9)

Cuando un activo se adquiere a crédito, se dice que el vendedor, en cualquier momento, es due-
no o tiene derecho sobre la parte del valor al contado del activo que aun falta por amortizar, es decir,
tiene derecho sobre S;; y, por otra parte, el comprador tiene derecho sobre la parte ya amortizada, es
decir, sobre C.. En esta relacion, el valor D, representa el precio del activo o su valor al contado, de tal
manera a partir de la relacién (6-9) llegamos a:

D,=C +S

O sea:

Precio de venta = derechos del comprador + derechos del vendedor

| EJEMPLO 6.8 |

Una compania ensambladora de vehiculos vende un automoévil que tiene un valor al contado de
$ 6.870.000 para ser pagado con una cuota inicial de $ 2.350.000 y el resto financiado a 30 meses
con cuotas mensuales iguales y un interés del 3% mensual. Hallar los derechos del comprador y
los derechos de la compania vendedora sobre el automovil al cabo de 15 meses, una vez pagada
la cuota respectiva.
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El diagrama de flujo de caja debera elaborarlo el estudiante.
En primer lugar debemos hallar el valor de la anualidad A que amortiza la cantidad financiada.

Cantidad financiada = 6.870.000 — 2.350.000 = $ 4.520.000. El valor de la cuota mensual A lo ob-
tenemos asi:

4.520.000 = A(P/A, 3%, 30)

A =$230.607

El saldo al cabo de 15 meses estara dado por:
S, = 230.607(P/A, 3%, 15) = $ 2.752.971

De tal manera que los derechos del comprador son de $ 4.117.029 y los derechos del vendedor
son de $ 2.752.971, al cabo de 15 meses.

De manera similar se resuelven los problemas cuando las cuotas de amortizacién son variables,
porque lo basico es llegar a calcular el saldo en el momento requerido (este concepto ya se estudid
para esta clase de series de pagos).

Cuando una deuda inicial u obligacion estd amortizdandose mediante una serie de pagos y con un inte-
rés establecido, es obvio que al final de algun tiempo el saldo sea 0, siempre y cuando, por lo menos,
algunas cuotas cubran los intereses y amorticen parte del capital. No es necesario que todas las cuotas
cumplan esta condicion. En algunos sistemas de crédito, al principio del tiempo de amortizacién de la
deuda el saldo crece y hacia el final disminuye hasta llegar a 0.

Sin embargo, la mayoria de cuotas que se pagan para amortizar una deuda tienen dos compo-
nentes basicos: intereses y amortizacion al capital. De esto consta una cuota. La razén de conocer
cdmo estd compuesta una cuota es netamente financiera; por ejemplo, en algunos sistemas de crédito
lo que se pague de intereses esta exento de impuestos.

| EJEMPLO 6.9 |

Para el caso del ejemplo 6.8, determinar la composicién de la cuota 16.

Los intereses que se cancelan con la cuota 16 son los intereses sobre el saldo existente en el mes 15.
De tal manera que como en este caso tenemos:

S,,=%$2.752.971y A =$ 203.607

Entonces:

Intereses cancelados con la cuota 16 = 2.752.971(0,03) = $ 82.589,13
Amortizacién al capital con la cuota 16 = 203.607 — 82.589,13 = $ 121.017,87

Esta es la composicion de la cuota 16. El estudiante puede calcular, como ejercicio, la composi-
cién de las cuotas 17, 18 y 19 y ver como a medida que avanza el tiempo los intereses disminuyen y la
amortizacion al capital aumenta.

El registro periodo a periodo de toda la operacion financiera en la cancelacion de una obligacion
es lo que se conoce con el nombre de tabla de amortizacion de la obligacion. Existen diferentes mo-
delos, y cada persona o empresa puede disenar el suyo. No obstante, una de las tablas mas utilizadas
es la que veremos en el ejemplo siguiente:
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Un electrodoméstico vale al contado $ 620.000; se adquiere con una cuota inicial de $ 125.000 y el
resto financiado a ocho meses con cuotas mensuales iguales y un interés del 2% mensual. Elaborar la

tabla de amortizacion de la deuda.

Primero debemos hallar el valor de la cuota mensual uniforme A. Como se paga una cuota inicial, el

saldo financiado es:
620.000 - 125.000 = $ 495.000
Y entonces tenemos:
495.000 = A(P/A, 2%, 8) = $ 67.572,35

La tabla de amortizacién es la siguiente:

125.000
67.572,35
67.572,35
67.572,35
67.572,35
67.572,35
67.572,35
67.572,35
67.572,35

0 NO O A~ WDN = 0O

125.000

57.672,35
58.825,8

60.002,31
61.202,35
62.426,41
63.674,93
64.948,43
66.247,41

9.900

8.746,55
7.570,04
6.370

5.145,94
3.89742
2.623,92
1.324,94

495.000
437.327,65
378.501,85
318.499,54
257.297,18
194.870,77
131.195,84
66.247,41

0

Una de las ventajas de una tabla de amortizacion es que permite apreciar rapidamente la situa-
cion de la operacion financiera en un momento dado. Ahora bien: para la construccion de una tabla de
amortizacién como la anterior se aconseja utilizar una hoja electronica en una computadora, y con la
ayuda de las féormulas correspondientes. Si lo que se desea es solo conocer los datos para una deter-
minada cuota, lo mejor es aplicar directamente las férmulas vistas antes y asi determinar el valor de
la cuota, el saldo y la composicion de la cuota.

A continuacion encontramos una tabla de amortizacion elaborada por una compania de finan-
ciamiento comercial por un crédito para la adquisicién del vehiculo (véase tabla 6.2).

El estudiante debe hacer lo siguiente como ejercicio:

a) Aplicar cualquiera de las expresiones para hallar un saldo en un mes determinado y comparar el
resultado con el que se encuentra en la tabla en el mismo mes.

b) En el mes 13, pagar una cuota extra por valor de $ 500.000 y refinanciar el saldo en el resto de
tiempo en cuotas mensuales iguales y construir la tabla de amortizacion de ahi en adelante.

c¢) ¢Enqué se afectara la columna de saldo de capital si se incluye un seguro de vehiculo de $ 25.000

cada mes?

d) Sila persona que tomo el crédito tiene una tasa de oportunidad del 32% anual, jcuanto le costo

el crédito el 14 de diciembre de 1994 y cuanto el 14 de junio de 19967
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Fecha: 14/12/94

Plazo: 18 meses

Capital: $ 3 millones
Tasa de interés: 42% MV

14/01/95 01 105.000 122.460 1.283 228.743  2.877.540
14/02/95 02 100.714 126.746 1.283 228.743 2.750.794
14/03/95 03 96.278 131.182 1.283 228.743 2.619.612
14/04/95 04 91.686 135.774 1.283 228.743 2.483.838
95/05/95 05 86. 934 140.526 1.283 228.743 2.343.312
14/06/95 06 82.016 145.444 1.283 228.743  2.197.868
14/07/95 07 76.925 150.535 1.283 228.743 2.047.333
14/08/95 08 71.657 155.803 1.283 228.743  1.891.5630
14/09/95 09 66.204 161.256 1.283 228.743  1.730.274
14/10/95 10 60.560 166.900 1.283 228.743 1.563.374
14/11/95 1 54.718 172.742 1.283 228.743  1.390.632
14/12/95 12 48.672 178.788 1.283 228.743  1.211.844
14/01/96 13 42.415 185.045 1.283 228.743 1.026.799
14/02/96 14 35.938 191.522 1.283 228.743 835.277
14/03/96 15 29.235 198.225 1.283 228.743 637.052
14/04/96 16 22.297 205.163 1.283 228.743 431.889
14/05/96 17 15.116 212.344 1.283 228.743 219.545
14/06/96 18 7684 219.545 1.283 228.743 0

Los casos anteriores corresponden a cuotas uniformes y, como se puede observar en la tabla
6.2, la amortizacion al capital aumenta con el tiempo a medida que los intereses disminuyen. Otro
sistema de amortizacion es aquel en el que la cantidad correspondiente a la amortizacion de capital es
constante; este es el sistema mas utilizado en el crédito bancario. A continuacion presentamos el caso
general de este sistema.

Tomemos el ejemplo de un préstamo de $ P hoy para ser pagado en n cuotas peridodicas, donde
cada cuota amortiza la misma cantidad al capital y el interés es del i% por periodo vencido. Se trata de
determinar las cuotas que se van a pagar.

Como puede verse, las cuotas totales (abono al capital + intereses) no pueden ser uniformes,
dado que la cantidad correspondiente a intereses cambia en cada periodo.

Denotemos por $ R la suma correspondiente a la amortizacion al capital en cada periodo, y por
S, el saldo al final del periodo t una vez pagada la cuota respectiva.

Tenemos que:
r-L
n

Los intereses del periodo t + 1 seran:
iS

t

Si denotamos por C,, la cuota en el periodo t + 1, tenemos:

Ct+1 = %"’ iSt
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De lo anterior obtenemos la relacién siguiente:

SH1:St+iSt—[%+iSt}; con S§,=P

O sea:
P
S$,,=S5-—; con §,=P
n
La ecuacion de diferencia finita anterior tiene como solucién la funcion:
P
S, =P-—t (6-10)

De tal manera que la cuota del periodo t sera:

c;%u“-%a-n}

O sea:
ctzp{l+i+L}—it (6-11)
n n n
Como puede observarse, la serie de cuotas constituye un gradiente aritmético decreciente en el
que el valor de G es igual a i(PIn), y en este caso las cuotas disminuyen en el i% de la cuota de amor-
tizacion al capital.

| EJEMPLO 6.11 |

Una deuda por valor de $ 3 millones de hoy debe financiarse a un ano con cuotas mensuales tales que
la amortizacion al capital sea la misma en todas las cuotas. Si la tasa de interés es del 2,8% mensual,
hallar el valor de las cuotas.

De acuerdo con el caso general, la amortizacion al capital en cada cuota es:

R = 3000.000 _ 4554 oo

La cuota del mes t sera:

C, = 3.000.000 {%+ 0,028 +

0,028} 0,028 (3'000'000)1‘
12

=341.000 - 7000t

Las cuotas seran de:

$ 334.000, $ 327.000, $ 320.000, y asi sucesivamente; la disminucién de mes a mes ($ 7.000) co-
rresponde al 2,8% de la amortizacion al capital cada mes.

O sea:
7.000 = 0,028(250.000)

El estudiante debe calcular manualmente el valor de las primeras cuotas sin tener en cuenta las
formulas obtenidas en el caso general.

Veamos ahora un caso similar al tratado antes, en el que lo Unico que cambia es la clase de tasa
de interés y, especificamente, en el que la tasa de interés sea anticipada.

El caso general se plantea de la siguiente forma: supongamos un préstamo hoy por valor de $ P
para ser pagado en n cuotas periddicas de la misma forma del caso anterior, es decir, donde R = Pin.
Tomemos una tasa de interés del i% por periodo anticipado. Se trata de determinar las cuotas periodi-
cas para esta nueva modalidad. Para ello utilizamos la misma notacion anterior y asi tenemos:

P
St+1:S,_F; SOZP
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La solucion de esta ecuacion es:

s,=P- Lt
n
La cuota del mes t(t=1, 2, 3,..., n) estara dada por:
P .
Ct = F+ ISt
Sustituyendo el valor de S, obtenemos:
C,:P(l+i)—i(£jt; t=1,2...,n (6-12)
n n
Para el punto 0 y n, tenemos:
. P
CO =iP y C,, =

porqgue la cuota en el punto 0 corresponde a los intereses anticipados del saldo P, y la ultima cuota en
el punto n es solamente de amortizacion al capital sin intereses.

El estudiante debe calcular el valor de las cuotas del ejemplo utilizando la expresion (6-12) y com-
parar sus resultados con los obtenidos en el ejemplo.

| EJEMPLO 6.12 |

Resolver el ejemplo 6.11 suponiendo una tasa de interés del 2,8% mensual anticipado.

El valor de R sigue siendo de $ 250.000, y la cuota del mes t (t=1, 2,..., n) sera:

12
=334.000 - 7.000t

C,=3.000.000 {1— + 0,028 } —-0,028(250.000)t

De tal manera que las cuotas para los meses 1, 2, 3,..., 12 seran:

C, =$327000, C,=$320.000, C, = $ 313.000 y asi sucesivamente, ademas del primer pago en el
punto 0, que es de 0,028(3.000.000) = $ 84.000.

En este caso, la serie formada por las cuotas de los meses 1, 2,..., 12 constituye un gradiente
aritmético decreciente.

Al igual que en el ejemplo 6.11, el estudiante debe calcular manualmente las primeras cuotas del siste-
ma de amortizacion contemplado en el ejemplo 6.12 y compararlas con las obtenidas a partir de la férmula.

Ademas de todos los sistemas de amortizacion vistos anteriormente y que tienen los bancos y demas
instituciones financieras, es importante hacer referencia a dos sistemas conocidos en Colombia, dise-
nados basicamente para créditos destinados a la adquisicion de vivienda: el UPAC y el UVR.

6.5.1 SISTEMA UPAC

Aun cuando este sistema ya no estd operando en Colombia, vale la pena exponerlo asi, en forma
simplificada, para que el estudiante lo analice desde el punto de vista financiero y pueda hacerse una
idea de sus ventajas y desventajas, que le aportaran elementos de valor para futuros trabajos como
financista.
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En Colombia el sistema UPAC (unidad de poder adquisitivo constante) se creé mediante el de-
creto 377 de 1972, con el fin de incentivar tanto el ahorro como el crédito para adquirir vivienda, razén
por la cual las entidades financieras encargadas de manejar el sistema se llamaron Corporaciones de
Ahorro y Vivienda (CAV).

El sistema funciond con dos tasas que fueron: una tasa de interés y una tasa llamada de correc-
cion monetaria, que se define a continuacion.

La correccion monetaria fue la operacioén utilizada por el sistema financiero colombiano de ahorro y
vivienda para reajustar el valor del dinero, con el fin de recuperar, asi sea en parte, el poder adquisitivo
que pierde diariamente como consecuencia del aumento de los precios de los bienes y servicios.

El reajuste periddico se debe al factor econdmico de la pérdida de poder adquisitivo del dinero
por efecto de la inflacidn. Por tanto, el deudor del sistema UPAC debia devolverle a la entidad, ademas
de los intereses, una suma de dinero que tenga el mismo valor real (valor constante) que la suma que
recibié en calidad de préstamo. Las entidades responsables de determinar el valor de ese aumento
fueron en primer lugar el DANE, que obtiene mensualmente el incremento (%) en el costo de vida
para obreros y para empleados; con el promedio aritmético de estos dos indices fijaba la base para
calcular el valor de la UPAC, y luego el Banco de la Republica debia calcular e informar cada mes el
valor diario de la UPAC.

Los componentes basicos para el calculo y operaciones con UPAC eran la tasa de correccion mo-
netaria iy la tasa de interés i. Tanto la tasa de correccion monetaria como la tasa de interés venian
dadas en forma anual; por tanto, lo primero que debia hacerse era pasarlas a tasas diarias tomando
el ano de 365 dias y, a partir de esto, hallar la tasa para el periodo correspondiente tanto de abonos
como de depdsitos.

La ley que regia el funcionamiento del sistema UPAC contemplaba las siguientes condiciones:
a) Se debia cobrar intereses sobre el saldo (I/S).
b) Se debia cobrar correccion monetaria sobre el saldo (CM/S).
c) Se debia cobrar correccion monetaria sobre los intereses (CM/I).
d) Pero por ninglin motivo se podia cobrar intereses sobre los intereses (I/1).

Si se denota con i la tasa de interés por periodo (por lo general el mes para cuotas mensuales),
coni_ latasa mensual de correccion monetaria y con i_la tasa combinada o tasa compuesta, se tenia
que la tasa que cumple con las condiciones a), b), ¢) y d) anteriores era:

fo=i+i +i, .0
Equivalente a decir que:
ic:(1+i)(1+icm)_1 (6'13)

y con esta tasa se hacia la proyeccion tanto de las cuotas como de los saldos. Una de las prin-
cipales operaciones en el sistema UPAC era la de los créditos a largo plazo para la adquisicion de
vivienda, razon por la cual la mayoria de entidades que manejaban este sistema recibian el nombre
de corporaciones de ahorro y vivienda.

Para el caso de un crédito es necesario conocer los siguientes elementos: el valor total de la deu-
da o crédito, el plazo para amortizar la deuda, el costo que asume el deudor durante el tiempo de la
operacién financiera o tiempo de amortizacién y la forma de pago del crédito.

Con base en lo anterior, debemos estar en capacidad de: determinar el valor de las cuotas, la
composicién de cada cuota en abono al capital e intereses y, por ultimo, calcular el saldo de la obli-
gacion en cualquier momento. Esto se desarrollara con algun ejemplo al final, una vez que se hayan
presentado los diferentes sistemas de amortizacion de un crédito.

Es importante aclarar que las operaciones en este sistema se hacian desde dos puntos diferentes
pero equivalentes financieramente: presentar el plan de financiacion en la nueva unidad monetaria
UPAC o presentarlo en pesos.
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Los plazos mas utilizados por este sistema para los créditos eran 5, 6, 7, 8, 10, 12, 13, 15y 20 anos.

Los principales sistemas de amortizacion de una deuda en UPAC eran los siguientes:

1.

Sistema de cuota fija en UPAC. En este, todas las cuotas son iguales en UPAC, pero al convertirlas
a pesos resultan cuotas crecientes.

Sistema de abono constante a capital en UPAC. En este, la cuota UPAC de amortizacion al capital
es constante, pero la cuota en UPAC de abono al capital mas intereses es decreciente; sin embar-
go, la cuota total en pesos es creciente.

Sistema de cuota en UPAC decreciente en una cantidad fija mensual. En este, la cuota en UPAC
decrece cada mes en una cantidad fija; sin embargo, la cuota mensual en pesos es creciente.

Sistema de abono a capital en UPAC decreciente geométricamente cada mes. En este, las cuotas
en UPAC forman un gradiente geométrico decreciente; sin embargo, las cuotas mensuales en
pesos son crecientes.

Sistema de abono o capital en UPAC decreciente en una cantidad fija mensual. En este, los abo-
nos al capital en UPAC forman un gradiente aritmético decreciente, pero la cuota mensual en
pesos es creciente.

Sistema de cuotas mensuales fijas en UPAC decrecientes anualmente en una proporcion geomé-
trica. En este, las cuotas en UPAC permanecen constantes durante los doce meses del afno, pero
al ano siguiente disminuyen en una tasa constante; sin embargo, las cuotas mensuales en pesos
son crecientes.

También existian los sistemas de amortizacion de una deuda directamente en pesos; estos son

principalmente los siguientes:

1.

2
3.
4

Sistema de cuota fija mensual o anualidad.
Sistema de cuotas crecientes cada mes en una cantidad fija o gradiente aritmético creciente.
Sistema de cuotas crecientes cada mes en una tasa constante o gradiente geométrico creciente.

Sistema de cuotas mensuales constantes durante el afno, pero que aumenten anualmente en una
suma fija de pesos.

Sistema de cuotas mensuales constantes durante el ano, pero que aumenten anualmente en una
tasa constante.

Sistema de cuotas fijas mensuales, pero con abonos extraordinarios cada seis meses o cada ano.

A continuacion se desarrollara un ejemplo de un crédito por el sistema 3 de proyeccion y amor-

tizacion en pesos.

| EJEMPLO 6.13 |

Supongamos que obtenemos un crédito de una CAV por valor de $ 10 millones para ser cancelados
en un plazo de 15 anos con cuotas mensuales que aumenten en el 0,9% cada mes. La tasa de interés
sera del 8,5% anual y la tasa de correccion monetaria del 24,5% anual.

a)
b)
c)
d)

En este ejemplo calcularemos lo siguiente:

Proyeccion o célculo de la primera cuota.

Saldo en cuatro fechas diferentes, a saber: a los 5, 10, 12 y 14 anos.
La composiciéon de las cuotas 1y 145.

Grafica que represente las cuotas y los saldos respecto al tiempo.

Lo que debemos hallar son: la tasa anual y la tasa mensual que combinen intereses y la correc-

cién monetaria. Para esto aplicamos la expresién (6-13) y tenemos:

i, =(1,245)(1,085) — 1 = 0,3508 = 35,08% anual, que equivale al 2,5637% mensual

El diagrama de flujo de caja para este caso es el siguiente:



a)

b)

c)
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10.000.000

Como podemos ver, el flujo de caja corresponde a un gradiente geométrico creciente, de tal ma-
nera que tenemos:

180
A 1,009
10.000.000 = 0,02237 - 0,009 {1 _[1,02537] }

S A =%$173.263,30

O sea que para amortizar esta deuda, segun las condiciones dadas, debemos iniciar con una
cuota el primer mes de $ 173.263,30 y de ahi en adelante aumentaremos el 0,9% cada mes.

Para calcular los saldos en las fechas correspondientes, aplicamos cualquiera de las expresiones
propias para estos casos.

Saldo al final del quinto ano:

173.263,30
0,02237 - 0,009

S, =10.000.000 (1,3508)° — [(1,0253)%° — (1,009)*°]

=$ 15.504.431,65
Saldo al final del décimo ano:

~173.263,30
0,02237 - 0,009

S,, = 10.000.000 (1,3508 )"’ [(1,0253)'*° - (1,009)'*°]

=$19.318.022,73
Saldo al final del duodécimo ano:

173.263,30

1,0253)"** — (1,009)'*
0,02237 - 0,009 I . )]

S,, =10.000.000 (1,3508)'* —

=$17.154.247

Saldo al final del ano decimocuarto:

173.263,30

168 168
~ 0,02237 _ 0,009 [(10253)™ —(1,009)™]

S,, = 10.000.000 (1,3508)"*

=$8.890.110

Para determinar la composiciéon de cualquier cuota debemos hallar las correspondientes tasas
mensuales tanto de interés como de correccion monetaria.

Del 8,5% anual obtenemos el 0,682% mensual de intereses.

Del 24,5% anual obtenemos el 1,843% mensual de correccién monetaria. En cualquier caso se
toman meses de 30 dias.

Cada cuota debe pagar el total de los intereses de ese mes y el resto correspondera al abono al capital.
Para la primera cuota tenemos:

Intereses sobre saldo anterior = 0,00682(10.000.000) = $ 68.200

Correccion monetaria sobre capital e intereses

=0,018843(10.000.000)(1,00682) = $ 185.556,93
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d)

Total de los costos financieros del primer mes:

$68.200 + $ 185.556,93 = $ 253.756,93

Total saldo al final del primer mes antes de pagar la cuota:
$ 10.253.756,93

Saldo una vez pagada la primera cuota:

10.253.756,93 — 173.263,30 = $ 10.080.493,63

La composicion de la primera cuota sera:

Intereses =$68.200
Abono al capital =$ 105.063,3
Total =$173.263,3

Para la composiciéon de la cuota 145, tenemos:

Intereses sobre el saldo anterior = 0,00682(17.154.247) = $ 116.991,96
Correccion monetaria sobre el saldo e intereses:
0,01843(17.154.247)(1,00682) = $ 318.308,93

Valor de la cuota 145 = 173.263,3(1,009)"* = $ 629.556,22

Por tanto, esta cuota estara conformada por:

Intereses =$116.991,96
Abono a capital =$512.564,26
Total =$629.556,22

Como podemos observar, en la composicion de las dos cuotas anteriores con la cuota 1 se pagan
todos los intereses, pero no toda la correccion monetaria de ese mes; por esta razon, el saldo al
final del primer mes después de cancelada la cuota correspondiente es mayor que el saldo ante-
rior. Con la cuota 145 se pagan todos los intereses de ese mes y el abono al capital es superior al
valor de la correccion monetaria de ese mes, lo cual nos indica que el saldo ya se encuentra en
descenso y no en ascenso como en el primer mes.

Por ultimo, debemos tener en cuenta que, por disposicidon legal, en un crédito debe cobrarse la
correccion monetaria sobre los intereses pero nunca intereses sobre intereses. Por esta razon, toda
cuota debe pagar la totalidad de los intereses de ese mes, de tal manera que no queden intereses
pendientes para el mes siguiente.

Es de gran ayuda en las decisiones $
financieras, en las que se involucra 20— (millones)
un crédito del sistema UPAC, poder

visualizar el comportamiento hacia

el futuro tanto de la variacion de M-
las cuotas como de la variacion del
saldo. En la figura 6.6 se representa-
ran estos elementos de la operacion
financiera correspondiente al crédi-
to estudiado numéricamente en el
ejemplo anterior. Como podemos
observar, el saldo aumenta hasta
el décimo ano aproximadamente y 1- cuo
de ahi en adelante disminuye hasta | = |--------"7"

llegar a 0 en el decimoquinto ano. i i (R i i [— i i
No obstante, las cuotas mensuales :
aumentan durante los 15 anos.

2%
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| EJEMPLO 6.14 |

Una persona desea adquirir un apartamento que tiene un valor al contado de $71.428.511; paga el 30%
de cuota inicial y el resto financiado por una CAV segun las siguientes adiciones:

a)
b)
c)
d)

a)

b)

c)

d)

Valor del crédito: $50.000.000

Tiempo: 15 anos

Amortizacion: Cuotas mensuales que aumenten el 0,9% mensual
Tasa de interés: 15% anual

Tasa de correccién monetaria: 24% anual

Proyectar la primera cuota.

Proyectar el saldo del primer mes.

Proyectar los saldos al final de los anos 1, 2, 3,6, 78,9, 10, 11, 13y 14.

Determinar la composicion de la primera cuota.

Tasa de interés mensual: 1,17149%
Tasa de correccion monetaria mensual: 1,80875%
Tasa combinada mensual: 3,00143%

Primera cuota:

180
50.000.000 = A 1 (1009
0,0300143 - 0,009 | (1,0300143

A =$1.077.070,31
Saldo al final del primer mes:
S =50.000.000(1,0300143) — 1.077.070,31 = $ 50.423.644,68
Saldos en los diferentes anos: 1, 2,5, 6,7,8.9, 10, 11, 13y 14:
S,=$55.283.572,53
S, =$60.999.928,06
S, = $80.345.120,96
S, = $ 87.154.159,97
S, =$93.751.646,85
S, = $99.694.196,88
S, =% 104.309.445,3
S,,=$106.593.949,5
S,, =$ 105.067.086,3
S,,=$80.927.657,75
S,,=$50.601.151,85
Composicion de la cuota 1:
Intereses: $ 585.745
CM/saldo: $ 904.375
CM/intereses: $  10.594.66
$1.500.714,66
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Intereses $ 585.745
Abono al capital $ 491.325,31
Total $1.077.070,31

Sin embargo, los valores dados en los saldos del literal (c) son proyectados con el supuesto de
que la tasa de correccion monetaria no variara; pero como esta tasa cambia cada mes, la entidad
competente informa a las corporaciones sobre el valor de la correccion monetaria para el siguiente
mes Yy, a su vez, la corporacion debera hacer todo el proceso inicial para la financiacién del saldo con
la nueva tasa. Asi, por ejemplo, en el caso anterior, para el segundo mes se tiene una tasa de correc-
cion monetaria del 23,6% anual; entonces, con esta tasa y la de interés se debe hallar la nueva tasa
combinada, y en esta financiacion el saldo de $ 50.423.644,68 a 179 cuotas determinando el valor de
A en una expresion similar a la del literal (a), y de esta manera se puede hallar el valor de la segunda
cuota del crédito en general. Esta situacidn la debe repetir la corporacion hasta cuando el crédito que-
de totalmente saldado.

6.5.2 SISTEMA UVR

En el ano 1999, por disposicion del Estado, el sistema UPAC desaparecid, pero como sustituto se cred
el sistema denominado UVR.

La UVR (unidad de valor real) es una unidad financiera de medida que muestra el poder adquisi-
tivo del peso colombiano, con base en los cambios o variaciones del indice de precios al consumidor
(articulo 3.° de la ley 546 de 1999) y comenzoé a funcionar el 1 de enero del aho 2000.

Al igual que el UPAC, la UVR la utiliza las CAV para la actualizacion de los créditos a largo plazo
que se otorgan para la adquisicion de vivienda.

Para su calculo se debe tener en cuenta la variacion mensual del indice de precios al consumidor
(IPC) que suministra el DANE. Este calculo se hace con el valor del IPC inmediatamente anterior a la
fecha en que se esta calculando el valor de la UVR, debido a que en ese momento se desconoce el
valor real del IPC mensual vigente.

Los valores de la UVR se calculan diariamente, ya que los créditos hipotecarios y sus pagos tie-
nen que ver con los intereses diarios.

La metodologia para el calculo de la UVR en cualquier momento emplea la siguiente expresion:
UVR, =UVR (1 +i)* (6 -14)
Donde:

UVR;: valor de la UVR, en moneda colombiana, en el dia t del periodo de calculo

UVR,,: valor de la UVR, en moneda colombiana, el dia 15 anterior al dia t

i: valor del IPC durante el mes anterior al del cambio

t: nUmero de dias calendario transcurridos desde el inicio de un periodo de calculo hasta el dia
del célculo de la UVR. El rango de valores que toma t es de 1 hasta 31, dependiendo del nimero de
dias calendario del respectivo periodo de calculo.

d: numero de dias calendario del respectivo periodo del calculo

Para efectos de los calculos y resultados de la UVR se acostumbra utilizar cuatro decimales,
como se puede observar en las tablas siguientes, correspondientes a junio y parte de julio de 2006,
publicadas por el Banco de la Republica.
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UVR
I 156,9992 16 157,3352 1 157,5946
2 1570219 17 157,3525 2 157,6119
3 157,0447 18 157,3697 & 157,6292
4 1570674 19 157,3870 4 157,6465
5 157,0902 20 157,4043 5 157,6638
6 157,1129 21 1574216 6 157,6811
7 157,1357 22 157,4389 7 157,6984
8 1571584 23 157,4562 8 157,7158
9 1571812 24 157,4735 9 157,7331
10 157,2040 25 157,4908 10 157,7504
1 157,2267 26 1575081 1 157,7677
12 157,2495 27 15756254 12 157,7851
13 157,2723 28 15756427 13 157,8024
14 157,2951 29 1575600 14 157,8197
15 157,3179 30 1575773 15 157,8370

Fuente: Banco de la Republica.

Se presenta a continuacion la forma de utilizar la expresion (6-14) para calcular y proyectar la
UVR para cualquier periodo de tiempo comprendido entre el 16 de un mes y el 15 del mes siguiente;
se denota con UVR (minlq) el valor de la UVR del dia m del mes ny del afho q.

Segun la fuente expresada anteriormente, se tiene que la UVR (15/5/06) = 156.613,1; ademas,
cada vez que se utilice este valor para proyectar los valores siguientes, en este caso la inflacién de
abril de 2006, que fue del 0,45%, el valor de d en (6-14) es de 31, que son los dias del mes de mayo en
los cuales se estd tomando la base de 156.613,1.

Para algunos dias de la tabla anterior, se tienen los valores siguientes:
UVR (1/06/06) = 156.6131(1.004,5)"*" = 156.9992

Donde t =17 es el nUmero de dias después del 15 de mayo y hasta el 1 de junio de 2006. De forma
similar se obtienen los valores siguientes:

UVR (6/6/06) = 156.6131(1.004,5)?%%" = 157.1129
UVR (13/6/06) = 156.6131(1.004,5)%3' = 157.2723
UVR (15/6/06) = 156.6131(1.004,5)%"3'= 157.3179
tal como se pueden observar en la tabla anterior.

Ahora, tomando este ultimo valor de 157.317,9 como base, se puede calcular y proyectar la UVR
hasta el 15 de julio de 2006, aplicando la inflacion de mayo de 2006, que fue del 0,33%. Se tienen como
ejemplos los siguientes valores:

UVR (16/6/06) = 157.3179(1.003,3)"3° = 1567.3352

Donde el valor del parametro d en (6-14) es 30, que son los dias que tiene el mes de junio, en el
que se toma la base de 157.3179.

UVR (22/6/06) = 157.3179(1.003,3)"%° = 157.4389
UVR (30/6/06) = 157.3179(1.003,3)% = 157.5773
UVR (3/7/06) = 157.3179(1.003,3)"¥?° = 157.6292

UVR (15/7/06) = 157.3179(1.003,3)%%° = 157.8370

La amortizacién de un crédito para vivienda en el sistema UVR se puede hacer mediante dos
formas que son:
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a) Sistema de cuota constante en UVR
b) Sistema de amortizacién constante al capital en UVR

Con el sistema a) se establecen cuotas mensuales constantes o iguales en UVR, para todo el
tiempo del crédito, pero como el valor de la UVR varia en el tiempo, generalmente aumentando,
entonces el valor de la cuota mensual en pesos esta subiendo por efectos de la inflacion. En este
sistema hay abono al capital desde el inicio del crédito, y por esto el saldo en UVR disminuye
cada mes.

Con el sistema b) se abona, desde el principio del crédito, una cantidad constante al capital, al
cual se le debe adicionar cada mes el valor de los intereses sobre el saldo. Con este sistema la cuota
mensual en UVR es decreciente, dado que siempre se abona al capital, pero es creciente en pesos por
efectos de la inflacion.

Con la UVR, si bien la deuda crece, ya no lo hace tan rapido sino en forma moderada, porque los
intereses ya no se capitalizan, y ademas el valor de la UVR esta atado a la inflacion, que es controlada
por el Estado.

Las siguientes tablas muestran el comportamiento de la amortizacion de un crédito de un caso
real y durante algunos meses del tiempo pactado, con el fin de observar el funcionamiento del sistema
a) de amortizacién expresado anteriormente y para las condiciones siguientes:

i) Tiempo del crédito: 15 anos

ii) Cuotas mensuales uniformes en UVR

iii) Tasa de interés del 13% EA (1,023684435% mensual)
iv) La cuota numero 71 se cancel6 en enero de 2004

Cuotas por pagar de enero a junio de 2004

Valores en UVR

71 9.085,6200 6.124,1518 2.961,4682 595.284,5890
72 9.085,6200 6.093,8357 2.991,7843 592.292,8047
73 9.085,6200 6.063,2093 3.022,4107 589.270,3940
74 9.085,6200 6.032,2693 3.053,3507 586.217,0433
75 9.085,6200 6.001,0126 3.084,6074 583.132,4359
76 9.085,6200 5.969,4360 3.116,1840 580.016,2519

Valores en pesos

71 1.253.957,30 845.228,48 408.728,81 82.158.559,72  138,0156
72 1.261.184,91 845.892,03 415.292,87 82.216.815,74  138,8111

73 1.271.962,27  848.832,93 423.129,34 82.496.264,13  139,9973
74 1.285.330,85  853.377,30 431.953,565 82.931.363,03  141,4687
75 1.293.836,81 854.573,60 439.263,20 83.040.916,22  142,4049
76 1.302.759,79  855.939,52 446.820,28 83.166.790,31 143,3870

El estudiante debe realizar los calculos correspondientes que permitan justificar los valores re-
gistrados en las tablas anteriores.

A continuacion se muestra el comportamiento de un crédito tomado en enero de 2004 por el
valor de $ 99.371.232, equivalente a 720.000 unidades UVR al valor de 138,0156 de esa fecha, donde
se mostraran los valores tanto en unidades UVR como en pesos, para los seis primeros meses de ese
ano utilizando el sistema b), o sea, el de amortizacion constante al capital en UVR y con la misma tasa
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de interés del 13% EA (1,023684435% mensual), y para un tiempo de 15 anos con cuotas mensuales.

En este caso la cuota uniforme en UVR se obtiene % = 4.000 UVR cada mes.
Valores en UVR
1 11.370,5279 7.370,5279 4000 716.000
2 11.329,5806 7.329,5806 4000 712.000
3 11.288,6332 7.288,6332 4000 708.000
4 11.247,6858 7.247,6858 4000 704.000
5 11.206,7384 7.206,7384 4000 700.000
6 11.165,7911 7.165,7910 4000 696.000

Valores en pesos

1 1.569.310,23 1.017.247,83 552.062,4 98.819.169,6 138,0.156
2 1.572.671,55 1.017.42715 555.244,4 98.833.503,2 138,8111

& 1.580.378,17 1.020.388,97 559.989,2 99.118.088,4 139,9973
4 1.5691.195,49 1.025.320,69 565.874,8 99.593.964,8 141,4687
5 1.595.894,46 1.026.274,86 569.619,6 99.683.430,0 142,4049
6 1.601.029,29 1.027.481,27 573.548,0 99.797.352,0 143,3870

Como en el caso anterior, en este el estudiante debe realizar los calculos correspondientes que
permitan justificar los valores registrados en estas tablas.

La capitalizacion consiste en aquella actividad financiera mediante la cual los intereses devengados en
un periodo se transforman en capital en el periodo siguiente.

De esta manera, es comun oir decir que alguien esta capitalizando cuando hace depédsitos, ya
sean periodicos e iguales o no, en una entidad que paga una tasa de interés; invierte en finca raiz;
invierte en papeles financieros; invierte en monedas fuertes; establece planes de ahorro o invierte en
otros activos cuyo valor de mercado aumente en el tiempo.

Las finalidades de la capitalizacion, o inversiéon con el animo de capitalizar, pueden ser varias; por ejemplo:
acumular una determinada suma para cubrir un gasto futuro; acumular para cubrir varios gastos futuros; garan-
tizar la adecuacion futura de un activo; poder disfrutar una pension en el futuro; adquirir bienes en el futuro; tener
un plan programado de ahorro; o simplemente calcular en el futuro una deuda contraida hoy o en el pasado.

Desde este punto de vista, es una operacion que puede considerarse, en cierta forma, contraria
a la de amortizacion, porque en esta ultima la deuda se adquiere hoy y los pagos que se hagan no
ganan intereses, sino que sirven para pagar tanto capital como intereses hasta llegar a un saldo cero;
en la capitalizacion se hacen depdsitos que ganan intereses, que, a su vez, ganarian intereses en los
periodos siguientes y hacen crecer el total acumulado del futuro.

En cada pais existen diferentes planes, programas y alternativas para invertir dinero con el animo
de capitalizar, pero todos tendran de comun el significado dado acerca de capitalizar.

A esta altura de los temas tratados en los capitulos anteriores, estamos en capacidad de resolver
problemas relacionados con la capitalizacion y valor total acumulado al final de cualquier tiempo,
pues se trata de hallar el valor futuro para cualquier clase de flujo de caja.
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Con los siguientes ejemplos, la teoria vista hasta el momento y los problemas propuestos, el es-
tudiante debera estar en capacidad de enfrentar cualquier problema relacionado con la determinaciéon
de valores del futuro cuando se esta ante una operacion de capitalizacion.

| EJEMPLO 6.15 |

Usted necesita cubrir dos pagarés en sus respectivas fechas: el primero por un valor de $ 2.500.000
dentro de 15 meses, y el segundo por un valor de $ 3.500.000 al cabo de dos anos. Con tal motivo,
usted decide invertir cantidades iguales mensuales durante los dos anos, en una institucién que le
promete una tasa de interés del 3% mensual. Determinar el valor de los depdsitos mensuales iguales
que le permitan saldar los pagarés.

3.500.000
El diagrama de flujo de caja es el si- 2.500.000
guiente:

Con los 24 depésitos mensuales | &+ 2

de valor $ A cada uno, capitalizados

al 3% mensual, es apenas suficiente

para cancelar los dos pagarésenlas | ~ ~ "~ """ °"°°° N
fechas correspondientes; por tanto,

equilibrando ingresos con egresos te-

nemos:

A(PIA, 3%, 24) = 2.500.000(1,03)-"5 + 3.500.000(1,03)24
A =$196.417

| EJEMPLO 6.16 |

Resolver el ejercicio anterior bajo el supuesto de que la institucién descuenta cada mes el 2% sobre
los intereses devengados en ese mes.

Sean:
Ft: valor total acumulado al final del mes t.
F.,.: valor total acumulado al final del mes t + 1 en las mismas condiciones anteriores.
Entonces, tenemos:
Fi.q=F,+0,03F-0,02(0,03F,)+A
O sea:
F.,=1,0294F, con F,=0
Luego:

t
- ¢ 1-(1,0294)
F,=(1,0294) F0+A{—1 029 }

Entonces:
F,, = 34,16884469 A

representara el valor total acumulado en el mes 24 por los depdsitos capitalizados menos los
descuentos sobre los intereses.

El valor de los dos pagarés en el mes 24 sera:
2.500.000(1,0294)° + 3.500.000 = $ 6.744.871
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porque ahora el interés real para la capitalizaciéon ya no es del 3% mensual, sino del 2,94% men-
sual; por tanto, tendremos:

34,16884469 A = 6.744.871
A =$197.398

Como podemos ver, la nueva cuota mensual debera ser mayor que la del ejemplo 6.15, porque
se debera cubrir el descuento y ademas cumplir el objetivo propuesto inicialmente.

| EJEMPLO 6.17 |

Una persona acaba de cumplir 25 anos y decide hacer aportes mensuales iguales a un fondo de
pensiones, con el fin de poder disfrutar de una pensién que consista en ingresos mensuales una vez
cumpla 65 anos, de tal manera que el primero de esos valores sea de $ 12.500.000 y aumenten cada
mes en el 2%. Si la pension la desea disfrutar por espacio de 20 anos y el fondo le paga un interés del
33,7% EA, ;cuanto debe ser el aporte mensual?

El diagrama de flujo de caja es el si-
guiente: 12.500.000

La tasa de interés que paga el fondo 123 k=2%
i 0 . Q' oo a0 481482 ...
es equivalente al 2,45% mensual; por
tanto, equilibrando el diagrama en el 720 meses
punto O, tendremos: | T TTTT77 A T TTTTo

240
A(P/A,2,45%, 480) = 0152'22(1'8%2 {1—(1 BSQ ](1,0245)“80

-~ A=%$400

En este ejemplo podemos damos cuenta de las ventajas de la capitalizacién del dinero, porque
con depdsitos de $ 400 mensuales durante 40 anos podra disponer en el futuro de cantidades mensua-
les que, empezando con $ 12.500.000, iran creciendo en el 2% cada mes y por espacio de 20 anos.

El estudiante debera resolver el ejemplo 6.17 para los casos siguientes: (a) si el fondo paga un in-
terés del 2% mensual; y, (b) si el fondo paga un interés del 1,7% mensual, y explicar lo que observa.

| EJEMPLO 6.18 |

Una familia desea adquirir una vivienda al cabo de cuatro anos, pero en este momento solo dispone
de $ 3 millones. La vivienda tendra en esa fecha un valor de contado de $ 82 millones; sin embargo,
puede adquirirse financiada asi: cuota inicial equivalente al 30% del valor al contado y el resto a cinco
anos en cuotas mensuales que aumentan en el 1,5% cada mes y con un interés del 3,1% mensual. Para
cumplir el objetivo de la adquisicién de la vivienda, la familia decide establecer un fondo de capitaliza-
cion con depositos mensuales iguales a los $ 3 millones de pesos de hoy durante los nueve anos, de
tal manera que le sea posible adquirir la vivienda financiada. Si el fondo paga un interés del 28,32%
MYV, determinar el valor de los depdsitos uniformes mensuales.
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_ _ o 82.000.000

El diagrama de financiacién de la
vivienda es el siguiente:

Las cuotas a partir del primer mes
forman un gradiente geométrico con n
=60; i = 3,1% mensual; k = 1,5% men- 0 1 I Ce ol e
sual; y debemos hallar A, o sea, la pri-
mera cuota.

Equilibrando el diagrama en el g
punto 0, tenemos:

24.600.000
A 1,015 *
82.000.000 = 24.600.000 + 0.031 - 0.015 {1 —[1,031j }

.. A=%1508.639

Esto significa que después de cubrir la cuota inicial, la familia debera pagar 60 cuotas mensuales
gue aumentan el 1,5% cada mes, empezando con una cuota de $ 1.508.639. Todos estos valores debe-
rén ser retirados del fondo creado con los depdsitos mensuales iguales durante los nueve anos.

El diagrama de flujo de caja de
la familia frente al fondo de capitaliza- 24.600.000

cion es el siguiente: 1_508_639_/‘_,——’

X es el valor del depdsito men- -
sual y la tasa de interés que paga el 0 1 2 3 . 48 | 49 | 50
fondo es del 28,32% MV, equivalente
al 2,36% mensual.

108 meses

Equilibrando el diagrama en el

punto 0, tenemos: 3.000.000

60
3.000.000 + X(P/A,2,36%,108 ) = 24.600.000 (1,0236) *¢ + —1-208.639 1, ( 1,01 5) (1,0236) *
X =$712.878 0,0236 - 0,015 1,0236

Esto indica que la familia debera invertir en el fondo, ademas de los $ 3 millones de pesos hoy,
180 cuotas mensuales de $ 712.878 cada una.

Veamos otro de los ejemplos de capitalizacion mas comunes.

| EJEMPLO 6.19 |

Una persona invierte hoy $ 6 millones en una institucion financiera que promete pagar el DTF méas 3
puntos, pero se debera hacer una retencién anual equivalente al 9% sobre los intereses devengados
en ese ano. Estimar el acumulado total o valor futuro que tendria esta persona al cabo de ocho anos.

Como la tasa DTF (depdsito a término fijo) es variable constantemente, y, por tanto, hoy no sabemos
con certeza cual ird a ser el valor de esta tasa para el futuro, antes de suponer valores de esa tasa
(tomemos los que esta ha tenido en anos anteriores) consideremos que estos han sido los siguientes
para los ultimos seis anos: 24%, 22%, 17%, 17,5%,18% y 20% del ano pasado.



Capitulo 6: Amortizacion y saldos

Ajustando estos datos a una funcion lineal, tenemos:
DTF(t) = 22,9 - 0,9t

Donde t es el tiempo medido en anos. Asi que los valores estimados para los proximos ocho
anos seran:

DTF(7) = 16,6%; DTF(8) = 15,7%; y de 14,8%; 13,9%; 13%; 12,1%; 11,2%, y 10,3%

Para estimar el valor futuro tomaremos su promedio aritmético de los valores anteriores, para
cada uno de los ocho anos, y obtenemos asi el valor 13,45%.

Por tanto, la tasa anual de rendimiento seria de: 13,45% + 3% = 17,45 anual; como hay una reten-
cion anual del 9% sobre los intereses, entonces la tasa real de capitalizacion sera: 0,1745(1 — 0,09) =
15,88% efectivo anual, y asi el valor acumulado al cabo de los ocho anos resultara:

F =6.000.000(1,1588) = $ 19.508.287

Como podemos observar, este es un valor estimado, pues nada garantiza que esa sea la variaciéon que
ird a tener hacia el futuro la tasa del DTF, pero si que la tendencia es la mostrada en los seis anos anteriores;
se espera que los valores obtenidos de la regresion lineal hallada sean representativos de esa tendencia.

1. Usted obtiene un crédito por valor de $ 75 millones para cancelarlo en un tiempo de cuatro anos
con cuotas mensuales que aumenten en el 1,5% cada mes. La tasa de interés es del 21,6% TV.
Hallar el saldo que usted tendra dentro de 2,5 anos.

75.000.000
Sea A el valor del primer pago: f%
. i 123 ‘39 ... 48meses
Tasa de interés: 21,6% TV <> 0 ]
1,77% mensual A

Tasa de incremento: k% = 1,5

Equilibrando el diagrama en el
punto 0, se tiene:

48
B A 1,015
75.000.000 = 5°5477"0,015 {1 _(1,0177] }
- A=$1691.477
El saldo en el mes 30 es:
1.691.477

[(1,0177)* - (1,015)* ]

S;, = 75.000.000 (1,0177) 0.0177 — 0,015

=$45.722.183

2. Usted compro hace nueve anos un apartamento por un valor de $ 110 millones, cancelando en
esa fecha el 20% de ese valor y el resto se lo financié una instituciéon financiera a 12 anos en
cuotas mensuales que aumentaran en el 1% mensual y con un interés del 36,6% MV. Hoy usted
vende el apartamento bajo las siguientes condiciones: el comprador le cancelara hoy a usted la
suma de $ 130 millones y quedara con la deuda que usted tiene hoy con la institucién financiera.
Se pregunta, jcuanto le costd hoy el apartamento al comprador?
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110.000.000
Tasa de interés: 36,6% MV <> 3,05% S0
mensual
0 1 2 3 ..... 108 * * * * = 144 meses
Tasa de incremento de las cuotas:
k% = 1% A

Cantidad financiada: 110.000.000 — 22.000.000 = $ 88.000.000

Financiacion de la deuda:

A 1,01}
88.000.000 = [1—( ' j }

0,0305 - 0,01 1,0305

=$1.909.766
El saldo con la institucion financiera a los 108 meses:

108 1.909.766

108 108
0,0305 — 0,01 [(1/0305) "~ (1.0V 7]

S10s = 88.000.000 (1,0305)

=$ 140.490.792
Costo del apartamento al comprador =$ 130.000.000 + $ 140.490.792
=$270.490.792

3. Laempresadonde usted trabaja como asesor financiero debe invertir en activos hoy la suma de
$ 140 millones. Usted los solicita a una institucion financiera y esta autoriza el crédito cobrando
una tasa de interés del 25,8% MV durante el primer ano y del 36,07% EA de ahi en adelante;
el tiempo del crédito es de 5 anos y se debe cancelar en cuotas mensuales que aumenten en el
1,5% cada mes. Al cabo de dos anos hace un abono extraordinario por valor de $ 30 millones y
solicita que el saldo sea refinanciado en cuotas trimestrales iguales por el tiempo que resta para
la cancelacién del crédito. Usted debe determinar el valor de estas cuotas uniformes.

L 140.000.000
Tasa de interés: 25,8% MV <> 2,15% 2.15% 2.6%
mensual / \/ \
123..... 1213 ... .. 2425 L. 60 meses
36,07% EA <> 2,6% mensual 0

Tasa de incremento de las cuo-

tas: k% = 1,5%

Financiacion de la deuda: 30.000.000
12 12 48
140.000.000 = A 1 (015 ), _AG018) " [y (1.015) )4 oyq5)12
0,0215 - 0,015 1,0215 0,026 - 0,015 1,026

. A=$23.086.555

El saldo en el mes 24 es:
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_ _4.412.240 |, (1,015
240,026 - 0,015 1,026

36
] } = $129.006.190
Donde $ 4.412.240 es la cuota numero 25.
Saldo en el mes 24 después del abono = $ 99.006.190
Este saldo financiado a 12 trimestres al 8% trimestral:
99.006.190 = X(P/A, 8%, 12)
.. X =%$13.137.628

es el valor de las cuotas uniformes.

4. Una casa tiene un valor al contado de $ 135 millones y se adquiere asi: una cuota inicial del 30%
del valor del precio al contado y el resto financiado a ocho anos en cuotas mensuales que au-
menten en el 1% cada mes y una tasa de interés del 35% anual. Al cabo de cuatro anos y medio
se hace un abono adicional de $ 20 millones y el saldo se refinancia por el resto del tiempo en
cuotas mensuales iguales. Hallar el valor de estas cuotas uniformes si para la refinanciacion se
toma una tasa del 41% anual.

135.000.000
Tasa de interés: 35% EA <> 2,53% S
mensual *
. 12 3
Tasa de incremento: k% = 1% oty - 54 55 .. - ELNNE

Cantidad financiada: $ a5 50’8‘000
94.500.000 o
Entonces: \

20.000.000

96
94.500000 = — A |1 _( 1O
0,0253 - 0,01 1,0253

S.A=9%1.892.807
Cuota numero 55 = 1.892.807(1,01)%* = $ 3.239.370

Saldo en el mes 54 después del abono:

3.239.370 { (1,01 2

- - ~ $20.000.000 = $79.126.582
* " 0,0253 - 0,01 \1,0253)} $ 3

Para la refinanciacion de este saldo la tasa de interés mensual es del 2,9%; entonces, si X es la
cuota mensual uniforme, su valor es:

X =79.126.582(A/P, 2,9%,42)= $ 3.282.700
.. X =$3.282.700

5. Unaempresa compra hoy una maquinaria por valor de $ 135 millones, que cancela asi: el 24% del
valor con recursos propios y el resto con un préstamo a una corporacion financiera. La corporacion
le cobra una tasa del 38% anual y la obligacion la debe cancelar en cuotas mensuales que aumen-
ten en el 2% cada mes y durante dos anos y medio. Al cabo de un ano y medio la empresa solicita
gue el saldo en esa fecha le sea refinanciado a 20 meses en cuotas mensuales iguales, si para la
refinanciacion se toma una tasa del 3,3% mensual. Hallar el valor de las cuotas uniformes.

263



264

Matematicas financieras

102.600.000
Tasa de interés: 38% EA <> 2,72% S
mensual
1 30

Tasa de incremento: k% = 2% oot23 0 Lo meses

Préstamo de la corporacién: A
$ 102.600.000

Entonces la financiacion de esta
deuda es:

30
A 1,02

102.600.000 = 55275 0,02 {1 {1,0272} }

S.A=$3.883.038

El saldo en el mes 18 es:

3.883.038

S,s =102.600.000 (1,0272)"® [(1,0272)"® - (1,02)'®] = $62.348.702

10,0272 - 0,02
La refinanciaciéon de este saldo en 20 cuotas mensuales iguales se hace con el 3,3% mensual; o
sea que:
X =62.348.702(P/A, 3,3%, 20)
5. X =$4.307.909

es el valor de la cuota mensual.

6. Un activo tiene un valor al contado de $ 250 millones y se adquiere financiado con el siguiente
plan: cuota inicial del 25% del valor del precio al contado y el resto a seis anos en cuotas men-
suales que aumenten en el 1,5% mensual y con un interés del 28,6% EA, debiendo cancelar la
primera al cabo de seis meses. Una vez cancelada la cuota 35, el deudor solicita que el saldo le
sea refinanciado a cuatro anos en cuotas mensuales que disminuyan en el 2,5% cada mes y con
una tasa de interés del 3% mensual. Hallar la primera cuota de la refinanciacion.

250.000.000
Tasa de interés: 28,6% EA <> 2,12% Sa
mensual
72 meses
Tasa de incremento de las cuotas: 0 R N AT o -
k% = 1,5% & A

Cantidad financiada: $ 187.500.000 BTy

Equilibrando el diagrama en el
punto 0 para la financiacion, se tiene:

67
187.500.000 = A 1o (1015 171 0212y
0,0212 — 0,015 1,0212

..A=$3.853.548

El saldo en el mes 40 esta dado por:
3.853.548

00212 — 0015 [(1,0212)* — (1,015)* ] = $185.312.179

S, = 187.500.000 (1,0212)* —
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Este saldo se debe refinanciar a 48 meses en cuotas que disminuyan en el 2,5% cada mes y con
un interés del 3% mensual.

Entonces:

48
- X 1-0,025
185.312,179 = 0,03 — 0,025 {1 [ 1,03 ) }

~.X'=$10.980.400

es el valor de la primera cuota de la refinanciacién.

7 Una empresa obtuvo un préstamo hace tres anos y medio de una institucion financiera por el
valor de $ 100 millones para ser cancelados en un tiempo de seis afnos, en cuotas mensuales que
aumenten cada mes en el 1,8%. La entidad cobra una tasa de interés del 22% nominal trimestral
durante los tres primeros anos y del 25,68% nominal mensual de ahi en adelante. Si hoy le soli-
citan a usted que el saldo pendiente de esa obligacion sea refinanciado en 30 cuotas mensuales
iguales y con un interés del 29,08% EA, determine el valor de estas cuotas uniformes.

100.000.000
1,8% S, 2,14%
/ \ [ \
. 123  ..... 36 37 42 - .. .. 72 meses
A

Tasa de interés:  22%TV <> 1,8% mensual
25,68% MV <> 2,14% mensual
29,08% EA <> 2,15% mensual

Tasa de incremento: k% = 1,8%

Cuota numero 37 es A(1,018)%¢

La financiacion de la deuda esta dada por:

36 36
100.000.000 = 38A , _ AQO18)" |, (1018 | |, o1g) -3
1,018 0,0214 — 0,018 | 1,0214

S.A=$1.457.059
es el valor de la primera cuota mensual de la financiacion.
El saldo en el mes 42 esta dado por:

g _ 1.457.059(1,018)" {1 ) [1,018

30

Este saldo, refinanciado a 30 meses en cuotas iguales y con un interés del 2,15% mensual, es:
86.296.457 = X(P/A, 2,15%, 30)
.. X =$3.933.055

Donde X es el valor de la cuota uniforme mensual.
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8. Un activo tiene un valor al contado de $ 18.500.000. Se adquiere a crédito con una cuota inicial
del 20% del valor al contado y el resto en 30 cuotas mensuales que aumenten en el 2% cada mes
y una tasa de interés del 23% EA. Una vez cancelada la cuota niumero 18, se solicita que el saldo
sea refinanciado a dos anos en cuotas trimestrales iguales y con un interés del 22% TV. Hallar el
valor de las cuotas uniformes.

18.500.000
S18
0 123 ... 18 . 30 meses
A
3.700.000

Tasa de interés: 23% EA <> 1,74% mensual
22%TV <> 5,5% trimestral
Tasa de incremento: k% = 2%
Cantidad financiada: $ 14.800.000

30
14.800.000 = +{1 —( 1,02 j }

1,0174 - 0,02 1,0174

. A =$483.563
El saldo en el mes 18 esta dado por:

483 .563
0,0174 - 0,02

Este saldo, refinanciado a dos anos en cuotas trimestrales iguales y un interés del 5,5% trimes-
tral, da cuotas de:

X =8.261.515(P/A, 5,5%, 8)
S X =$1.304.195

S,; =14.800.000 (1,0174)"° - [(1,0174)® - (1,02)® ] = $8.261.515

9. Se deposita hoy la suma de $ 6 millones en una corporacion que paga un interés del 30% nomi-
nal trimestral. Cada mes se retira la tercera parte del saldo existente al final del mes anterior y
simultaneamente se depositan $ 25.000 cada mes comenzando al cabo de un mes. Hallar el saldo
existente en la corporacion al cabo de cuatro anos y medio.

S, Sis
0 128 ..... t lt+1 - .- 54 meses
A
6.000.000
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Tasa de interés: 30%TV <> 2,44% mensual
S, Saldo en el mes't
S, saldoenel mest+1

la relacidn siguiente:
S,+25.000

Entonces se plantea

S,.,=S,+0,02448, -

3
O sea:
S,.,= 0,691066S, + 25.000, S, =6.000.000

De donde:
t
S;= (0,691066)‘(6.000.000)+25.000 1-(0,691066)
1-0,691066
Entonces:
S, = $80.923

es el saldo en la corporacion al cabo de cuatro anos y medio.
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AUTOEVALUACION

1.

Cuando se proyectaba el saldo en el sistema UPAC con una tasa de interés y una tasa de correc-
cion monetaria, se hacia con la tasa resultante de:

a) Sumar las dos tasas
b) Restar una tasa de la otra
c¢) Multiplicar las dos tasas

d) Ninguna de las anteriores

La amortizacion de una deuda en un determinado tiempo y con cuotas periodicas iguales, y con
la misma tasa de interés, hace que:

a) Los intereses cancelados en cada periodo sean iguales.
b) El abono al capital en cada periodo sea igual.

¢) Los intereses que se cancelan en los primeros periodos sean menores que los que se can-
celan en los ultimos.

d) Ninguna de las anteriores.

En cualquier sistema que se utilice para amortizar una deuda en cuotas periodicas:

a) Cualquier cuota siempre contiene intereses y abono al capital.

b) Hay cuotas que solo abonan al capital y no contienen intereses.

¢) Puede haber cuotas que solo abonen parte de los intereses y no abonen al capital.

d) Cuando haya transcurrido la mitad del tiempo de la financiacion, ya se ha cancelado la mi-
tad de la deuda original.

Proyectar el saldo de una deuda original, con cualquier sistema de amortizacién y a un determi-
nado tiempo, es siempre:

a) Hallar el valor futuro en ese tiempo de la deuda original.
b) Calcular en ese tiempo el valor de lo que aun falta por cancelar de la deuda.
¢) Hallar en ese tiempo la diferencia entre la deuda original y lo que aun falta por pagar.

d) Hallar el valor futuro de las cuotas que ya se han cancelado.

En el calculo del valor de la UVR para varios meses se tiene que:

a) Silainflacion no varia en esos meses, entonces el valor de la UVR es siempre el mismo.
b) Silainflacion es igual a 0 en esos meses, entonces la UVR disminuye.

¢) Para que la UVR se mantenga constante, se necesita que la inflacion sea igual a 0.

d) Sila inflacion aumenta en forma lineal, entonces el valor de la UVR también aumenta en
forma lineal.
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1.1

1.2

13

14

15

1.6

Se tiene una deuda hoy por valor de $ 5 millones, que debe ser pagada en un plazo de cinco afos con
cuotas mensuales que aumenten cada mes en el 3%. Si la tasa de interés que se cobra es del 29%
nominal trimestral, hallar el saldo al cabo de tres anos antes de pagar la cuota correspondiente.

Resolver el problema 6.1 con el supuesto de que la tasa de interés que se cobra sea del 29% no-
minal trimestral durante los dos primeros anos y del 36% nominal mensual de ahi en adelante.

Para un activo que tiene un valor al contado de $ 158.000 y que se amortiza con cuotas iguales
mensuales, se sabe que el saldo al final del sexto mes es $ 102.000. Si se conoce que se cobra un
interés del 26% nominal mensual, ;cudl es la cuota que se paga mensualmente?

Usted compra un automovil a crédito y paga hoy el 40% del valor del precio al contado como
cuota inicial. A su vez, firma hoy 36 letras por valores iguales y con vencimiento al final de cada
mes. El interés que se cobra es el equivalente al 33% anual. Después de pagadas las 22 primeras
letras, le informan a usted que el saldo pendiente debe pagarse un mes mas tarde y equivaldria
a $2.200.000 en la fecha de pago. Determinar el valor del precio al contado del vehiculo.

Una entidad financiera le hace un préstamo a un cliente por $ 10 millones y le cobra un interés del
28% nominal trimestral. El deudor tiene 15 anos para amortizar la deuda con cuotas mensuales
variables. La primera cuota de $ 165.000 se paga al cabo de un mes y de ahi en adelante se reajus-
tan en el 2,4% mensual. Transcurridos cuatro anos, y una vez pagada la cuota correspondiente,
el deudor solicita que el saldo pendiente le sea refinanciado en los 11 anos restantes en cuotas
mensuales iguales. Hallar el valor de esta anualidad.

Una persona tiene una obligacion para pagar en 15 anos con cuotas mensuales de $ 50.000, la
primera para reajustarse en el 2% cada mes. Al final del quinto ano decide cambiar el sistema de
pagos por cuotas mensuales iguales y terminar dos anos antes de lo previsto inicialmente. Hallar
el valor de estas nuevas cuotas sabiendo que el interés sobre el saldo es del 2% mensual durante
los tres primeros anos y del 3% mensual para los 12 anos siguientes.

1.7 Cuando usted adquirié una obligacion financiera, se comprometié al siguiente plan: pagar una

1.8

1.9

cuota inicial de $ 860.000 y tres pagos por el valor de $ 950.000, $ 730.000 y $ 1.250.000 a 6, 10
y 15 meses respectivamente, y un interés del 33% ATV. Transcurridos ocho meses, usted paga la
mitad del saldo en esa fecha y el resto cuatro meses mas tarde. Hallar el valor de cada uno de
estos dos pagos.

Una pequena empresa obtiene hoy un préstamo de un banco por valor de $ 7 millones, con la
condicion inicial de amortizar esta deuda en un plazo de cuatro anos con cuotas mensuales varia-
bles que disminuyan cada mes en $ 50.000. Transcurridos dos anos, el Gerente de la empresa le
propone al banco cambiar el sistema de pagos para los dos ultimos anos por cuotas trimestrales
gue aumenten en el 4%. Si la tasa de interés que cobra el banco es del 38% nominal trimestral,
hallar el valor de la primera de las cuotas trimestrales.

Una institucion financiera le otorga a usted un crédito por el valor de $ 6 millones para ser paga-
dos en un plazo de ocho ahos con cuotas mensuales que aumenten cada mes en el 1,5% y con un
interés del 33% nominal trimestral. Al cabo de cinco anos, usted solicita que el saldo en esa fecha
le sea refinanciado a cuatro anos con cuotas trimestrales iguales. Si para la refinanciacion la tasa
de interés es del 34% nominal mensual, hallar el valor de las cuotas uniformes.
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1.10

1.1

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

Un banco comercial le otorga a usted un préstamo hoy por $ 1 millén de pesos para ser cubiertos
en un ano con pagos trimestrales iguales en amortizacion al capital y con un interés del 34% no-
minal trimestral anticipado. Elaborar la tabla de amortizacién y el diagrama de flujo de caja con
los desembolsos totales por trimestre.

Resolver el problema 6.10 para el caso de pagos mensuales y tasa de interés del 33% nominal
mensual anticipado. jExiste alguna relacion entre los pagos totales mensuales?

Usted obtiene un crédito por el valor de $ 2 millones el 1 de enero de 1990, para ser pagado en
un plazo de tres anos con cuotas mensuales que aumenten en el 3% cada mes y con una tasa de
interés del 38% anual. Si la primera cuota se cancela el 1 de mayo de 1990, determinar el saldo
para el 1 de junio de 1991.

Un agricultor obtiene un préstamo de $ 6 millones de una entidad crediticia que otorga présta-
mos para invertir en el sector agrario; las condiciones de este crédito son:

a) Eltiempo total para la amortizacién de la deuda es de seis anos, de los cuales los dos prime-
ros son anos de gracia y solamente paga interés.

b) Latasa de interés es del 27,5% pagadero por semestre vencido.
¢) El capital se amortiza en cuotas semestrales iguales durante los cuatro Ultimos anos de plazo.

Elaborar la tabla de amortizacion del crédito.

Si en el problema 6.13 se estipula una tasa de mora sobre el capital del 12% anual, el deudor no
paga las cuotas 4 y 5 de capital, pero si los intereses corrientes. Elaborar el flujo de caja especifi-
cando en cada pago los abonos al capital, intereses corrientes e intereses por mora.

Un banco comercial hace un préstamo a una empresa por el valor de $ 10 millones para ser pa-
gados en un plazo de cuatro anos con cuotas mensuales que aumenten en el 3% cada mes y con
una tasa de interés del 36% nominal semestral. Al cabo de dos anos y medio la empresa abona
la suma de $ 2 millones al saldo existente en ese momento. Una vez pagada la cuota respectiva,
solicita que el nuevo saldo le sea refinanciado por el tiempo que falta, en cuotas mensuales igua-
les. Determinar el valor de estas nuevas cuotas.

Un comerciante adquiere un préstamo de un banco comercial de la ciudad por el valor
de $6.500.000 para ser pagados en un plazo de tres anos. Los abonos de amortizacién al capital
son constantes por trimestre vencido y la tasa de interés es del 38% pagadero por trimestre an-
ticipado. Al cabo de un ano, el comerciante hace un abono adicional al capital por el valor de $ 1
millon; por tanto, los pagos restantes al capital se disminuyen pero siguen siendo constantes. Un
ano mas tarde hace otro abono adicional al capital por el valor de $ 800.000 y de nuevo el resto
de pagos al capital se disminuyen pero son constantes. Elaborar la tabla de amortizacion de la
deuda.

En el problema 6.16, una de las clausulas del préstamo contempla una tasa de mora sobre capital
del 4% trimestral vencida. Suponer que el comerciante no paga en sus fechas correspondientes
las cuotas al capital (pero si los intereses corrientes) de los trimestres 5 y 6; como consecuencia,
al final del sexto trimestre debe pagar, ademas de los intereses corrientes, los intereses de mora
equivalentes a los dos trimestres en mora, y el saldo se le refinancia por el resto de tiempo en
cuotas iguales de amortizacion al capital. Elaborar la tabla de amortizacién y el diagrama de flujo
de caja para valores totales.
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1.19

1.20
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Resolver el problema 6.15 si la tasa de interés es del 36% nominal semestral durante los dos pri-
meros anos y del 41% anual de ahi en adelante.

En la informacién que suministra un banco comercial sobre un crédito para personas naturales,
se encuentran, textualmente, los siguientes datos:

Monto del crédito: desde $ 500.000 hasta $ 6 millones
Plazos: 12, 18, 24, 36 meses

12 0,104563
18 0,076931
24 0,063434
36 0,050543

a) Justificar el factor dado por el banco.

b) Elaborar la tabla de amortizacion y el diagrama de flujo de caja para un crédito de $ 2 millo-
nes a 12 meses.

¢) Siunsegundo banco otorga el crédito a una tasa del 50% anual, ;cual de los dos es menos
costoso?

Un articulo vale al contado $ 120.000, pero puede adquirirse a crédito con una cuota inicial del
30% del valor del precio al contado y el resto financiado a 30 cuotas mensuales iguales; la prime-
ra cuota debe pagarse al cabo de cinco meses con una tasa de interés del 28% nominal trimestral.
Una vez cancelada la cuota 18, se solicita que el saldo pendiente en esa fecha sea refinanciado en
10 cuotas trimestrales iguales y para esta refinanciacion se cobrara un interés del 3,5% mensual.
Hallar el valor de estas nuevas cuotas.

1.21 Usted obtiene hoy un crédito de una institucion financiera por el valor de $ 10 millones, y acordo

pagar la deuda en tres anos con cuotas mensuales que aumenten en el 2% cada mes; la primera
cuota debe cancelarla al cabo de cuatro meses y con un interés del 43,5% anual. Pasados dos
anos usted hace un abono adicional por el valor de $ 3 millones y solicita que el saldo le sea refi-
nanciado a 18 meses en cuotas mensuales iguales. Si para la refinanciacién le cobran un interés
del 39% AMYV, determinar el valor de estas nuevas cuotas.

1.22 Usted recibe hoy un préstamo de $ 2 millones de una entidad financiera, comprometiéndose ini-

cialmente a pagarlo con cuotas mensuales variables. El primer mes debe pagar una cuota de $
38.000 y a partir de esa fecha las cuotas aumentaran en el 3% cada mes. Si al cabo de dos anos y
medio usted quiere cubrir el saldo existente en esa fecha antes de pagar la cuota correspondien-
te, calcule el valor de ese pago si la tasa de interés es del 33,6% nominal mensual.

1.23 Usted obtiene hoy un préstamo de $ 7 millones de una entidad financiera, para ser pagados en

1.24

un plazo de cinco anos con cuotas mensuales que aumenten en el 4% cada mes. Al cabo de tres
anos usted le solicita a la entidad acreedora que el saldo en esa fecha, después de pagar la cuota
correspondiente, le sea refinanciado a dos anos y medio en cuotas trimestrales iguales. Si la
tasa de interés que usted paga por el crédito es del 35% nominal trimestral durante los dos pri-
meros anos y del 34,5% nominal mensual de ahi en adelante, hallar el valor de las cuotas corres-
pondientes a la refinanciacion.

Una empresa recibe hoy $ 4.500.000 en calidad de préstamo de un banco comercial. Esta deuda
debe pagarse en cuotas mensuales iguales durante cuatro anos. La empresa a su vez obtiene
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1.25

1.26

unas utilidades mensuales de $ 235.000 por la venta de sus productos; con estas utilidades se
cancela cada mes la cuota al banco y el resto se deposita en una cuenta que paga un interés del
2,5% mensual. Hallar los saldos en el banco y en la cuenta de ahorros al cabo de tres anos, sa-
biendo que el banco cobra por el préstamo un interés del 39% anual.

Una deuda estaba pactada para ser amortizada en 24 cuotas mensuales de $ 28.000 cada una y
con un interés del 3% mensual. Una vez pagada la décima cuota, el deudor, por razones perso-
nales, deja de cubrir las tres cuotas siguientes; por esto, el acreedor aplica una tasa de interés,
sobre los saldos y durante estos tres meses, del 3,6% mensual y, a su vez, el nuevo saldo —o sea,
el existente al final de los tres meses— lo refinancia a seis cuotas iguales por mes vencido y con
un nuevo interés del 3% mensual. Hallar el valor de cada una de estas nuevas cuotas.

El plan para cancelar una deuda contemplaba el pago de 25 cuotas mensuales anticipadas de
$ 10.645 cada una. Pero una vez pagada la cuota 13, se decide refinanciar el saldo en 20 cuotas
mensuales iguales; la primera de estas cuotas debe pagarse tres meses mas tarde. Si la tasa de
interés es del 2% mensual durante el primer ano y del 2,5% mensual de ahi en adelante, hallar el
valor de cada una de estas ultimas cuotas.

1.27 La empresa donde usted presta sus servicios como asesor financiero obtiene un préstamo de

1.28

1.29

1.30

1.31

una corporacion por el valor de $ 10 millones para ser pagados en un periodo de seis anos en
cuotas mensuales que aumenten cada mes en el 1,8%. La corporacion cobra un interés del 33%
nominal trimestral durante los tres primeros anos y del 34% nominal mensual de ahi en adelante.
Si al cabo de cuatro anos y medio usted solicitd que el saldo existente en ese momento le sea
refinanciado a 30 cuotas mensuales iguales y la corporacidén acepta su solicitud pero le cobra un
interés del 3,3% mensual para esta refinanciacion, jde cuanto debe ser cada una de estas nuevas
cuotas?

Se tienen dos pagarés por el valor de $ 55.000 el primero, para ser pagado al cabo de un ano, y
por $ 72.500 el segundo, a dos anos y medio. Se desea sustituir esta deuda por su equivalente
en una serie de seis pagos mensuales, de tal manera que cada uno de ellos sea igual al del mes
anterior disminuido en el 8%. Elaborar la tabla de amortizacién, sabiendo que el interés es del
30% nominal trimestral.

Una determinada deuda esta amortizandose con pagos mensuales de tal manera que cada pago,
con excepcion del ultimo, amortiza $ 3.500 al capital; el plazo es de cinco meses. El saldo al final
del tercer mes es de $ 28.700 y la tasa de interés es del 3% mensual. Con estos datos, es posible
elaborar la tabla de amortizacién?

Un activo de contado vale $ 1.500.000. Se adquiere a crédito para ser pagado asi: cuota inicial del
35% del valor del precio al contado y el resto financiado a 30 cuotas mensuales iguales; la prime-
ra cuota debe pagarse al cabo de cuatro meses con un interés del 3% mensual. Una vez pagada
la cuota 15, se solicita que el saldo sea refinanciado en 20 cuotas mensuales iguales y una tasa
de interés para la refinanciacion del 3,5% mensual. Hallar el valor de estas nuevas cuotas.

Esta cancelandose una deuda de $ 73.000 mediante una serie de pagos por mes anticipado, en
la que cada pago es igual al del mes anterior disminuido en el 5%. Si la deuda esta pactada para
ser amortizada con 15 pagos, hallar la composicion del pago 12, sabiendo que la tasa de interés
es del 28% nominal mensual.



1.32
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Una compania urbanizadora vende una casa con una cuota inicial de $ 830.000 y el resto financia-
do a 15 anos con cuotas mensuales; la primera cuota es de $ 135.000 y de ahi en adelante cada
cuota se reajusta en el 1%. Si la tasa de interés es del 3% mensual, hallar el derecho que sobre la
casa tiene el comprador al final de cinco anos y el derecho que la compania tiene sobre la casa al
final de 12 anos.

Usted solicita un préstamo a una entidad financiera por $ 30 millones, comprometiéndose a pa-
gar la deuda en un plazo de 10 anos y con un interés del 30% nominal trimestral; las cuotas son
mensuales y aumentaran cada mes en el 1,5%. Al cabo de cuatro ahos usted solicita que el saldo
en esa fecha, una vez pagada la cuota correspondiente, le sea refinanciado a ocho afnos con cuo-
tas mensuales que aumenten cada mes en el 1,6%. Determinar en qué porcentaje varié la cuota
del mes 49 respecto de la del mes 48.

Una empresa recibe hoy $ 1 millon, en calidad de préstamo, de un banco comercial. Esta deu-
da debe pagarse en cuotas iguales mensuales durante tres anos. La empresa, a su vez, recibe
$50.000 por concepto de venta de su producto. Con estos ingresos se pagan las cuotas al ban-
co y el resto se deposita en una cuenta de ahorros que abona el 3% mensual. Hallar el saldo de
la empresa en el banco al cabo de dos anos y el valor total acumulado en la cuenta de ahorros
en la misma fecha, sabiendo que el banco cobra un interés del 36% nominal trimestral.

Un estudiante universitario recibe un préstamo de una entidad oficial, que consta de 10 pagos
iguales cada ano, durante los meses de febrero a noviembre y durante los cinco anos que dura
su carrera. El primer ano recibe $ 10.000 por mes; después de cada ano se incrementa el 10%.
Durante este tiempo, la institucion cobra el 1,5% mensual. Una vez finalizada la carrera, el nuevo
profesional debe empezar a amortizar la deuda con pagos mensuales iguales y durante cuatro
anos. Si para el tiempo de amortizacion la tasa de interés es del 2,3% mensual, hallar el saldo
existente al cabo de tres anos de estar amortizando la deuda.

Para el problema 6.35, hallar la composicion de la cuota 35 de amortizacion.

Una persona adquiere hoy un préstamo de una corporacion de ahorro y vivienda por el valor de $
10 millones para ser pagados en un plazo de 15 anos con cuotas mensuales que sean constantes
durante el ano pero se incrementen en el 12% cada ano. La tasa de interés es del 6,5% anual y la
correccion monetaria del 27,5% anual. Determinar el valor de las cuotas mensuales uniformes del
primer ano.

Un banco le prest6 a usted la suma de $ 5 millones hoy para ser pagados en un plazo de dos anos
y en cuotas mensuales. Dentro de las condiciones del crédito estan las siguientes: la amortiza-
cion al capital debe ser la misma en todas las cuotas, el interés del crédito es del 33% nominal
mensual (vencido). Hallar el valor total de la cuota 15.

Un senor obtiene un crédito de una corporacion de ahorro y vivienda por $ 10 millones para ser
amortizados en un plazo de 15 anos, con cuotas mensuales variables que aumenten cada mes en el
0,8%. La corporacion cobra un interés del 9,5% anual y una correccion monetaria del 24,5% anual.
Al cabo de seis anos, el deudor hace un abono adicional a la cuota correspondiente por el valor de
$ 4 millones y solicita que el nuevo saldo le sea refinanciado por el resto del tiempo en las mismas
condiciones anteriores. Calcular el saldo pendiente tres anos antes de finalizar el plazo.

Si usted no tomara el crédito del problema 6.38, entonces podria ahorrar cada mes el dinero
correspondiente a los intereses que dejaria de pagar por no tomar el préstamo. Si estos ahorros
ganan el 30% nominal mensual, jcuanto tendra acumulado al final de los dos anos?
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1.41

1.42

143

144

1.45

1.46

1.47

Resolver el problema 6.38 si la tasa de interés es del 32,5% nominal mensual anticipado.

Usted solicita un préstamo a un banco comercial por el valor de $ 6 millones con la condicién
de ser pagados en un plazo de tres anos con cuotas trimestrales que amorticen el capital en
cantidades iguales y con un interés del 34% nominal trimestral. Al cabo de dos anos de estar
amortizando la deuda, le solicita al banco que el saldo le sea refinanciado a 24 meses con cuotas
que también amorticen al capital cantidades iguales y con un interés del 30% nominal mensual
anticipado. Determinar la cuota total pagada un ano después de recibido el préstamo y la cuota
total pagada un ano mas tarde de la refinanciacion.

Un ganadero obtiene de una institucion bancaria semioficial un crédito con el fin de aumentar su
produccién en el campo. El crédito es por el valor de $ 20 millones, y las condiciones estipuladas
en el documento firmado por las partes son las siguientes:

a) Plazo total de seis anos, de los cuales los dos primeros son anos de gracia.
b) Interés del 29% nominal trimestral anticipado.

¢) Durante los dos anos de gracia solo se pagan los intereses.

d) Las cuotas de amortizacion al capital son trimestrales vencidas e iguales.

e) En caso de mora en una cuota se cobrara un interés de mora sobre el saldo de capital del
3% trimestral vencida. Si en la sexta cuota de los cuatro ultimos anos el sefor ganadero solo
pago intereses, jcudl debe ser el desembolso total que debe hacer en el sétimo de estos
trimestres para volver a quedar dentro del plan original de financiacion?

En el problema 6.43, suponer que en el sétimo trimestre de los cuatro ultimos anos el ganadero,
ademas de pagar la cuota total alli determinada, decide hacer un abono al capital por el valor de
$ 1 millon de pesos y que el resto le sea refinanciado en el tiempo que falta, también con cuotas
de pagos iguales al capital y la misma tasa de interés del problema 6.43. Determinar la cuota total
que debe pagar nueve meses mas tarde de la refinanciacion.

Una corporacion de ahorro y vivienda le otorga a usted un préstamo por el valor de $ 5 millones
para ser pagados en 10 anos con cuotas mensuales que aumenten en el 1% cada mes. La corpo-
racion cobra un interés del 6,5% anual y una correccion monetaria del 23,5% anual. Determinar
el saldo al cabo de cuatro anos.

Una empresa obtiene un crédito del banco por $ 20 millones a una tasa de interés del 36% anual,
comprometiéndose a pagar la deuda en cuatro anos en cuotas mensuales que aumenten en el 2,2%
cada mes. Al cabo de dos anos se hace un abono adicional por el valor de $ 4 millones, y solicita
que el saldo sea refinanciado en el tiempo que falta en cuotas mensuales que aumenten en $ 10.000
cada mes y para una tasa de interés del 2,5% mensual. Hallar el valor de la ultima de estas cuotas.

Una casa tiene un valor de precio al contado de $ 135 millones y se adquiere asi: cuota inicial
del 30% del valor al contado y el resto financiado a ocho anos en cuotas mensuales que au-
menten en el 1% cada mes y con una tasa de interés del 35% anual durante los tres primeros
anos y del 39% anual de ahi en adelante. Al cabo de cuatro anos y medio se hace un abono
adicional de $ 20 millones y el saldo se refinancia por el tiempo que falta en cuotas mensuales
que aumenten en el 3% cada mes. Hallar el valor de la primera de estas nuevas cuotas, si para
la refinanciacion se toma una tasa del 41% anual.
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Una corporacion de ahorro y vivienda le concede a usted un préstamo por el valor de $ 8 millones
para ser pagados en un plazo de 12 anos con cuotas mensuales que aumenten cada mes en el
0,85%. Si la tasa de interés es del 8% anual y la correccion monetaria del 24,5% anual, determinar
la composicion (interés y abono al capital) de la cuota 106.

Una corporacion de ahorro y vivienda le otorga a usted un crédito hoy por el valor de $ 6 millones
para ser pagados en un plazo de 12 anos con cuotas mensuales que aumenten en el 0,95% cada
mes. La tasa de interés sera del 75% anual y la correccion monetaria se estima en el 24% anual
durante los cinco primeros anos y del 26% anual de ahi en adelante. Usted debe determinar el
saldo que tendra pendiente con la corporacion al cabo de siete anos.

1.50 Resolver el problema anterior suponiendo que las cuotas mensuales son iguales durante el ano y

se incrementan en el 9,5% cada ano.

2.1

2.2

2.3

24

Se tiene hoy la suma de $ 600.000 en una corporacién de ahorro que paga un interés del 30%
nominal trimestral; cada mes se retira la quinta parte del saldo existente al final del mes inmedia-
tamente anteriory, a la vez, se depositan $5.000. Hallar el saldo existente en la cuenta de ahorros
al cabo de cinco anos.

Este problema debe desarrollarse en la computadora, y consiste en elaborar las tablas de amor-
tizacion de un crédito por 10 millones y un plazo de tres anos con cuotas trimestrales y planes
diferentes, asi:

a) Cuotas uniformes proyectadas para los tres anos; sin embargo, al cabo de un ano se hace un
pago adicional equivalente al 20% del saldo en esa fecha. El nuevo saldo debe refinanciarse
en cuotas uniformes por el resto del tiempo. La tasa de interés es del 10,5% trimestral.

b) Cuotasiguales durante el primer ano y de ahi en adelante aumentaran en el 8% cada trimes-
tre. La tasa de interés sera del 42% anual.

¢) Cuotas iguales durante el primer ano y medio y de ahi en adelante las cuotas disminuiran
en el 10% cada trimestre. La tasa de interés sera del 36% anual.

d) Cuotas que aumentan el 9% cada trimestre durante el primer ano y de ahi en adelante per-
maneceran constantes. La tasa de interés sera del 39% anual.

e) Cuotasiguales durante los dos primeros afnos y luego aumentaran en $ 50.000 cada trimes-
tre. La tasa de interés sera del 35% nominal mensual.

f)  Cuotas que disminuyan en $ 100.000 cada trimestre durante el primer afno y luego perma-
nezcan constantes. La tasa de interés sera del 38,5% nominal trimestral.

Una persona invierte hoy $ 2 millones en una entidad financiera, donde cada mes retira la tercera
parte de los intereses devengados en ese mes; a su vez, la entidad le descuenta mensualmente
$ 15.000 por concepto de administracion y seguros. Si la entidad paga un interés del 33% anual
durante los tres primeros anos y del 38% anual de ahi en adelante, determinar el saldo del inver-
sionista al cabo de cinco anos.

Una persona adquiere un préstamo de una corporacion de ahorro y vivienda por el valor de $ 10
millones para ser pagados en un plazo de 15 anos con cuotas mensuales que sean constantes
durante el ano pero que se incrementen en el 12% cada ano. La tasa de interés es del 6,5% anual
y la correccion monetaria del 27,5% anual. Determinar el valor de las cuotas mensuales uniformes
del primer ano.
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2.6

2.7

2.8

29

2.10

2.1

Una persona abre una cuenta de ahorros hoy con $ 2.500.000; cada mes deposita $ 40.000 y la
cuenta le paga el 31% MV. A partir del momento en que su saldo sea mayor o igual a $ 4 millones,
la institucion le haria una retencion del 4% anual sobre los intereses devengados en ese ano.
¢Dentro de cuantos meses se tendra un saldo que supere en lo minimo a $ 5.800.0007?

Una obligacion que consta de 30 pagos iguales por mes anticipado se decide amortizar mediante
una serie de 36 pagos por mes vencido, de tal manera que sean de la siguiente forma:

Primer pago =$200 =2(100)
Segundo pago = $500 =5(100)
Tercer pago =$1.000 = 10(100)
Enésimo pago = (n? + 1) (100)

Sabiendo que la tasa de interés es del 2% mensual, hallar el valor de los pagos iguales iniciales.

Una corporacion de ahorro y vivienda le otorga a usted un crédito por $ 55 millones para ser
pagados en 15 anos con cuotas mensuales iguales por ano, pero que aumentaran cada ano en el
11%. La tasa de interés es del 18% anual y la correccion monetaria del 24% anual. Hallar el saldo
al cabo de tres anos y ocho meses después y antes de pagar la cuota correspondiente.

Usted inicia hoy una cuenta de ahorros con $ 1.850.000 y le pagan el 26%TV; ademas, cada trimes-
tre usted retira la quinta parte del saldo que tenia en el trimestre anterior, pero, a su vez, deposita
cantidades que aumentan cada trimestre en el 4%; $ 80.000 es el depdsito en el primer trimestre.
Hallar el saldo al cabo de cuatro anos y medio antes del depdsito y del retiro respectivos.

Una persona obtiene un crédito de una corporacion de ahorro y vivienda por el valor de $ 60
millones para ser pagados en 14 anos en cuotas mensuales que aumenten en el 0,4% cada mes.
La tasa de interés es del 16% anual y la correccion monetaria del 22% anual. Al cabo de ocho
anos, la persona hace un abono adicional por el valor de $ 50 millones, y el saldo lo amortizara
en el tiempo que falta en las mismas condiciones iniciales de tasas. Hallar la composicion de la
primera de estas nuevas cuotas.

Usted compro hace ocho anos un apartamento por $ 50 millones y pagd en ese momento una
cuota inicial del 30% del valor del precio al contado, y el resto se lo financidé una corporacion de
ahorro y vivienda a 15 anos, en cuotas mensuales que aumenten en el 0,9% cada mes. La tasa de
interés pactada fue del 13% anual y la correccion monetaria del 24% anual.

Hoy usted vende el apartamento en las condiciones siguientes: el comprador pagara $ 140 mi-
llones y quedara con la deuda que hay pendiente con la corporacion. jCuanto le costé hoy el
apartamento al comprador?

Un inversionista toma un CDT (certificado en depdsito a término) en las siguientes condiciones:

Tiempo de inversion: 180 dias

Cantidad depositada: $12.000.000

Tasa de interés: 28,5% anual efectivo
Forma de liquidacion: mes vencido

Retencion sobre intereses: 7%
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Si los intereses se liquidan cada mes, se les debe hacer la retencién correspondiente, y este valor
neto resultante se deposita cada mes en una institucion que paga el 27% anual efectivo. jCuanto
tendra acumulado el inversionista al cabo de los seis meses?

Se invierte hoy la suma de $ 2.500.000 en una institucion que paga un interés del 28% TV; cada
mes retira la mitad de los intereses devengados en ese mes y a su vez deposita cantidades que
aumentan en el 3% cada mes; $ 15.000 es el depdsito del primer mes. Si la institucion hace un
descuento del 1% cada mes sobre los intereses de ese mes, determinar el saldo acumulado en la
cuenta al cabo de cuatro anos.

Con el animo de capitalizar, usted invierte hoy $ 5.500.000 en una institucion que paga un interés
del 31,5% MV, pero cada mes le retienen el 0,8% sobre los intereses devengados en ese mes. Si
cada ano usted retira $ 1.500.000, ;en cuantos meses usted alcanzara $ 8.200.000 como saldo de
su inversiéon?

Se recibe un crédito por el valor de $ 120 millones para ser amortizado en cuatro anos con cuotas
mensuales iguales y con unos intereses del 18% EA para el primer ano, del 20% EA para los dos
anos siguientes y del 16% EA para el ultimo ano. Se pide:

a) Elvalor de la cuota uniforme
b) El saldo al final del segundo ano

c) Los intereses cancelados en la cuota nimero 25

Usted obtiene hoy un crédito por el valor de $ 75 millones de una corporacion de ahorro y vivien-
da, para ser pagados en 13 anos con cuotas mensuales que aumenten en el 1% cada mes. La tasa
de interés es del 16% anual y la correccion monetaria del 18,5% anual. Al cabo de siete anhos usted
hace un abono adicional por $ 60 millones y el saldo lo amortizara en el tiempo que falta segin
las mismas condiciones anteriores. Hallar la composiciéon de la primera de estas nuevas cuotas.

Una familia que desea comprar una vivienda adquiere un préstamo de una corporacion de aho-
rro y vivienda por el valor de $ 105 millones para cancelarlos en 10 afnos con una tasa de interés
del 15,6% EA para los primeros cinco anos y del 17% EA de ahi en adelante. Las cuotas deben ser
mensuales e iguales por ano con un aumento del 6% cada ano. Se pide:

a) El valor de la cuota uniforme del tercer ano
b) Elsaldo de la deuda al cabo de tres anos y medio

c¢) Lacomposiciéon de la cuota numero 31

Una entidad financiera concede un préstamo a uno de sus usuarios por el valor de $ 42 millones, a
una tasa de interés del 23,6% EA y para ser cancelado con cuotas mensuales que aumenten en el
2% cada mes. Ademas, impone al deudor la condicion de que deposite, en una cuenta bancaria que
paga el 1,5% mensual de interés, una suma equivalente al 20% del valor del préstamo original. Al
cabo de cuatro anos, el saldo en la cuenta bancaria debe destinarse a cancelar el saldo de la deuda
con la entidad financiera. Determinar el valor de la primera cuota del plan de amortizacion.

Una empresa necesita $ 45 millones para la construccion de sus oficinas. Un banco comercial
presto este dinero el 1/4/06 para amortizarlo en cinco anos con cuotas trimestrales que aumenten
en el 3% cada trimestre y cancelar la primera el 1/7/06. La tasa de interés sera del 22%TV para los
dos primeros anos y del 28% TV de ahi en adelante.
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2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

2.25

Se pide:
a) Elvalor de la quinta cuota
b) El valor del saldo pendiente el 1/7/07

¢) El capital amortizado en la décima cuota

Una deuda se estd amortizando con cuotas mensuales que aumentan en el 1% cada mes, sa-
biendo que la cuota nimero 3 es de $ 40.826 y que el saldo una vez cancelada la cuota m es de
$ 5.275.400. Si la tasa de interés sobre los saldos es del 21% MV, se pide:

a) Expresar el saldo una vez cancelada la cuota m — 1.

b) Expresar el saldo una vez cancelada la cuota m + 1.

El 1 de enero de 2006 se obtuvo un préstamo por el valor de $ 60 millones para ser cancelado en
un plazo de tres anos en cuotas mensuales y con un interés del 19,6% MV. Si la operacion se hace
por el sistema de abono al capital uniforme en cada cuota, se pide:

a) Elvalor de la cuota del 31/4/07 y su composicion en interés y abono al capital.

b) El momento en el cual el saldo sea igual al 40% del préstamo original.

El deudor de un crédito recibio la suma de $ 70 millones al 19% EA de interés, para cancelarla con
cuotas mensuales que aumenten en el 1% cada mes. Al cabo de dos anos el saldo es la mitad del
crédito original. Se solicita:

a) El plazo del préstamo
b) El valor de la cuota nimero 18

¢) Lacomposicion de la cuota numero 25

Una empresa adquiere un préstamo por el valor de $ 180 millones para cancelarlo en cinco anos
en cuotas mensuales que aumenten cada mes en $ 20.000 y con una tasa de interés del 19,4%
MV durante los dos primeros anos y del 23% MV de ahi en adelante. Una vez cancelada la cuota
numero 30, se acuerda entre las partes (deudor y acreedor) disminuir el plazo de la deuda en un
ano; para ello se debe refinanciar el saldo existente en el mes 30, en cuotas que sigan aumentan-
do en $20.000. Determinar en qué porcentaje aumentoé la nueva cuota del mes 31 respecto de la
cuota del mes 30.

Determinar el valor de una deuda original a partir de la siguiente informacion: las cuotas mensuales
son iguales; la composicion de la cuota nimero 20 es de $ 123.400 de intereses y $ 723.120 de abono
al capital; la tasa de interés es del 24,12% MV.También hallar el nUmero de cuotas y el valor de la
ultima cuota, y el tiempo (un nimero entero) al cabo del cual la deuda quede cancelada.

El total amortizado de una deuda cuando aun faltan 22 cuotas mensuales es de $ 48 millones. Si
el tiempo total del crédito es de cuatro anos y medio, se pide calcular el valor de la deuda inicial,
sabiendo que: las cuotas mensuales aumentan en el 1,5% cada mes, que la tasa de interés es del
19,5% MV para los dos primeros periodos de cinco anos y del 23,6% MV de ahi en adelante.

En la siguiente tabla se muestran las utilidades mensuales de una empresa durante los ocho me-
ses anteriores y medidas en millones de pesos:
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Utilidad 4 3,5 4,3 5 6,1 6 75 6,5

Utilizando una funcion exponencial, proyectar las utilidades para los dos anos siguientes e inver-
tirlas al 19% EA el primer ano y al 22% EA para el segundo ano.

Se pide determinar el saldo que tendra a su favor en un ano y medio.

2.26 Suponga que el valor de la UVR el 15 de agosto sea de $ 194,3642; si la inflacion de julio de ese
ano fue del 0,48%, se pide determinar la fecha en la que la UVR tenga un valor de:

a) $194,8452; b) $ 195,0560; vy, c) $ 195,2971.

2.27 Se adquiere un crédito por el valor de $ 90 millones para cancelarlo en cinco anos, asi: cuotas
uniformes mensuales, cuotas adicionales trimestrales que sean el doble de la cuota mensual y
cuotas extraordinarias cada semestre, tales que cada una de esas sea el doble de la cuota adicio-
nal trimestral.

Se pide determinar el saldo al cabo de 40 meses, sabiendo que la tasa que se cobra por el crédito
es del 26% EA para los dos primeros anos y del 28,7% de ahi en adelante.

2.28 Si el valor de la UVR del 18 de agosto de un ano fue de 205,7823 y las inflaciones de julio, agosto,
setiembre y octubre fueron: 0,56%; 0%; —0,32%; y 0,43% respectivamente, determinar el valor de
la UVR el 15 de noviembre del mismo ano y en qué fecha el valor de la UVR fue de $ 206,2143.

2.29 Silainflacidon de abril de un cierto ano fue del 0,78% y el valor de la UVR el 13 de mayo del mismo
ano fue de $ 189,2663, se pide determinar: a) el valor de la UVR el 15 de abril; y, b) el valor de la
UVR el 20 de mayo del mismo ano.

2.30 En caso de que las inflaciones de junio, julio, agosto y setiembre de un determinado ano hayan
sido del: 1,1%; 0,83%; 0,64%; y 0,93% respectivamente, y que el valor de la UVR del 18 de julio
haya sido de $ 201,2786, estimar el valor de la UVR del 13 de octubre del mismo ano.

2.31 El 1 de febrero de 2007 se obtiene un crédito para adquirir una vivienda por el valor de $ 93.600.00
para ser cancelado en un tiempo de 15 anos, y se presentan dos alternativas:

Alternativa A: el crédito lo otorga una institucion financiera que cobra un interés del 16% EA y
cuotas mensuales que aumenten en el 0,5% cada mes.

Alternativa B: el crédito en UVR, sabiendo que el valor de la UVR el 1/2/07 fue de $ 168,3126, se
cancela con cuotas mensuales iguales en UVR y la tasa de interés es del 13% EA; suponga que las
inflaciones de enero, febrero, marzo, abril, mayo y junio de ese ano hayan sido del: 1%; 0,83%;
0,52%; 0,92%; 0,71%; y 1,2% respectivamente, y la de diciembre del ano anterior del 0,48%.

Usted debe calcular los saldos de los dos créditos para cada uno de los cinco meses desde febre-
ro hasta junio y representarlos graficamente.

2.32 Una corporacion de ahorro y vivienda otorga un crédito a un usuario con las siguientes condiciones:
i)  Valor del crédito: $ 86.500.000
ii) Fecha del crédito: 2/6/05

iii) Tiempo del crédito: 15 anos
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iv) Tasa de interés: 13% EA

v)  Valores de la unidad UVR para el tltimo dia de cada uno de los meses desde junio hasta noviem-
bre de 2005: 151,3983, 152,0213, 152,3545, 152,3914, 152,7293 y 153,226, respectivamente.

Desarrollar las tablas de amortizacion del crédito, similares a las expuestas en el numeral 6.5.2
para los meses de junio a noviembre del ano 2005, en los dos sistemas a) y b) de amortizacién
del crédito en valores de UVR y de pesos, comparando los saldos en los dos sistemas.

2.33 Suponga que el valor de la UVR del 18 de noviembre de un ano sea de $ 203,4521 y el valor el 15

de octubre del mismo ano haya sido de $ 203,0316. Se pide determinar el valor de la inflacion de
octubre de ese ano.
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Valor presente neto
(VPN)

El objetivo de este capitulo es capacitar al lector para evaluar y
seleccionar alternativas de inversion utilizando el indice del valor

presente neto (VPN).

Al terminar el capitulo el lector estara en capacidad de:
e Calcular el valor presente neto en cualquier flujo de caja.

¢ Interpretar el indice del valor presente neto segun el problema
particular.

e Seleccionar la mejor de dos o mas alternativas a partir del

valor presente neto, segun sean de vidas Utiles iguales o
diferentes.

e Calcular e interpretar el costo capitalizado o valor presente
neto del flujo de caja de un proyecto de vida util perpetua.
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En los capitulos anteriores hemos estudiado el manejo de los flujos de caja de una operacién financie-
ra segun unas condiciones, y nuestro trabajo se ha centrado en la determinacion del equilibrio entre
ingresos y egresos para ese flujo de caja. En estos ultimos capitulos del libro nos detendremos a estu-
diar algunos de los principales indices utilizados en la evaluacién financiera de proyectos de inversion,
que se obtienen del tratamiento técnico y cuantico que se le dé al flujo de caja del proyecto o alter-
nativa respectiva. Tales indices son, entre otros: el valor presente neto (VPN), el costo anual uniforme
equivalente (CAUE), la tasa interna de retorno (TIR) y la tasa de rentabilidad verdadera (TRV). Estos
indices son la base de la evaluacién financiera de un proyecto; por tanto, se busca que el estudiante, al
finalizar estos capitulos, domine el tema correspondiente, de modo que una vez que llegue a un curso
de evaluacidn financiera de alternativas o proyectos de inversion, los pueda aplicar con propiedad,
interpretar su resultado y llegar a tomar la mejor decisioén.

Este capitulo tiene como propdsito que el estudiante logre calcular, interpretar y aplicar el indice
del valor presente neto a problemas y casos sencillos, para que mas tarde pueda hacer lo mismo pero
con casos un poco mas complejos, cuando esté aplicando estos conceptos a problemas practicos de
la vida real.

Dado el flujo de caja de un proyecto o alternativa de inversion, se define su valor presente neto
VPN como:

Donde :
VP(l): valor presente de los ingresos
VP(E): valor presente de los egresos

Como podemos darnos cuenta, para calcular el valor presente neto debemos conocer: (a) el
tiempo de duracion del proyecto o alternativa, conocido como la vida util; (b) el flujo de caja, es decir,
los ingresos y egresos en el tiempo; (c) la tasa de descuento o tasa de oportunidad, que puede ser
constante o variable; (d) en algunos casos el valor de mercado del proyecto, que corresponde al valor
comercial o ingreso que se obtiene al final de la vida util del proyecto; vy, (e) las matematicas financie-
ras necesarias para calcular tanto el VP(l) como el VP(E).

EIVPN del flujo de caja de un proyecto o alternativa de inversion representa el valor, equivalente
en pesos de hoy, de la ganancia o pérdida que se obtendra al llevar a cabo ese proyecto. Asi, este in-
dice puede interpretarse de la siguiente manera:

Si VPN > 0, significa que al llevar a cabo ese proyecto se obtendra una utilidad que, medida en
pesos de hoy, es igual al valor dado por el VPN de un proyecto.

SiVPN < 0, ello significa que al llevar a cabo ese proyecto se obtendra una pérdida que, medida
en pesos de hoy, es equivalente al valor dado por el VPN.

SiVPN = 0, significa que al llevar a cabo ese proyecto no se obtendra pérdida ni ganancia.

Sin embargo, lo anterior cominmente se conoce como la teoria del indice del valor presente
neto, pero lo que en la practica se hace, algunas veces, puede diferir de las afirmaciones anteriores,
pues la decision de tomar o no una alternativa de inversion o proyecto en general depende en gran
parte de que se cumpla o no el objetivo que se haya planteado inicialmente el inversionista en el pro-
yecto.

En términos generales, veremos cuales son los elementos basicos para el calculo y, poste-
riormente, aplicaciones del indice del VPN:

a) En primer lugar, la construccion del flujo de caja del proyecto, que es el resultado de lo que se
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conoce como la formulacion o elaboracion de un proyecto, pues del estudio de mercado, del
estudio técnico y del estudio financiero se obtiene la informacion necesaria para la construccion
del flujo de caja. Este tema corresponde a un curso de materia de formulacion de proyectos; por
tanto, este libro no lo desarrolla.

Pero si es fundamental tener en cuenta que de la precision en el flujo de caja dependen los resul-
tados de la evaluacion del proyecto y, por tanto, el acierto en la decision final.

b) Eltiempo de evaluacion se debe determinar desde la formulacion: el tiempo durante el cual se va
a formular y a evaluar el proyecto.

¢) Latasa de descuento que se va a aplicar al flujo de caja del proyecto, para calcular el valor pre-
sente neto.

Esta tasa de descuento es cominmente la tasa de oportunidad del inversionista, cuya determi-
nacién es tema de un curso de evaluacion financiera de proyectos, pues en esta tasa deben estar
presentes, de alguna manera, el factor de riesgo y el de liquidez. En este caso, la tasa de opor-
tunidad, o tasa de interés de oportunidad (TIO), estaria dada por la tasa de oportunidad de los
recursos propios mas un incremento por riesgo y mas un incremento por liquidez. Sin embargo,
para los ejercicios de este capitulo estaremos dando directamente el valor de la tasa de oportu-
nidad del inversionista.

d) Entodo proyecto debe estar explicito el objetivo de esa actividad, ya sea financiero o de otra in-
dole; por tanto, es posible que el indice del VPN no se utilice acorde con lo expuesto al principio
de este numeral. Por ejemplo, un proyecto cuyo objetivo sea adquirir un beneficio no monetario,
a pesar de que el valor presente neto nos da un valor negativo; pero si se cumple el objetivo, se
decidira por llevar a cabo ese proyecto.

Cuando se esta evaluando un solo proyecto, el indice del valor presente neto aplica, segun la teoria
generalizada, de la siguiente manera:

i) SiVPN > 0, entonces el proyecto es aceptable
ii) SiVPN <0, entonces el proyecto no es aceptable
iii) SiVPN =0, entonces es indiferente aceptarlo o no

Sin embargo, es importante advertir que esta aplicacion del indice de valor presente neto es re-
lativa, porque la decisidon se tomara solamente de acuerdo con el objetivo planteado en el proyecto y
no necesariamente siguiendo lo expresado en los numerales (i), (ii) y (iii) anteriores. En algunos casos
préacticos, a pesar de que se tenga VPN > 0, la decision puede ser la de no llevar a cabo el proyecto,
porgque posiblemente este hecho cuantico no satisface las expectativas del inversionista expresadas
en el objetivo del proyecto; lo mismo puede suceder con los otros dos numerales. Pero como el obje-
tivo de este libro en este aspecto es preparar al estudiante en la parte operatoria de los flujos de caja
y no el de habilitarlo en la evaluacion de proyectos (que corresponde a otro curso superior), los casos
que resolveremos estaran circunscritos a la aplicacién de los conceptos expresados en los numerales
antes mencionados.

| EJEMPLO 7.1 |

Un proyecto consiste en una inversion hoy por $ 3 millones y costos mensuales de $ 95.000 el primer
mes y aumentaran en $ 5.000 cada mes. Los ingresos se estiman en $ 245.000 el primer mes y au-
mentaran en el 4% cada mes. El proyecto tendra una duracion de dos anos con un valor de mercado
de $ 1.300.000 al cabo de este tiempo; si la tasa de oportunidad del inversionista es del 36,07% anual,
determinar, utilizando el indice del VPN, si es rentable o no el proyecto.
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Véase el diagrama de flujo de caja (fi- AT
gura 7.1). k= 4%

La tasa de descuento mensual o 12 o
sera del 2,6% mensual, equivalente al G =5.000
36,07% anual, y asi tendremos: 95.000 7T teeeeel

3000000
245 .000 1,04 2
VP(1) = ————|1-| — +1.300.000 (1,3607) 2
(=502 - 0,04 { (1,026 ] 1 et

=$7429.237

VP(E) = 3.000.000 + 95.000(P/A, 2,6%, 24) + 5.000(P/G, 2,6%, 24)

=$5.589.473

Por tanto, tendremos:
VPN = $ 7.429.237 — $ 5.589.473 = $ 1.839.764

Esto quiere decir que llevar a cabo el proyecto equivale a tener una utilidad de $ 1.839.764 en
pesos de hoy; luego, si seria rentable el proyecto.

Veamos ahora un ejemplo en el que el valor presente neto de un proyecto no solamente debe
cumplir el hecho de ser positivo para que la decision sea la de aceptar o llevar a cabo el proyecto, sino
que ademas debera cumplir el objetivo propuesto por el inversionista.

| EJEMPLO 7.2 |
Un proyecto de inversion tiene la siguiente informacién:
a) Inversion inicial: $ 15 millones
Nuevas inversiones: $ 5 millones al cabo de un ano

$ 2 millones al cabo de 1,5 anos
b) Costos de operacion/mes: $700.000 el primer mes y aumentaran en el 3% mensual

¢) Ingresos trimestrales: $3.500.000 el primer trimestre y aumentaran en el 10%
cada trimestre

d) Valor de mercado (al final de la vida util): $ 8.500.000
e) Vida util del proyecto: 3 anos
f)  Tasa de oportunidad del inversionista:  30% anual

dg) El objetivo del inversionista es obtener una ganancia, en pesos de hoy, de por lo menos el 15%
del valor presente de las inversiones del proyecto. ;Se debe llevar a cabo el proyecto o no?

8.500.000
El diagrama de flujo de caja del pro-
yecto es el siguiente: 3.500.000 el >
La tasa de descuento —en este 012...6 .. 12 18
36 meses

caso tasa de oportunidad del inversio- e
nista— es del 30% anual, equivalente al 799.000

i 5.000.000 2.000.000
6,7% trimestral y al 2,21% mensual.

15.000.000
Por tanto, calculando el valor pre-

sente de los ingresos VP(l) y el valor
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presente de los egresos VP(E), tenemos:

12
VP(1) = —3:900.000 f, 1.1 +8.500.000 (1,3) "
0,0678 — 01| | 1,0678
— $50.428.188

VP(E) =[15.000.000+5.000.000 (1,3) ' + 2.000.000 (1,0221) ' ]+

36
700.000 1 1,03
0,021 - 0,03 1,0221

=$48.497.285

Por tanto, el VPN =VP(l) - VP(E) = 50.428.188 — 48.497.285 = $ 1.930.903.

El valor presente de las inversiones, que es la expresién dentro del primer paréntesis angular en
el VP(E), es igual a $ 20.195.580, y el 15% de esta cantidad es $ 3.029.337, y era lo que el inversionista
deseaba ganarse hoy; sin embargo, lo que se ganaria en pesos de hoy al llevar a cabo el proyecto es
solamente $ 1.930.903, que es el VPN.

En este caso, a pesar de ser VPN > 0, no alcanza al objetivo planteado por el inversionista; asi, la
decisién es no llevar a cabo el proyecto.

Dadas dos alternativas de inversion o proyectos A y B, para compararlos o evaluarlos con el criterio
del VPN debemos tener en cuenta los dos casos siguientes:

i) Si ambos proyectos tienen vidas utiles iguales.
ii) Si los proyectos tienen vidas utiles diferentes.

Cuando los proyectos tienen vidas utiles iguales, el método del VPN se aplica de la siguiente
manera:

a)Tomar un ciclo de vida util para cada proyecto y registrar los correspondientes flujos de caja.

b) Calcular el VPN para cada proyecto, sean VPN(A) y VPN (B) los valores presentes netos de Ay
B respectivamente.

c) Comparar los valores presentes netos y de ahi deducir cual es el mejor. Esta comparacion y
eleccion se hace asi:

SiVPN(A) > VPN (B), se escoge el proyecto A
SiVPN(A) <VPN (B), se escoge el proyecto B
SiVPN(A) =VPN (B), es indiferente la eleccion

Sin embargo, debe advertirse que la comparacion y decision, (expresada en c), corresponde a la
forma un poco literaria de aplicacion de este indice, porque en la practica pueden encontrarse casos
en los que la relacidén sea cualquiera de las indicadas en (c) y, sin embargo, la decision sea la de no
tomar ninguno de los proyectos. La profundizacién en estos temas corresponde a la evaluacion de
proyectos propiamente dicha.

| EJEMPLO 7.3 |

Se tienen dos proyectos de inversion, Ay B, con la siguiente informacion: el proyecto A requiere una
inversion hoy por el valor de $ 4 millones, gastos mensuales de $ 80.000, ingresos de $ 320.000 el pri-
mer mes y que disminuirdn en el 3% cada mes, una vida util de un ano y medio y un valor de mercado
de $2.950.000.
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El proyecto B requiere una inversion hoy de $ 5 millones, gastos mensuales de $ 40.000 el primer
mes y que aumentaran en $ 3.000 cada mes, ingresos de $ 450.000 mensuales, un valor de mercado
nulo y una vida util de un ano y medio. Si la tasa de oportunidad del inversionista es del 38% anual,
seleccionar el proyecto mas rentable.

El flujo de caja del proyecto A es el siguiente:

2.950.000
320.000
m
0 1]2 24
80.000
4.000.000

Con una tasa de descuento del 2,72% mensual, equivalente al 38% anual, el valor presente neto
de este proyecto es:

320.000 1-003) 18
VP(A) = 1—( NIE j +2.950.000 (1,0272) '*~ 4.000.000 — 80.000.000 (P/A,2,72%,18)
0,0272 + 0,03 .
=$292.858

El diagrama de flujo de caja del proyecto B es:

450.000
1
O 18
G=3.000
40,0007 e
5.000.000

Con la tasa del 2,72% mensual, el valor presente neto de este proyecto es:
VPN(B) = 450.000(P/A, 2,72%,18) — 5.000.000 — 40.000(PIA, 2,72%,18) -3.000(PIG, 2,72%,18) = $ 446.016

Como VPN(B) >VPN(A), entonces se concluye que el mejor proyecto es el B, con el cual se obtie-
ne una utilidad de $ 446.016 en pesos de hoy.

| EJEMPLO 7.4 |

Una empresa productora de articulos de cuero se encuentra en la necesidad de adquirir una maquina
cortadora de cuero y ha recibido dos ofertas, que son una maquina A o una maquina B.

La maquina A tiene un costo inicial de $ 650.000, de los cuales se paga una cuota inicial de
$ 250.000 y el resto financiado a dos anos con cuotas mensuales iguales y con un interés del 3%
mensual. Los gastos mensuales de mantenimiento de esta maquina son de $ 3.600 el primer mes y
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luego se incrementan en un 2% cada mes, reparaciones cada seis meses por valores de $ 50.000 la
primera, $ 65.000 la segunda, $ 80.000 la tercera y asi sucesivamente. La maquina se vende al cabo
de cuatro anos en $ 500.000.

La maquina B se puede adquirir financiada asi: una cuota inicial de $ 200.000 y tres pagos adicio-
nales de $ 100.000, $ 200.000 y $150.000 a 5, 12 y 20 meses respectivamente, con un interés del 3,2%
mensual. Los gastos mensuales de mantenimiento de esta maquinaria son de $ 4.200 el primer mes
aumentados en $ 200 cada mes. Esta maquina se puede vender en $ 420.000 al cabo de cuatro anos.
Las reparaciones son cada ano por el valor de $100.000 cada una.

Dado que las dos maquinas tienen el mismo rendimiento y efectividad, no consideramos los
ingresos por concepto de produccion, porque son los mismos para ambas maquinas.

Seleccionar la mejor alternativa si la empresa utiliza una tasa de descuento del 28% nominal trimestral.

500.000 Por tratarse de dos alternativas o pro-
yectos con vidas Utiles iguales (cuatro
anos), basta con compararlos o evaluar-
los para un ciclo de vida util cada uno.

El flujo de caja de la alternativa de

@ Ao e 7 oo 24 A8 oeas la maquina A es el siguiente:
________________ 23.619 k=2% Donde la cuota de financiacion
K > del saldo pendiente por la compra es:
50.000 g5000 T eee il L
250.000 T A =400.000(A/P, 3%, 24) = $ 23.619

La tasa de descuento de la empre-
sa es equivalente al 228% mensual o
14,49% semestral o 31,08% anual. De tal manera que el valor presente neto es:

48
. 3.600 1,02
VPN (A)=500.000(1,0228) *¢ - 250.000 — 23.619(P/ A,2,28%, 24) — 1|
A) ( ) ( 6,24) 0,0228 — 0,02 [ (1,0228) }

-50.000 (P/ A, 14,49%, 8) — 15.000(P/ G14,49%, 8) = $-1.092.035

El flujo de caja de la alternativa de la maquina B es el siguiente:

420.000
12-5 12 20 24 36
0 N R R R 48 meses
______ =2
3600 ¥ T Troem-oooi_ Lo G _ Y
200.000 V| TTTTTTeeehe—aol
50.000 oL
""""""" 100.000
200.000
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El valor presente neto para esta alternativa es:

VPN(B = 420.000(1.0228)* - 200.000 — 100.000(1.032)5— 200.000(1.032)-'2 -150.000(1.032)%
— 4200(P/A, 2,28%, 48) — 200(P/G, 2,28%, 48)

—100.000(P/A, 31,08%, 4)

=$ -806.256

Los resultados anteriores nos indican que, teniendo en cuenta solo los gastos y el valor de mer-
cado de cada maquina, y si debemos comprar necesariamente una de estas dos maquinas, la decisién
es adquirir la maquina B.

Sin embargo, en casos como el anterior puede suceder que exista la posibilidad de no adquirir
ninguna, si ambas producen pérdidas; entonces aqui si se deben considerar los ingresos obtenidos
en cada alternativa o proyecto, asi sea que estos sean iguales o no para ambas, para, luego, comparar
los valores presentes netos de las dos alternativas.

Estos son los casos en los cuales, ademas de las dos alternativas o proyectos expuestos, existe la
posibilidad de “no hacer nada’; es decir, de no llevar a cabo ninguno de los proyectos expuestos.

Para cuando las vidas utiles econdmicas son diferentes, el problema tiene varias formas de solu-
cidén segun algunos supuestos que se deben tomar desde un comienzo.

Si tenemos dos proyectos, A y B, con vidas utiles econdmicas diferentes, sean por ejemplo tres y cuatro
anos para Ay B respectivamente, las diferentes formas de aplicar el VPN para su comparacion y evaluacion son:

i)  Tomar el minimo comun multiplo (mcm) entre 3y 4, que es 12, y suponer que en cada ciclo de vida
util de un proyecto el flujo de caja es el mismo del ciclo inmediatamente anterior, es decir, que las
condiciones son iguales en cualquier ciclo de vida util; bajo este supuesto, bastante irreal, se eva-
IGan los dos proyectos en un tiempo de 12 anos, calculando VPN(A) y PN(B) y comparandolos.

ii) Tomar el mcm de sus vidas utiles, 12 anos en nuestro ejemplo, y proyectar los flujos de caja rea-
les para cada ciclo. En este método el mayor inconveniente radica en la aproximacion al flujo de
caja real para tiempos largos como 12 anos en nuestro ejemplo.

iii) Acortar la vida util del proyecto de mayor duracién hasta llegar a igualarlo con el de menor dura-
cién. En nuestro ejemplo, se debe acortar la proyecto B a tres anos, de tal manera que se iguala
con la vida util de A.iv)

Para esto se debe calcular un valor de mercado del proyecto B al final de los tres anos, que consiste
en actualizar en esa fecha el flujo de caja del cuarto ano. Una vez que se tengan ambos proyectos en
igualdad de tiempos —esto es, en vidas Utiles iguales— se aplica el método del VPN para este caso.

iv) Prolongar el tiempo de estudio del proyecto de menor vida atil hasta igualarlo con el tiempo de
vida util del proyecto de mayor duracion.

La eleccion del método para la evaluacion de uno o varios proyectos depende basicamente de la
naturaleza de los proyectos, y es asi como para algunos casos es mas razonable un método que otro.

| EJEMPLO 7.5 |

Usted debe asesorar a una empresa en la adquisicion de una de las maquinas, A y B, cada una de las
cuales produce el mismo articulo, pero tienen vidas de servicio diferentes. Los flujos de caja son los
siguientes y la tasa de descuento es del 3% mensual.

Costo inicial $5.000.000 $8.000.000
Beneficios mensuales $300.000 $300.000
$ 305.000
$310.000
Valor de mercado $ 1.500.000 $2.000.000
Vida util (anos) 2 3
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Supdngase que el uso de la maquina es por més de seis anos y que el flujo de caja se repite en
cada uno de los ciclos de vida util de cada maquina.

El minimo comun multiplo de 2y 3 es 6. Entonces tomamos un tiempo de seis anos para el estu-
dio de cada alternativa. Para la maquina A, el VPN del primer ciclo de vida util es:

VPN, =300.000(P/A, 3%, 24) + 1.500.000(1,03)2* - 5.000.000 = $ 818.563

Como este valor de $ 818.563 se repite para cada uno de los dos ciclos siguientes, el VPN(A) es-
tara dado por:

VPN(A) = 818.563 + 818.563(1,03)* + 818.563(1,03)“¢ = $ 1.419.333

Para la maquina B, el VPN del primer ciclo de vida util es:

VPN, = 300.000(P/A, 3%, 36) + 5.000(P/G, 3%, 36) + 2.000.000(1,03)-% -8.000.000
=$808.254

Como este valor de $ 808.254 se repite para el segundo ciclo de vida util, entonces el VPN (B)
estara dado por:

VPN(B) = 808.254 + 808.254(1,03)% = $ 1.087.128

Ahora bien: como VPN(A) > VPN(B), debe seleccionarse o escogerse la maquina A, y esto signifi-
ca que al optar por esta maquina se obtendra una utilidad por un tiempo de seis anos y que en pesos
de hoy equivale a $ 1.419.333, superior a la que se lograria con la maquina B para el mismo tiempo.

| EJEMPLO 7.6 |

Suponga que en el ejemplo 7.5, después de un estudio de estimacion de los flujos de caja para los ci-
clos de vida util futuros para cada alternativa, se ha llegado a la siguiente conclusién: para la maquina
A los costos se incrementan cada ciclo de vida util en el 25%, y los beneficios e ingresos en el 20%; y
para la maquina B los costos se incrementan en el 18% y los beneficios e ingresos en el 25%. En estas
condiciones, seleccionar la mejor alternativa.

En este caso, el flujo de caja de un ciclo ya no se repite en el ciclo siguiente para ninguna de las alternativas.

Como complemento del ejercicio, el estudiante debe hacer el diagrama de flujo de caja en cada
una de las alternativas, en el periodo de seis anos.

Aqui es necesario calcular el VPN de cada uno de los ciclos de vida util para las dos alternativas.
Para la maquina A tenemos:

VPN, = $ 818.563, en el punto 0

VPN, = 360.000(P/A, 3%, 24) + 1.800.000(1,03)* - 6.250.000 = $ 732.275, en el punto 24
VPN, = 420.000(P/A, 3%, 24) + 2.160.000(1,03)** - 7.812.500 = $ 566.231, en el punto 48
El valor presente neto de la alternativa A sera:

VPN(A) = 818.563 + 732.275(1,03)%* + 566.231(1,03)“¢ = $ 1.315.821

Para la maquina B tenemos:

VPN, = $ 808.254 en el punto 0

VPN, = 375.000(P/A, 3%, 36) + 6.250(P/G, 3%, 36) + 2.500.000(1,03)"*¢

—9.440.000 = $ 1.570.318 en el punto 36

El valor presente neto de la alternativa B sera:

VPN(B) = 808.254 + 1.570.318(1,03)% = $ 1.350.064

Ahora bien: como VPN(B) >VPN(A), debe seleccionarse la maquina B.
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Como es posible observar a partir de los ejemplos 7.4 y 7.5, la decisién puede cambiar depen-
diendo de las condiciones que determinen el comportamiento del flujo de caja de cada alternativa.
El estudio de este tema corresponde a la materia “Evaluacion financiera de proyectos’, de la cual las
matematicas financieras son base.

Se llama costo capitalizado el valor presente neto del flujo de caja de un proyecto de vida util
perpetua.

En la practica, cuando un proyecto tiene vida util indeterminada —es decir, se considera que puede
funcionar a perpetuidad- se hace una estimativa y proyeccion del flujo de caja y se calcula el costo
capitalizado o valor presente neto para su evaluacion.

Debe tenerse en cuenta que para esta clase de proyectos el valor que se calcula como VPN es
solo un estimado, dada la dificultad real para la proyeccion tanto del flujo de caja como de la tasa de
descuento. Por esta razén, un método utilizado frecuentemente consiste en hacer evaluaciones perio-
dicas, o lo que comunmente se conoce como evaluacién ex post.

| EJEMPLO 7.7 |

Un proyecto consiste en la construccion, mantenimiento y uso de un pequeno edificio para oficinas,
cuya vida util se estima a tiempo indefinido y el flujo de caja es aproximadamente el siguiente:

El costo del terreno es $ 35 millones; el de construccion, $ 185 millones; el mantenimiento anual
es de $ 8 millones el primer ano y se incrementara en $ 1 millon por ano de ahi en adelante. Los in-
gresos seran de $ 55 millones el primer ano y se incrementaran en el 20% anual aproximadamente; la
tasa de oportunidad del inversionista se estima en el 33% anual. En estas condiciones, determinar el
valor presente neto o costo capitalizado.

El diagrama de flujo de caja, en el cual
los valores estan en millones de pesos,
es el siguiente: | R

Como la serie de ingresos anua- 0
les forma un gradiente geomeétrico G=1
perpetuo y los egresos un gradiente | | ...
aritmético perpetuo, aplicando las formu- 220 T
las correspondientes a estas clasesde | T
series variables tenemos:

L85 gy 1
VPN = 03302 220 0,33 [8+ 0,33} $169.65000

Es decir, este proyecto da una utilidad que, medida en pesos de hoy, equivale a $ 169.650.000.

Cuando se trate de dos o mas proyectos a término indefinido, para su evaluacién y seleccion
por el método del VPN simplemente calculamos el costo capitalizado para cada uno de ellos y ha-
cemos la comparacion entre estos valores, en forma similar al caso de proyectos o alternativas de
vida util finita.
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| EJEMPLO 7.8 |

Un pequeno proyecto requiere una inversion inicial de $ 10 millones hoy y $ 5 millones en un afo, unos gas-
tos mensuales de $ 600.000 el primer mes y aumentaran de ahi en adelante en $ 20.000 cada mes; generara
unos ingresos mensuales de $ 1.050.000 el primer mes y aumentaran en el 2% cada mes de ahi en adelante,
una vida util de tres anos y un valor de mercado de $ 6 millones. Si el objetivo del inversionista es ganar en
pesos de hoy el equivalente por lo menos del 15% del valor presente del total de las inversiones, determinar si
el inversionista debe llevar a cabo el proyecto o no, sabiendo que la tasa de oportunidad es del 30% anual.

El estudiante debe construir el diagrama de flujo de caja. Para una tasa de descuento del 30% anual,
equivalente al 2,21% mensual, tenemos:

Valor presente de las inversiones = 10.000.000 + 5.000.000(1,3)"' = $ 13.846.154

36
__1.050.000 _ (1,02 -3 _
VP ()= 0.0221 - 0,02 {1 (1,0221j }+6.000.000 (1,3) =38.414.398

VP(E) = 13.846.154 + 600.000(P/A, 2,21%,36) + 20.000(P/G, 2,21%, 36)
=$ 36.112.401

Por tanto:

VPN = 38.414.398 - 36.112.401 = $ 2.302.000

Ademas, el 15% del valor presente de las inversiones es 0,15(13.846.154) = $ 2.076.923. Luego, la ganan-
cia en pesos de hoy, 0 VPN, si es superior al 15% del valor presente de las inversiones; esto quiere decir que
el inversionista si debe llevar a cabo el proyecto. Sin embargo, en esta situacién la decisién podria cambiar
en el caso de tener un VPN > 0, pero no muy inferior al 15% del valor en pesos de hoy de las inversiones.

El estudiante encontrara en la seccion de problemas una cantidad suficiente de ejercicios para
que practique no solo la parte mecanica de calcular el VPN, sino también para interpretar este valor.

1.  Un proyecto requiere de las siguientes inversiones: $ 80 millones hoy, $ 30 millones en seis
meses y $ 40 millones en un ano. Generara unos ingresos de $ 3.600.000 el primer mes y au-
mentaran en el 4% mensual de ahi en adelante hasta finales del quinto ano, cuando tendra un
valor de mercado de $ 42 millones. Los egresos seran de $ 1.500.000 mensuales el primer afno y
aumentaran en el 15% cada ano. Si la tasa de oportunidad del inversionista es del 22,6% EA, se
pide hallar el valor presente neto del proyecto.

42.000.000
_ .4
3600000 o _eo-===T7T
o Ao 0 wl WEB ... B S
= 1500000 | I- ----- J I_I_____J
30,000,000 40,000,000
80.000.000
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Tasa: 22,6% EA <> 1,71% mensual
Tasa de incremento anual: k% =15% para los egresos

Tasa de incremento mensual: k% = 4% para los ingresos.

60
_3.600.000 |, (1,04 6 _
VP()= 55191 - 0,04 {1 (1,0171) }+42.000.000(1,226) = $455 .885.107

VP(E )=80.000.000+30.000.000 (1,0171) °+ 40.000.000 (1,0171 ) "+

1.500.000 (F / A1,71%,12) |, _ ( 115 ’
0,226 - 0,15 1,226

=$211.050.166
VPN = 455.885.107 — 211.050.166 = $ 244.834.941

Un proyecto tiene una inversion inicial de $ 45 millones; los ingresos trimestrales se estiman en $ 4
millones durante el primer ano y de ahi en adelante aumentaran en el 6% cada trimestre hasta fina-
les del cuarto ano. Los egresos mensuales son de $ 800.000 el primer mes y aumentaran en el 2%
cada mes hasta finales del segundo ano y luego se mantendran constantes. La vida util del proyecto
es de cuatro anos con un valor de mercado por el valor de $ 28 millones.3.

Hallar el VPN para una tasa de oportunidad del inversionista del 24,75% EA.
28.000.000

4.000.000 4.200.000

012 § 9 i 3 U5
48 meses

1.261.519

45.000.000

Tasa de interés: 24,75% EA < 5,68% trimestral <> 1,86% mensual

Tasa de incremento: 6% trimestral para ingresos y 2% mensual para egresos

12
_ 0 4.200.000 |, (1,06 - 4
VP(1)=4.000.000(P/A/5,68%, 4) + g =ea "o {1 (1,0568} }(1,2475) +28.000.000 (1,2475)

= 64.780.000

24
_ 800.000 (1,02 ) 0 2
VP(E)= 45.000.000 + 5:0286 — 0,02 [ (1,0186) }1.261.519(P/A,1,86 %, 24)(1,2475) *= $79.728.160

VPN =VP(l) -VP(E) = $ 64.780.000 — $ 79.728.160 = $ —14.948.160
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La inversion inicial de un proyecto es de $ 70 millones; después se deben hacer nuevas inver-
siones asi: $ 8 millones al cabo de 10 meses y $ 10 millones al cabo de un ano. Los costos de
mantenimiento y produccion se estiman en $ 1.200.000 mensuales el primer afo y aumentaran
en el 15% cada ano. Los ingresos son de $ 4.500.000 mensuales el primer ano y aumentaran en
el 10% cada ano. 5.

El valor de mercado del proyecto al final de la vida util, que es de cinco anos, se estima en $ 55 millones.

Determinar la pérdida o ganancia del proyecto en pesos de hoy, para una tasa de oportunidad del
inversionista del 22%TV.

Para resolver este problema, el estudiante debera participar con la construccion del diagrama de
flujo de caja, y podra observar que:

22%TV <> 1,8% mensual < 23,88% EA
Para los ingresos: F, = 4.500.000(F/A, 1,8%, 12) = $ 59.680.133

5
VP() = 29.680.133 {_( 11 ) } 55.000.000 (1,2388)°

0,2388 - 0,1 1,2388
=$ 211.469.450
Para los egresos: F, = 1.200.000(F/A, 1,8%, 12) = 15.914.702

5
15.914 .702 i
VP(E) = 2:914.70 {1_( 115 )}8.000.000(1,018)"’

0,2388 - 0,15 1,2388

+ 10.000.000(1,018)"2 + 70.000.000 = 140.427.930
Entonces:
VPN =VP(l) - VP(E) = 71.041.500 de ganancia

Se ha podido establecer que en cierto proyecto, cuya inversion inicial es de $ 80 millones, los ingresos
mensuales guardan la siguiente relacién: los ingresos de cualquier mes son iguales a las 5/4 partes de
los ingresos del mes anterior aumentado en $ 10.000, y se sabe que los ingresos totales del tercer mes
fueron de $ 24.000. Los costos del primer mes fueron de $ 1.100.000 y aumentaran en $ 40.000 cada
mes hasta finales del segundo ano, y de ahi en adelante se mantendran constantes. 7.

La vida util del proyecto es de cuatro anos con un valor de mercado al cabo de este tiempo por
el valor de $ 9.500 millones.

Si la tasa de oportunidad del inversionista es del 20,98% EA durante los dos primeros anos y del
21% MV de ahi en adelante, se pide determinar la pérdida o ganancia, en pesos de hoy, al llevar
a cabo el proyecto.

Como en el problema anterior, el estudiante debera participar en la solucién construyendo el
diagrama de flujo de caja del proyecto, con el fin de familiarizarse con ese trabajo.

Tasa de interés:  20,98% EA — 1,6% mensual
21% MV — 1,75% mensual

Para los ingresos: Sea Y, el valor del ingreso en el mest, y sea Y ,, el valor del ingreso en el mes
t + 1. Segun la informacién del problema se tiene la siguiente ecuacion:

Y =2¥+100.000, Y, = 24.000
"7 4

Por lo tanto: t
-(2)

t
Yt=(%)0+10.000
1-

INICIRISS
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Es decir:

t
Y, = (%j [C+40.000]— 40.000

De la condicién del ingreso en el tercer mes se tiene:

3
24.000 =y, = (%j [C+40.000] - 40.000

O sea que: C + 40.000 = 32.768

Por lo tanto, los ingresos en cualquier mes t estaran dados por:

t
Y, =32.768 (%j —40.000=32.768(1,25) -40.000

Como se puede observar, el ingreso en cualquier mes t esta dado por un primer valor que repre-
senta un gradiente geométrico con k = 25% y de una anualidad del valor de $ 40.000 por cada
pago; sin embargo, como la tasa de oportunidad cambia a los dos anos, se debe hallar el valor
presente de los ingresos de los dos primeros anos y luego el de los otros dos.

Para los dos primeros anos:

24
_40.960 |, (1,256 | .
VP, (I) = 0’016_0’25{ (11016] } 40.000(P/ A, 1,6%, 24)
= 24.357.150

Para los ultimos anos se tiene que el valor del ingreso del mes 25 esta dado por:
32.768(1,25)* — 40.000

Por tanto, el valor presente de los ingresos de los dos uUltimos anos esta dado por:

| 24
VPZ(I)={ 6938.894 {1—[ 1.25 ) }—40.000(P/A,1,75%,24)}(1,2098 )2

0,0175 - 0,25 1,0175

=$2.810.219.180

En consecuencia, el valor presente total de ingresos del proyecto estara dado por:
VP(l) = 24.357.150 + 2.810.219.180 + 9.500.000(1,0175)-%(1,016)*

=$ 2.838.856.377

Para los egresos del proyecto se tiene para los dos primeros anos:

VP, =80.000.000 + 1.100.000(P/A, 1,6%, 24) + 40.000(P/G, 1,6%, 24)

=$ 110.286.587

Para los ultimos anos, los egresos mensuales son iguales a los del mes 24, los cuales estan dados
por: $ 1.100.000 + (24 — 1)40.000 = 2.020.000, de tal manera que el valor presente de los egresos
de los dos ultimos anos esta dado por:

VP, = 2.020.000(P/A, 1,75%, 24) (1,2098)2 = $ 26.858.536

Por tanto, el valor presente de los egresos del proyecto esta dado por:
VP(E) = 110.286.587 + 26.858.536 = $ 137.145.123

Y asi el valor presente neto del proyecto esta dado por:

VPN =VP(l) -VP(E) = $ 2.701.711,254 de ganancia en pesos de hoy.
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1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Una compania editorial posee dos maquinas que tienen un costo de $ 3.700.000 y que deben re-
emplazarse cada ocho anos al mismo costo. La compania desea sustituir estas dos maquinas por
una sola de otro modelo con el mismo rendimiento de las dos anteriores y que tiene una vida util
de 12 anos. Hallar la suma de dinero que la compania debe pagar por esta nueva maquina para
que le sean indiferentes las dos alternativas, sabiendo que la nueva maquina puede adquirirse al
mismo precio cada 12 anos y que el dinero rinde el 30% nominal trimestral.

Resolver el problema 7.1 sabiendo que el precio de las primeras maquinas se aumenta en $ 300.000
cada ocho anos y el de la segunda maquina se aumenta en el 45% cada 12 anos.

Seleccionar el mejor activo entre A y B si tienen el siguiente flujo de caja, para una tasa de des-
cuento del 3% mensual:

Activo A: costo inicial de $ 600.000; costo mensual de mantenimiento de $ 20.000 el primer
mes y se incrementara en el 3% cada mes; ingresos mensuales de $ 55.000; valor de mercado
de $ 380.000, y una vida util de tres anos.

Activo B: costo inicial de $ 1 millon; costo mensual de mantenimiento de $ 15.000 el primer
mes y luego aumentara en $ 1.000 cada mes; ingresos mensuales de $ 90.000; valor de mer-
cado de $ 550.000, y una vida util de tres anos.

Resolver el problema 7.3 suponiendo que el activo A tenga una vida util de dos anos y el activo B
una vida util de dos anos y medio.

En el problema 7.3, suponer que la tasa de descuento es del 3% mensual durante el primer ano y
del 3,6% mensual de ahi en adelante.

El dueno de un supermercado desea seleccionar entre dos clases de carros-canasta en los que los clien-
tes depositan los articulos y los transportan hasta las cajas registradoras. El de la clase A tiene un costo
de $ 32.000 cada uno, se le deben cambiar las cuatro ruedas cada afo a un costo de $ 1.200 cada una,
tiene una vida util de seis anos y un valor de mercado de $ 8.000. El de la clase B tiene un costo de $ 38.000
cada uno, se le deben cambiar las cuatro ruedas cada dos anos a un costo de $ 1.500 cada rueda, tiene una
vida util de ocho anos y un valor de mercado de $ 12.000. La tasa de descuento sera del 32% anual.

Resolver el problema 7.6 suponiendo que la tasa de descuento sea del 32% anual durante los
primeros anos jcuantos anos? y del 3,6% anual de ahi en adelante.

En el problema 7.6, jcual deberia ser el valor de mercado del carro-canasta de la clase A para que
al dueno del supermercado le sea indiferente cualquiera de las dos clases de carros?

Una compania dedicada a la construccion de casas esta decidiendo entre comprar una maquina
mezcladora o tomarla en arriendo. Para adquirir la maquina en compra debe invertir hoy $ 2
millones y hacerle un mantenimiento mensual de $ 50.000 durante el primer ano, $ 60.000 men-
suales durante el segundo ano y que continia aumentando en $ 10.000 mensuales cada ano.
Se estima una vida de servicio de seis anos y un valor de mercado de $ 1 millén al final de este
tiempo. Por otra parte, puede tomarse en arriendo la mezcladora con un costo de $ 120.000 men-
suales el primer ano, $ 140.000 durante el segundo ano y que continlia aumentando en $ 20.000
mensuales cada ano. Seleccionar la mejor alternativa con una tasa de interés del 28% nominal
mensual durante los tres primeros anos y del 32% nominal trimestral de ahi en adelante.
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1.10

1.1

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

En el problema 7.9, jde cuanto deberia ser el arriendo mensual de la mezcladora en el primer ano
para que, continuando con el mismo incremento anual, le sea indiferente a la compania cualquie-
ra de las dos alternativas?

Un hotel desea sistematizar parte de sus actividades, y con tal fin se presentan dos propuestas:

La propuesta A tiene un costo inicial de $ 3.600.000 y unos costos de asesoria de $ 40.000 men-
suales el primer afno y que luego aumentaran en $ 25.000 cada ano.

La propuesta B tiene un costo inicial de $ 4.200.000 y unos costos de asesoria de $ 30.000 men-
suales el primer ano y que se incrementaran en el 20% cada ano.

Si el hotel desea utilizar este servicio por espacio de 15 anos, seleccionar la mejor propuesta para
una tasa de oportunidad del 34% anual.

Una universidad desea seleccionar la mas econdmica de dos clases de escritorios para un salén.
La primera clase consiste en escritorios fijos al piso con un costo inicial de $ 2.250.000, costo de
instalaciones de $ 120.000, mantenimiento mensual de $ 10.000, reparacién cada cuatro afos por
el valor de $ 100.000 cada una, una vida util de 20 anos y un valor de mercado de $ 600.000.

La segunda clase consiste en escritorios movibles con un costo inicial de $ 1.400.000, mantenimiento
mensual por el valor de $ 6.000, reparacion cada ano por $ 80.000 cada una, una vida util de 10 afos
y un valor de mercado de $ 400.000. La tasa de oportunidad de la universidad es del 36% anual.

Resolver el problema 7.12 suponiendo una tasa de oportunidad del 36% anual durante los 10 pri-
meros anos y del 40% anual de ahi en adelante.

Una fabrica de zapatos puede comprar una maquina cosedora con una cuota inicial de $ 455.000,
que equivale al 30% del valor al contado y el resto financiado a 30 meses con cuotas mensuales
iguales y a un interés del 3,2% mensual sobre el saldo; el costo mensual de mantenimiento de las
maquinas es de $ 18.000, requiere de una reparacién a los cuatro anos por el valor de $ 160.000,
tiene una vida util de seis anos y un valor de mercado de $ 680.000; ademas, se obtienen unos
ingresos mensuales de $ 80.000.

También existe la posibilidad de tomar una maquina en arriendo por el mismo tiempo de seis
anos y en los que se deben pagar unos arriendos asi: $ 32.000 mensuales el primer ano y luego
aumentaran en $ 4.000 cada ano; los ingresos mensuales seran iguales a los de la primera ma-
quina. Determinar la mejor alternativa para una tasa de descuento del 30% nominal mensual.

Un horticultor desea determinar el cultivo mas rentable entre uno de zanahoria y uno de remola-
cha, en un terreno de 5 hectareas de extension. El cultivo de zanahoria tiene una inversion inicial
de $ 10 millones, costos de mantenimiento mensuales por $ 2 millones, $ 2.100.000, $ 2.200.000
y asi sucesivamente. La produccion en ocho meses se estima en un promedio de 10 kilos por
metro cuadrado; el costo de recoleccion es de $ 3.000 por cada 100 kilos y la zanahoria se vende
a razéon de $ 180 el kilo. El cultivo de remolacha requiere una inversion inicial de $ 12 millones,
gastos mensuales de mantenimiento de $ 3 millones, $ 3.100.000, $ 3.200.000 y asi sucesivamen-
te. La produccion al cabo de 10 meses se estima en un promedio de 8 kilos por metro cuadrado,
el costo de recoleccion es de $ 4.000 por cada 100 kilos y se vende a razén de $ 300 el kilo.

Seleccionar el cultivo mas rentable para una tasa de descuento del 32% nominal mensual.

Resolver el problema 7.15 suponiendo que el precio de la zanahoria aumenta cada ocho meses en
$ 40 el kilo y el de la remolacha en $ 50 el kilo cada 10 meses, y con una tasa de descuento del 33%
nominal mensual durante los dos primeros anos y del 36% nominal mensual de ahi en adelante.
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En el problema 7.15, hallar el precio del kilo de remolacha tal que al horticultor le sea indiferente
cualquiera de los dos cultivos.

Una fabrica desea saber qué alternativa le es mas favorable entre ampliar sus bodegas o tomar
una en arriendo durante ocho anos. Si amplia sus bodegas, esto le implica una inversion inicial
de $ 12 millones, un mantenimiento mensual de $ 100.000, reparaciones cada ano por valor de un
$ 1 millon de pesos cada una y un valor de mercado al final de los ocho anos por el valor de $ 15
millones. Si toma en arriendo una bodega debe pagar la suma de $ 300.000 por mes anticipado
el primer ano, reajustable en el 18% cada ano. La tasa de oportunidad de la empresa es del 38%
anual.

En el problema 7.18, ;jcual debera ser el costo mensual del arriendo en el primer ano para que las
dos alternativas sean equivalentes financieramente?

Un empleado de una empresa desea determinar el sistema mas econdmico de transporte para
asistir a su trabajo durante los proximos tres anos. Un sistema es comprar un vehiculo usado, con
una cuota inicial de $ 4.500.000 y tres pagos de $ 850.000 cada uno a 10, 15 y 20 meses. Se supone
que el costo de la gasolina aumente en el 23% anual a partir del precio actual de $ 1.300 por galdn.
Se requiere un galon de gasolina por cada 30 kildmetros y se espera que haga un recorrido prome-
dio de 12.000 kildbmetros por ano. Espera venderlo al final de los tres anos en $ 5.500.000.

Un segundo sistema consiste en pagar el transporte de servicio publico, y estima que el costo
sera de $ 160.000 mensuales el primer ano y aumentara el 24% cada ano.

a) Resolver el problema con una tasa de descuento del 3% mensual.

b) Determinar, al final de los tres afos, cuanto habra ahorrado el empleado al elegir el sistema
mas econdmico.

Usted, como Jefe de la Oficina de Planeacion y Recreacion de una ciudad, debe decidir entre
dos propuestas para la construccién y administracion de un parque recreacional. La propuesta A
requiere una inversion inicial de $ 25 millones hoy y un costo de ampliacion por el valor de $ 10
millones al cabo de 10 anos; se prevé que los costos anuales de operaciéon sean de $ 200.000 el
primer ano, de $ 240.000 el segundo ano, de $ 280.000 el tercer ano y asi sucesivamente hasta el
ano 20, y de ahi en adelante permaneceran constantes. Los ingresos seran de $ 500.000 anuales
durante los primeros 15 anos, y de ahi en adelante aumentaran en $ 50.000 cada ano.

La propuesta B requiere una inversion inicial de $ 30 millones hoy y unos costos anuales de opera-
cion de $300.000 por ano; se espera que los ingresos sean de $ 600.000 el primer afo y aumen-
taran en $ 40.000 anuales hasta el octavo ano y de ahi en adelante permaneceran constantes.

Para la evaluacion de las alternativas se considera una tasa de interés del 30% anual y una vida
util perpetua del parque.

1.22 El dueno de un restaurante desea seleccionar la mejor alternativa entre comprar una camioneta

para transportar los articulos desde la plaza del mercado hasta el restaurante, o pagar diariamen-
te en vehiculos de servicio publico.

Si compra la camioneta, esta tiene un costo inicial de $ 8 millones, costos mensuales de mante-
nimiento por el valor de $ 50.000, reparaciones cada ano por el valor de $ 150.000 cada una; utilizara
la camioneta durante cinco anos y la vendera al cabo de este tiempo en $ 8.500.000. Por otra parte,
puede utilizar vehiculos de servicio publico haciendo un viaje diario a la plaza (30 dias al mes) y pagan-
do $ 3.500 por cada viaje durante el primer ano, y luego este costo aumentara en el 24% cada ano.

Seleccionar la mejor alternativa para una tasa de oportunidad del 28% nominal trimestral.
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1.23

1.24

1.25

1.26

Usted debe decidir, desde el punto de vista financiero, entre:

a)  Adquirir un activo con una cuota inicial de $ 480.000 y el resto financiado a 24 meses con
cuotas de $ 12.000 cada mes, un costo mensual de operacion de $ 15.000, ingresos men-
suales de $ 40.000, $ 42.000, $ 44.000 y asi sucesivamente, un valor de mercado al final de
la vida util del 10% del valor al contado y una vida util de cinco anos.

b) Tomar en arriendo el activo durante los cinco anos con los siguientes gastos: arriendo por
mes anticipado de $ 85.000, reparacion cada ano por el valor de $ 120.000 cada una, un
deposito de garantia hoy por el valor de $ 200.000, cantidad esta que sera devuelta al cabo
de cinco anos. Los ingresos mensuales son los mismos del caso (a).

La tasa de oportunidad que se toma para la seleccion de las alternativas es del 3,5% mensual.

El Jefe de Compras de un almacén debe decidir entre dos clases de maquinas. La maquina clase
A se adquiere con una cuota inicial del 35% del valor al contado y el resto financiado a 30 meses
con cuotas mensuales de $ 30.000 la primera y luego aumentaran en el 2% cada mes. Esta ma-
quina debe ser reparada cada dos anos a un costo de $ 200.000 por cada reparacion. Tendra un
costo de mantenimiento de $ 25.000 mensuales y un valor de mercado al final de la vida util del
30% del valor al contado; se estima que la vida util sea de cinco anos.

La maquina clase B también tiene una vida util de cinco anos, un valor de contado de $ 1.250.000,
costos mensuales de mantenimiento asi: $12.000 el primer mes, $13.000 el segundo mes, $ 14.000
el tercer mes y asi sucesivamente. El valor de mercado al final de la vida util sera de $ 1.890.000.

La selecciéon se hace teniendo en cuenta la tasa de oportunidad del almacén, que sera del 2,5%
mensual durante los dos primeros anos y del 3% mensual de ahi en adelante.

Una fabrica de tejas plasticas afronta el problema de falta de espacio para almacenar partes de
su produccion, y en este momento se le presentan dos alternativas: tomar en arriendo una bode-
ga de una fabrica vecina, o construirla en un terreno propio de la fabrica. La construccion de la
bodega le implicaria una inversién inicial de $ 8 millones, un mantenimiento mensual promedio
de $25.000, reparaciones cada dos anos por el valor de $ 100.000 cada una, un valor de mercado
al cabo de seis anos de $ 6 millones e impuestos anuales de $ 140.000, $ 150.000, $ 160.000 y
asi sucesivamente. Tomar en arriendo la bodega le implicaria pagar una mensualidad por mes
anticipado durante los seis anos y un mantenimiento mensual de $ 35.000. El arriendo tendra el
mismo valor en los 12 meses de un ano, pero aumentara cada ano en el 20%. El dueno de la fa-
brica desea saber cudl seria el valor del arriendo mensual del primer ano para que, evaluando las
dos alternativas con una tasa del 35% anual, le sea indiferente, desde el punto de vista financiero,
optar por cualquiera de las dos alternativas.

Se empieza a construir hoy un pequeno hotel que estara terminado al cabo de dos anos y medio
y a partir de esta fecha entrara en servicio. La compania que lo construye le propone a usted hoy
que le compre las utilidades de los ultimos cinco anos de servicio debiendo pagar ese valor en
dos cuotas iguales: la primera hoy y la segunda al cabo de dos anos y medio.

Se estima que las utilidades en la explotacion del hotel seran de $ 600.000 mensuales durante el
primer ano, de $ 550.000 mensuales durante el segundo ano, de $ 500.000 mensuales durante el
tercer ano, y asi sucesivamente.

a) ;De cuanto debera ser cada uno de los pagos que usted hara si estos se calculan con la tasa
de oportunidad de la compania, que es del 36% anual?

b) Si usted compra estas utilidades haciendo los pagos determinados en la parte (a), pero su
tasa de oportunidad es del 32% anual, determinar cual sera su pérdida o ganancia al final de
los cinco anos de servicio del hotel. ;Compraria o no usted estas utilidades?
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Para el aseo de un edificio durante seis anos, la administracién de este tiene que decidir hoy
entre dos alternativas. La primera es utilizar una maquina eléctrica que tiene una vida util de tres
anos, un costo inicial de $ 2.500.000 hoy y de $ 3.100.000 dentro de tres anos, un costo de
mantenimiento de $ 50.000 el primer mes y que luego aumentara en el 3% mensual durante los
seis anos, un empleado para operar la maquina con un salario de $ 85.000 mensuales durante
los tres primeros anos y de $ 115.000 mensuales de ahi en adelante; la maquina tendra un valor
de mercado de $ 1.500.000 a los tres y seis anos.

La segunda alternativa es contratar cinco empleados para el aseo manual con un salario mensual
de $ 65.000 para cada uno durante los tres primeros anos y de $ 90.000 mensuales de ahi en ade-
lante; los gastos en implementos de aseo se estiman en $200.000 por ano anticipado. Seleccionar
la mejor alternativa con una tasa de descuento del 27% nominal mensual y utilizando el VPN.

En el problema 7.27, para la segunda alternativa, contratando el mismo nimero de empleados
con un salario mensual de $ 48.000 para cada uno durante los tres primeros anos, ;de cuanto
debera ser el salario mensual uniforme de cada uno en los tres anos restantes para que las dos
alternativas sean financieramente equivalentes?

Una fabrica de gaseosas del pais desea construir una planta para producir las nuevas botellas
gue requerird anualmente, que son de 1 millén de botellas aproximadamente. La inversién inicial
requerida por esta planta sera de $ 250 millones, su valor de mercado al cabo de 10 anos se esti-
ma en $ 300 millones, y sus gastos anuales en materias primas, mantenimiento y funcionamien-
to se estiman en $ 22 millones el primer ano y aumentaran en el 33% anual. El costo en mano de
obra sera de $ 2.400.000 mensuales el primer ano y luego aumentaran en el 19% anualmente.

Si la tasa de oportunidad del dueno de la fabrica es del 34% anual, determinar a qué precio de la
botella este obtendra un valor presente neto de $ 10 millones.

Un empleado desea comprar un vehiculo para su uso particular por espacio de tres anos, y se le
presentan dos alternativas. La alternativa A es comprar un automovil en un valor al contado de
$ 12 millones, gastos mensuales en combustibles, estacionamientos, impuestos y reparaciones
por un valor aproximado de $ 180.000 el primer mes y que aumentaran en el 2% cada mes y un
valor de mercado de $ 10 millones.

La alternativa B es comprar una camioneta por el valor de $ 19 millones, con gastos en combusti-
bles, seguros, impuestos y reparaciones por el valor de $ 220.000 mensuales el primer anho y que
aumentaran en el 25% cada ano, y un valor de mercado de $ 18 millones.

Si el empleado tiene una tasa de oportunidad del 32% anual, hallar la mejor alternativa.

Una familia dispone en este momento de la suma de $ 80 millones y desea determinar qué es
mejor: comprar un apartamento por este valor que estiman lo venderan dentro de cinco anos en
$ 110 millones, o tomarlo en arriendo por el mismo tiempo, pagando la suma de $ 600.000 por
mes anticipado durante el primer ano y luego aumentara en el 19% cada ano.

Determinar la mejor alternativa de la familia si su tasa de oportunidad es del 31% anual.

Un agricultor compré un tractor en $ 100 millones; el mantenimiento mensual sera de $ 320.000
para el primer ano y aumentara en el 25% anual; se estima que pueda laborar 140 horas al mes y
recibira $ 20.000 por hora el primer mes y aumentara en $ 1.000 por hora al mes. Si aspira ope-
rar el tractor durante dos anos y medio, determinar el valor de mercado del tractor para que el
agricultor obtenga el dia en que lo compra una ganancia del 10% del valor al contado si su tasa
de oportunidad es del 29% anual.
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1.35

1.36

1.37

Usted ha logrado determinar un proyecto agricola con la siguiente informacion:
Inversion inicial: $ 5 millones
Otras inversiones: $ 10 millones en cada uno de los anos 1y 2

Las utilidades por la comercializacion del producto seran de $ 2 millones en el ano 2 y aumenta-
ran de ahi en adelante en $ 500.000 cada ano

Vida util del proyecto: 7 anos
Valor de mercado (final de la vida util): $ 8 millones

Si la tasa de descuento es del 30% EA, determinar si se debe llevar a cabo el proyecto o no, utili-
zando el indice del valor presente neto.

Un proyecto de inversion tiene la siguiente informacion: inversion inicial, $ 35 millones; nuevas
inversiones asi: $ 15 millones al cabo de un ano y $ 2 millones al cabo de un ano y medio; gas-
tos de mantenimiento y operacion: $ 200.000 el primer mes y aumentaran en el 3% mensual;
ingresos trimestrales: $ 3.500.000 el primer trimestre y aumentaran el 10% por trimestre; valor
de mercado al cabo de tres anos: $ 8.500.000; tiempo de evaluaciéon: 3 anos; tasa de oportunidad
del inversionista: 32% anual. Hallar el valor presente neto de este proyecto.

Una fabrica de gaseosas en el pais esta estudiando la posibilidad de construir una planta para
producir las nuevas botellas que requiere anualmente: un millén aproximadamente. La inver-
sion inicial requerida por esta planta sera de $ 500 millones; su valor de mercado después de 10
anos sera de $ 200 millones y sus gastos anuales en materias primas y mantenimiento son $ 25
millones el primer ano y luego se incrementan cada ano el 18%; el costo de mano de obra es de
$ 1.500.000 mensuales el primer ano y luego se aumenta el 21% anualmente. Si la tasa de opor-
tunidad de la fabrica es del 30% anual, ja qué precio de la botella deberia la fabrica de gaseosas
construir la planta?

Un banco comercial estd analizando la posibilidad de comprar una empresa W. En el estudio de
valoracion de la empresa W se ha logrado identificar que esta podria generar mas utilidades ne-
tas anuales que creceran a una tasa del 20% promedio anual. Si ademas se ha logrado determi-
nar que las utilidades para el proximo ano de la companiaW son de $ 200 millones y que la tasa
de descuento que utiliza el banco para sus evaluaciones es del 20% anual, jcudl es la cantidad
maxima que el banco podria ofrecer hoy por la compra de la empresa W considerando 10 ahos
de vida util de la empresa?

Dado el volumen de papeleria necesaria cada mes en una empresa (1.300.000 hojas de papel con
perforaciones para doblar y 500.000 hojas de papel con membrete de la empresa), se requiere
evaluar dos alternativas para llevar a cabo tanto las perforaciones como el membrete. En la ac-
tualidad, la perforacion y el membrete se hacen en un departamento adaptado con tal fin, a un
costo de $ 2.000 la perforacion de mil hojas y $ 5.500 el membrete de mil hojas. Las dos alter-
nativas para estudiar son las siguientes: la alternativa A, que consiste en utilizar estos servicios
de una compania similar que cobraria a razén de $ 2.000 la perforacion de mil hojas y $ 6.300
imprimir el membrete en mil hojas durante el primer aho, pero luego incrementaria estos costos
en el 24% cada ano. La alternativa B es comprar una maquina que hace los dos trabajos por un
costo de $ 2.800 millones con un valor de mercado al cabo de seis anos de $ 1.200.000, un costo
de mantenimiento mensual de $ 15.000 el primer ano, $ 20.000 el segundo ano, $ 25.000 el tercer
ano y asi sucesivamente; costo de mano de obra mensual de $ 25.000 para el primer afo, y luego
aumentara en $ 85.000 cada afno, y un seguro al principio de cada ano por el valor de $ 500.000.
La empresa necesitara estos servicios de papeleria solo por seis anos. Considerar una tasa de
oportunidad de la empresa del 30% anual.
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Capitulo 7: Valor presente neto (VPN)

a) Determinar la mejor alternativa entre A y B, segun el VPN.

b) ;Cual debe ser la suma de dinero minima que la empresa debe invertir hoy al 32% nominal
trimestral para crear un fondo que le sea suficiente para sufragar mensualmente los gastos
al utilizar la alternativa A durante los seis anos?

Se tienen dos proyectos de inversion, A y B. El inversionista desea saber qué alternativa debe
seleccionar, o si lo mejor es ninguna de las dos, es decir, no hacer nada. Los flujos de caja son los
siguientes:

0 $-(10.000.000,00) $-15.000.000 0
1 $ 1.315.000,00 1.765.000 0
2 $ 1.315.000,00 1.765.000 0
3 $ 1.315.000,00 1.765.000 0
4 $ 1.315.000,00 1.765.000 0

Resolver el problema para cada uno de los casos siguientes, utilizando el método del VPN:
a) Tasa de oportunidad: 6% semestral

b) Tasa de oportunidad: 9% semestral

¢) Tasa de oportunidad: 10% semestral

d) Tasa de oportunidad: 14% semestral

¢Qué observa?

Un pequeno proyecto requiere de una inversién inicial de $ 45 millones y luego inversiones
de $5 millones en un ano y $ 3 millones en dos anos. Los ingresos mensuales se estiman
en $ 3.500.000 el primer mes y luego aumentaran en el 1,5% mensual, y tendra un valor de
mercado de $ 10 millones al cabo de tres afos y medio. Los egresos se estiman en $ 1 millén
mensuales. Si el inversionista tiene una tasa de oportunidad del 18,5% anual, determinar si
debe llevar a cabo el proyecto o no, suponiendo que su objetivo sea ganar, en pesos de hoy,
al menos el 5% de la inversién inicial.

Un agricultor tiene la opcion de tomar en arriendo una finca que produce fruta en los meses de
enero, febrero, marzo y abril en el primer semestre, y en julio, agosto, setiembre y octubre en
el segundo semestre. Los niveles de produccion en anos anteriores han tenido los siguientes
comportamientos, que, se espera, sean los mismos para los anos siguientes: en enero la produc-
cion es de 450 cajas de fruta y aumentara en 40 cajas por mes hasta abril y de 310 cajas en julio
y aumentara en 15 cajas por mes hasta octubre. Los precios por caja de fruta se han mantenido
en $ 4.500 para el primer semestre del ano y en $ 5.500 para el segundo semestre. Los costos
mensuales ascienden a $ 900.000 durante todo el ano, y el arriendo de la finca tiene un valor de
$ 28 millones por ano anticipado.

Si el agricultor tiene una tasa de oportunidad del 10,5% EA, se pide determinar cuanto gana o
cuanto pierde, en pesos del 1 de enero, al tomar en arriendo la finca por tres anos.

Un pequeno proyecto requiere de una inversion inicial de $ 70 millones, nuevas inversiones por
el valor de $ 8 millones en 10 meses y $ 10 millones en un ano. Los costos de mantenimiento y
produccién mensuales, asi como los ingresos mensuales para los proximos seis meses, se mues-
tran en la tabla siguiente, medidos en millones de pesos.
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1.42

1.43

1.44

Costo 1,2 1,6 2 1,6 1,8 2,1
Ingreso b 4,6 5,5 6 7 6,8

El valor de mercado del proyecto al cabo de cinco anos se estima en $ 55 millones. Ajustando
los costos a una funcién lineal y los ingresos a una funcion exponencial, estimar el flujo de caja
para los cinco anos, y determinar la pérdida o ganancia, en pesos del dia, del inicio de labores
del proyecto para una tasa de oportunidad del inversionista del 18% TV.

Un proyecto agricola requiere de una inversion hoy de $ 25 millones y luego inversiones asi: $ 5
millones en un ano y $ 3 millones en dos anos. Los ingresos mensuales se estiman en $ 1.800.000
el primer mes y luego aumentaran en el 1,5% cada mes, y tendra un valor de mercado de $ 10
millones al cabo de tres anos. Los egresos se estiman en $ 1 millon mensuales. Si el inversionista
tiene una tasa de oportunidad del 28,5% anual, determinar el valor presente neto del proyecto y
decidir si se debe llevar a cabo, suponiendo que el inversionista tiene como meta ganar, en pesos
de hoy, al menos el 25% del valor de las inversiones actuales.

Un industrial dedicado a la elaboracion de zapatos desea saber si debe llevar a cabo o no un pro-
yecto que consiste en abrir una sucursal de esa empresa en una ciudad alterna. La informacién
que tiene es la siguiente:

Inversion inicial de $ 120 millones, nuevas inversiones de $ 25 millones en seis meses y $ 10 mi-
llones en un ano.

Por estudio de mercado estima que los ingresos y gastos mensuales en millones de pesos duran-
te los proximos seis meses seran los que se registran en la siguiente tabla, y se espera que sigan
un comportamiento similar.

Costo 4,3 5 5,1 4,8 5,4 5,
Ingreso 2,3 2,5 3 2,8 3.1 3,4

A partir de la funcién lineal o exponencial que sea mas representativa para cada caso, ingresos o
gastos, proyectan un flujo de caja para los préximos cinco anos que sera el tiempo de vida util y de
evaluacion del proyecto, al cabo del cual se estima que tenga un valor de mercado de $ 100 millones.

La tasa de oportunidad del inversionista se estima en el 12% anual para los dos primeros anos y
en el 16% anual de ahi en adelante.

Si el objetivo del inversionista es ganar, en pesos de hoy, al menos el 18% del valor presente de
las inversiones, usted debe asesorarlo en el sentido de tomar la decisidon sobre si llevar a cabo o
no el proyecto de la nueva sucursal de la empresa.

Un proyecto de inversion tiene la siguiente informacion: Inversion inicial de $ 150 millones, nue-
vas inversiones de $ 500 millones en un afno y $ 20 millones en un afo y medio.

Gastos de mantenimiento y operacion por mes: $ 2 millones el primer mes y aumentaran en el
3% mensual durante el primer ano, en el 4% mensual durante el segundo ano y en el 6% mensual
de ahi en adelante.

Ingresos trimestrales de $ 35 millones el primer trimestre y aumentaran en el 10% cada trimestre.
Valor de mercado al cabo de cuatro anos: $ 85 millones.

Si el objetivo del inversionista es obtener una ganancia, en pesos de hoy, de por lo menos el 15%
del valor presente de las inversiones, determinar si el inversionista debera llevar a cabo o no el
proyecto, sabiendo que tiene una tasa de oportunidad del 13% EA en los dos primeros anos y del
18% EA de ahi en adelante.
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1.45 Un proyecto industrial dedicado a la confeccion y comercializacion de vestidos para dama re-
quiere de una inversién inicial de $ 110 millones y se prevé nuevas inversiones asi: $ 25 millones
al cabo de un ano y $ 30 millones al cabo de dos anos.

Los ingresos por la venta de los vestidos se estiman en $ 6.500.000 el primer mes y luego au-
mentaran en el 1,5% cada mes, y tendran un valor de mercado de $ 40 millones al cabo de cuatro
anos. Los gastos de funcionamiento y produccién se estiman en $ 3.500.000 mensuales el primer
ano y aumentaran en el 12% cada ano.

Si la tasa de oportunidad del inversionista en este proyecto es del 18% EA para el primer ano y
del 16,2% MV de ahi en adelante, determinar si el inversionista obtiene pérdida o ganancia, en
pesos de hoy, al llevar a cabo este proyecto, asi como el valor de esa pérdida o ganancia.
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Costo anual uniforme
equivalente (CAUE)

El objetivo de este capitulo es capacitar al estudiante en los
meétodos para calcular el costo anual uniforme equivalente (CAUE),
su aplicacion en la evaluacion y seleccion de alternativas

y su interpretacion financiera.

Al terminar el capitulo el lector estara en capacidad de:

e |dentificar la relacion entre el CAUE de un flujo de caja y una
anualidad vencida.

e Calcular el CAUE a partir del valor presente neto de un flujo de
caja o de su valor futuro neto.

¢ Estimar el CAUE de un flujo de caja y la consideracion de varias
tasas de interés en el tiempo de la operacion financiera.

e Seleccionar la mejor de dos o mas alternativas a partir del
CAUE de sus flujos de caja.

* Aplicar el CAUE para dos alternativas con vidas utiles diferentes
con valor de mercado o sin él.
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En el capitulo 7 estudiamos el indice de evaluacion conocido con el nombre de valor presente neto.
Con este se comparan alternativas de vidas utiles iguales o diferentes, pero en este ultimo caso,
cuando el minimo comun multiplo de ellas es un nimero grande (por ejemplo, para dos alternativas
que tengan vidas Utiles de seis y cinco anos respectivamente el mcm es 30), para este intervalo de
tiempo podemos tener serias dificultades para establecer flujos de caja, tasas de descuento, valores
de mercado, etcétera, que nos permitan comparar las dos alternativas en este tiempo y llegar a una
conclusién confiable.

El objetivo de este capitulo es presentar y llegar a manejar con alguna propiedad otro método
que nos permita seleccionar la mejor de dos alternativas, asi se encuentren en una situacion similar
a la descrita en el parrafo anterior. Este método se conoce con el nombre de costo anual uniforme
equivalente (CAUE), y se lo llama también promedio financiero (PF).

DEFINICION 8.1

Dado el flujo de caja de un proyecto durante un tiempo de n periodos, se llama costo anual uni-
forme equivalente, y se denota por CAUE, a la cantidad neta periddica e igual que sustituya finan-
cieramente al flujo de caja dado.

El CAUE o PF del flujo de caja de un proyecto representa la cantidad que financieramente es el pro-
medio, ya sea de ganancia, si es positiva, o de pérdida, si es negativa, que se logra al llevar a cabo
ese proyecto. Se debe advertir que algunos autores también lo Ilaman costo anual equivalente (CAE),
y su aplicacién tiene lugar cuando quien decide en un proyecto o alternativa desea saber cual es el
promedio periddico de pérdida o ganancia que obtendra si realiza el proyecto.

Con base en el diagrama de flujo de caja en una anualidad vencida de n pagos de valor A cada unoy
con un tasa de interés del i% por periodo, tenemos que P = (P/A, i%, n), donde P es el valor presente
ubicado un periodo antes del primer pago. De la expresion anterior, obtenemos:

Acp|— 1
{(P/A,/%, n)}

El factor 1/(PIA, i%, n) se denota (AIP, i%, n), de tal manera que:
A =P (AP i%, n) (8-1)

A este factor (AIP, i%, n) se le conoce algunas veces con el nombre de factor de distribuciéon de un
valor presente y se interpreta como el factor que, aplicado a un valor presente P, lo distribuye finan-
cieramente hacia delante, en n pagos iguales. El valor A de cada pago asi obtenido es lo que se llama
el costo anual uniforme equivalente a P, y por esta razén tenemos:

A = CAUE

De igual manera, en el mismo diagrama de flujo de caja anterior, F = A(FIA, i%, n) y a partir de
esta relacion llegamos a:

_ 1
A_F{(F/A,i%,n)}

Al factor 1/(FIA, i%, n) denotado por (AlF, i%, n) se le conoce con el nombre de factor de distribu-
cion de un valor futuro. La relacion anterior puede escribirse como:

A = F(AIF i%, n) (8-2)
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Como en el caso anterior, este valor de A corresponde al costo anual uniforme equivalente al
valor futuro F, y también tenemos:

A = CAUE

| EJEMPLO 8.1 |

Calcular el CAUE del siguiente flujo de caja, para una tasa de interés del 3% mensual.

..... 10 meses

10.000
20.000
30.000

40.000

Utilizando el valor presente tenemos:
P =30.000 + 10.000(P/F, 3%, 3) + 40.000(P/F, 3%, 5) + 20.000(P/F, 3%,10) = $ 88.537,6
Y:
CAUE = 88.537,6(AIP, 3%,10) = $ 10.379,3
Si utilizamos el valor futuro tenemos:
F = 30.000(F/P, 3%, 10) + 10.000(F/P, 3%, 7) + 40.000(F/P, 3%, 5) + 20.000 = $ 118.987,2
Y:
CAUE = 118.987,2(AIF, 3%, 10) = $ 10.379,3
Como se puede observar, el valor del CAUE es independiente de si utilizamos el presente o el futuro.

El valor anterior significa que para una tasa de interés del 3% mensual, el flujo de caja de los cua-
tro pagos mostrado en la figura 8.1 es equivalente financieramente a una serie uniforme de 10 pagos
de $ 10.379,3 mensuales.

En la mayoria de casos, el flujo de caja de un proyecto estd formado por ingresos y egresos y no
siempre por solo egresos, como el flujo de caja dado en el ejemplo 8.1. Por esta razén, y para efectos
practicos, debe calcularse lo que se conoce como el costo anual uniforme equivalente neto, que viene
dado por cualquiera de las operaciones siguientes:

a) CAUE (neto) = CAUE(l) — CAUE(E)
b) CAUE (neto) = P(AIP, i%, n) (8-3)
c) CAUE (neto) = F(AIF, i%, n)

| EJEMPLO 8.2 |

Un proyecto requiere una inversion hoy de $ 4 millones y nuevas reinversiones en los meses 3,4y 5
de $500.000 cada una; se obtienen unos ingresos de $ 850.000 mensuales a partir del sexto mes hasta
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finales del afno en el que el proyecto se termina con un valor de mercado de $ 1.500.000. Si la tasa de
oportunidad del inversionista es del 3,5% mensual, hallar el promedio financiero mensual de pérdida
0 ganancia, es decir, el CAUE mensual.

1.500.000
. . . . 850.000
El diagrama de flujo de caja es el si- 1 2 3
guiente: 0 4 5 6 7 . ....
Para hallar el CAUE (neto) men- | | S-o-ioo- 12

sual podemos aplicar cualquiera de las 500.000
relaciones de (8-3).
4.000.000

Asi, por ejemplo, si aplicamos la
primera de esas relaciones, tenemos:
CAUE(l) = [1.500.000 + 850.000(F/A, 3,5%, 7)I(A/F, 3,5%, 12) = $ 555.576
CAUE(E) = [4.000.000 + 500.000(P/A, 3,5%, 3)(1,035)2](A/R, 3,5%, 12) = $ 549.260
Por tanto, el CAUE (neto) mensual sera:
CAUE =555.576 — 549.260 = $ 6.316
Esto quiere decir que llevar a cabo este proyecto equivale a tener una ganancia mensual de $ 6.316.
El estudiante debera resolver el ejemplo 8.2 utilizando las otras dos relaciones de las expresiones (8-3).

Se debe tener en cuenta que para hallar el CAUE podemos aplicar cualquiera de las relaciones de
(8-3), siempre y cuando la tasa de descuento o de oportunidad sea constante a lo largo de la vida util
del proyecto. Si la tasa de descuento varia, el procedimiento para hallar el CAUE es diferente, como lo
podremos ver en el ejemplo 8.3.

| EJEMPLO 8.3 |

Resolver el ejemplo 8.2, suponiendo que la tasa de oportunidad del inversionista sea del 3,5% men-
sual durante los cinco primeros meses y del 4,5% mensual de ahi en adelante.

El diagrama de flujo de caja es el mismo que el del ejemplo 8.2, solo que en este caso la tasa de des-
cuento es una para los cinco primeros meses y otra de ahi en adelante.

Debemos calcular en primer lugar el valor presente neto del flujo de caja:

VP(l) = 850.000(P/A, 4,5%, 7)(1,035)° + 1.500.000(1,045)7(1,035)° = $ 5.145.330 VP(E) = 500.000(P/
A, 3,5%, 3)(1,035)2 + 4.000.000 = $ 5.307.67

Asi que el valor presente neto sera:
VPN = $5.145.330 — $ 5.307.679 = $ -162.349

Ahora se debe distribuir unifor-
memente esta cantidad durante los
12 meses teniendo en cuenta las dos 162.394
tasas: 3,5% 4,5%

El diagrama de flujo de caja final
seré:
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Por tanto:
-162.349 = A(P/A, 3,5%, 5) + A(P/A, 4,5%, 7)(1,035)°
A=%$-17131

Este valor de A es el CAUE neto mensual, lo que quiere decir que, en estas condiciones, llevar a
cabo el proyecto equivale a tener una pérdida mensual, durante un ano, de $ 17.131.

Sean A y B dos alternativas con vidas utiles iguales o diferentes. Cuando se van a comparar las
dos por el método del CAUE se siguen los pasos que se describen a continuacion:

i) Tomar un ciclo de vida util para cada alternativa y registrar en cada uno de ellos el flujo de caja
correspondiente.

ii) Hallar CAUE(A) y CAUE(B), cada uno en el ciclo de vida correspondiente.

iii) Comparar los valores obtenidos en (ii). Si son diferentes, seleccionar la de mayor CAUE, y si son
iguales es indiferente la seleccion que se haga.iv)

Se debe advertir que ambos CAUE deben corresponder al mismo periodo en ambas alternativas,
es decir, ambos deben ser mensuales, trimestrales, semestrales, etcétera.

Que se tome solo un ciclo de vida util para cada alternativa, y de ahi hacer la comparacion y la selec-
cién, implica que para cada alternativa el flujo de caja se repite en cada uno de los ciclos de vida util; por
esto, el método puede tener mayor aplicacién cuando el flujo de caja se maneja en pesos constantes.

| EJEMPLO 8.4 |

Seleccionar la mejor alternativa entre A y B utilizando el método del CAUE, si la informacion es la siguiente:

La alternativa A tiene un costo inicial de $ 600.000, costos mensuales de mantenimiento de $ 32.000,
ingresos mensuales de $30.000, $ 32.000, $ 34.000 y asi sucesivamente; un valor de mercado de $ 250.000
y una vida util de tres anos.

La alternativa B tiene un costo inicial de $ 1.400.000, costos mensuales de mantenimiento de
$65.000, ingresos mensuales de $ 86.000 el primer mes, y luego se reajustaran en el 5% cada mes;
el valor de mercado es $ 450.000 y una vida util de cuatro anos.

La tasa de oportunidad del inversionista es del 3% mensual y se supone que el flujo de caja se
repite en cada ciclo de vida util de cada alternativa.

250.000
Tomando un ciclo de vida util para =2.000

cada alternativa tendremos: E U
_ _ 0 VI 36
Alternativa A. El diagrama de flu-

jo de caja es: 32.000

Calculando el CAUE mensual se
llega a: 600.000

CAUE(l) = [30.000(F/A, 3%, 36) + 2.000(FIG, 3%, 36) + 250.000](A/F, 3%, 36) = $ 62.688,5
CAUE(E) = 32.000 + 600.000(A/P, 3% ,36) = $ 59.482

Entonces:

CAUE(A) =$62.688,5 — $ 59.482 = $ 3.206,5
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Alternativa B. El diagrama de flujo de caja es:

450.000

1.400.000

Calculando el CAUE mensual llegamos a:

CAUE(I) = [M [(1,03)°~ (1,05) ]+ 45.000} x (A/P, 3%, 48)

0,03 - 0,05
=$ 262.496
CAUE(E) = 65.000 + 1.400.000(A/P, 3%, 48) = $ 120.409
Entonces:

CAUE(B) = $ 262.496 — $ 120.409 = $ 142.087
Como CAUE(B) > CAUE(A), entonces la mejor alternativa es B.

Frecuentemente hay que calcular un CAUE cuando la tasa de interés no sea constante durante el
ciclo de vida util o cuando la tasa de descuento o de oportunidad sufra uno o varios cambios durante
el tiempo que estéa calculandose el CAUE. Para estos casos no se puede aplicar ninguna de las relacio-
nes o férmulas de (8-3), sino que debe utilizarse el mismo procedimiento visto en el capitulo 4, cuando
se financiaba una deuda presente en un determinado nimero de cuotas periddicas iguales con tasas
diferentes, como en el ejemplo 4.13 o en el ejemplo 8.3.

Para efectos de decision entre dos o mas alternativas, en la mayoria de casos es indiferente tomar
como método de evaluacion el VPN o del CAUE, puesto que ambos conducen a la misma eleccion.

Queda a criterio del evaluador, y en algunos casos dependiendo de los ciclos de vida util, el mé-
todo que se va a utilizar.

Sin embargo, en algunos casos practicos, el mismo problema exige que el indice sea el del pro-
medio financiero, como lo podemos observar en el ejemplo 8.5.

| EJEMPLO 8.5 |

Un profesional labora en una empresa y devenga un salario integral mensual de $ 1 millon. Se le
presenta la oportunidad de trabajar en otra empresa, que le hace el siguiente ofrecimiento: un sala-
rio basico mensual de $ 680.000, tres primas al ano —en junio, setiembre y diciembre al final de esos
meses—, por el valor de $ 600.000 cada una; una bonificacion al final del afo por $ 1 millén, un auxilio
mensual para educacion de sus hijos por $ 100.000, un descuento del 15% del salario basico en junio
y diciembre. Desde el punto de vista financiero, determinar la mejor alternativa para el profesional
suponiendo una tasa de oportunidad del 30% anual.

Como podemos darnos cuenta, la decision que tome el profesional entre la empresa actual y la pro-
puesta que le hacen se basara en la comparacién que haga del salario integral actual con el promedio
financiero y no aritmético de los ingresos netos que va a recibir en la segunda empresa.

El estudiante debe elaborar el diagrama de flujo de caja de la segunda alternativa u ofrecimiento
que le hacen al profesional, y con la tasa mensual del 2,21% equivalente al 30% anual, hallar el CAUE
mensual y compararlo con el salario actual.
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Para el caso, tenemos:

VPN = 780.000(P/A, 2,21%, 12) + 600.000([(1,0221) + (1,0221)° + (1,0221)"?]
+ 1.000.000(1,0221)'2 - 102.000[(1,0221)¢ + (1,0221)'?] = $ 12.667.837

Por tanto, el promedio financiero de salario neto mensual sera de:
12.667.837(A/P, 2,21%, 12) = $ 1.213.368

Esto quiere decir que el CAUE de la segunda alternativa de trabajo es de $ 1.213.368 mensuales,
superior al salario mensual actual; luego, desde el punto de vista exclusivamente financiero, al profe-
sional le conviene la segunda alternativa de trabajo.

Es importante tener en cuenta la diferencia que hay entre lo que es el promedio financiero o
CAUE y lo que es el promedio aritmético del mismo flujo de caja. En el ejemplo anterior, si calculamos
el promedio aritmético de salario mensual en la segunda alternativa, se tendra que este es igual a:

[780.000 x 12 + 600.000 x 3 + 1.000.000 — 102.000 x 2]/12 = $ 996.333

Y este valor es inferior al salario integral actual. Se corre entonces el riesgo de tomar este valor
como promedio de salario mensual y asi la decision cambiaria en el sentido de que ahora la mejor
seria la primera alternativa.

Finalmente, es claro que en toda operacién financiera que se analice debe tenerse en cuenta el
valor del dinero a lo largo del tiempo, y es lo que no se considera cuando, como en el ejemplo anterior,
se toma el promedio aritmético.

Con los factores (A/P, i%, n) = 1/(P/A, i%, n) o (A/F, i%, n) = 1/(F/A, i%, n) se puede distribuir uni-
formemente a una tasa del i% por periodo y durante n periodos, ya sea un valor presente o un valor
futuro.

De tal manera que el CAUE de un flujo de caja para n periodos y una tasa de descuento del i% por
periodo se puede calcular de cualquiera de las siguientes formas:

a) CAUE =VPN(A/P, i%, n)
b) CAUE =VFN(A/F, i%, n)
¢) CAUE = CAUE (ingresos) — CAUE (egresos)
El método del CAUE para la evaluacion de dos alternativas, A y B, se aplica de la siguiente manera:
i)  Silasvidas utiles de A y B son iguales, calcular CAUE(A), CAUE(B) y comparados asi:
a) Si CAUE(A) > CAUE(B), seleccionar la alternativa A.
b) Si CAUE(A) = CAUE(B), es indiferente la alternativa que se escoja.
c) SiCAUE(A) < CAUE(B), seleccionar la alternativa B.
ii)  Silas vidas utiles de A y B son diferentes, entonces se procede de la siguiente manera:

a) Sielflujo de caja se repite en cada ciclo de vida util de la alternativa A, se toma un solo ciclo
de vida util y ahi se calcula el CAUE(A), y si lo mismo sucede para la alternativa B, se calcula
el CAUE(B) y se comparan los dos como en el caso i).

iii)  Si las vidas utiles son diferentes para A y B, y ademas las condiciones del flujo de caja cambian
de un ciclo a otro en cada alternativa, se procede como en los casos iii) y iv) del método del VPN,
y en ese tiempo, igual para ambas alternativas, se aplica el numeral i) de esta seccion.

1. Unaalternativa de inversion requiere de $ 35 millones hoy, $ 10 millones en un ano y $ 8 millones
en dos anos. Los ingresos mensuales se estiman en $ 3.400.000 el primer mes y aumentaran en
el 2% cada mes hasta finales del segundo ano y luego se mantendran constantes. Los egresos
seran de $ 1.100.000 el primer mes y aumentaran en $ 20.000 cada mes; el valor de mercado sera
de $ 15 millones al cabo de cinco anos de vida util.
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Se pide hallar el promedio mensual de pérdida o ganancia para una tasa de oportunidad del in-
versionista del 18% MV.

El diagrama de flujo de caja de esta alternativa o proyecto de inversion es:

15.000.000

0 11,2,3 12 24 125 60 meses

10.000.000 8.000.000

35.000.000

Tasa de interés: 18% MV < 1,5% mensual

Valor del ingreso en el mes 24 es $ 3.400.000(1,02)* = 5.361.4575

V(i) - 3:400.000 {1 _(1,02

24
+5.361.457 ,5(P/A1,5%,36)(1,015) %
0,15 - 0,02 1,015

+15.000.000(1,015)%° = $ 195.000.209

VP(E)= 35.000.000 + 10.000.000(1,015)-"2 + 8.000.000(1,015)-*
+ 1.100.000(P/A, 1,5%, 60) + 20.000(P/G, 1,5%, 60)
=$112.041.869

VPN =$ 82.958.340

CAUE= 82.958.340(A/P, 1,5%, 60) = $ 2.106.596,6

Se interpreta este resultado como que al llevar a cabo ese proyecto, con esa tasa de oportunidad,
se obtiene una ganancia promedio mensual de $ 2.106.596,6.

2. Un proyecto se debe iniciar con un crédito del banco por el valor de $ 120 millones y bajo las
siguientes condiciones: el crédito se amortizara en un tiempo de tres anos, cuotas mensuales que
aumenten en el 1% cada mes, tasas de interés del 18% EA para el primer ano, del 16% EA para
el segundo ano y del 15% EA para el tercer ano. Ademas, se sabe que el inversionista tiene una
tasa de oportunidad del 14% EA. Si la cuota al banco se cancela con los ingresos del proyecto,
se pregunta: jCuanto deberia rendir en promedio mensual el proyecto como minimo para que el
inversionista pueda cumplir con su obligacion con el banco?

El diagrama de financiacion del crédito es el siguiente:

36 meses
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Cuota niumero 13 = A(1,01)"

Cuota numero 25 = A(1,01)*

Tasas mensuales de interés:  1,39% para el primer ano
1,24% para el segundo ano
1,17% para el tercer ano

Tasa de oportunidad mensual: 1,1%

Entonces, equilibrando el diagrama en el punto O, se tiene:

12 ) 12
120.000.000 = A {1—( 1,01 ] L A0 {1—( 1,01 j ](1,18)1

0,0139 - 0,01 1,0139 0,0124 - 0,01 1,0124

A(1,01)% 1 (101
0,0117 - 0,01 1,0117

12
j }(1,16)1 .(118)"

A =$3.564.807

En este momento el estudiante debe elaborar un diagrama de flujo de caja que tenga como egre-
sos las cuotas que debe pagar al banco, y como ingresos los valores uniformes mensuales que
debe generar el proyecto, y equilibrarlo en el punto 0 con la tasa de oportunidad; este diagrama
representa la operacion consistente en depositar, a la tasa de oportunidad, los valores generados
por el proyecto, para retirar las cuotas que debe cancelar al banco.

Se tiene entonces que:

3.564.807 1- 1,01
0,011 - 0,01 1,011

36
J }: X(P/ A1,1%,36)
5. X =$4.215.820

Este valor de X representa el valor promedio que debe generar el proyecto mensualmente para
que, invertido a la tasa de oportunidad, se pueda cancelar el crédito.

Un ingeniero constructor tiene dos alternativas para utilizar una cierta maquinaria necesaria en
sus labores de constructor:

La alternativa A es pagar arriendo por mes vencido de $ 2.250.000 por una maquina que le alqui-
lan, durante los dos anos en los que se debe realizar una obra.

La alternativa B es comprar una maquinaria que realizara el mismo trabajo de la descrita en la
alternativa A, y, ademas, los costos de mantenimiento para ambas maquinas son los mismos.
En este caso la maquina tiene un valor al contado de $ 140 millones, debe pagar unos impuestos
por ano vencido de $ 3 millones y se estima que se podra vender al cabo de dos anos en $ 90
millones.

Si la tasa de oportunidad del ingeniero es del 19% EA para el primer ano y del 21% EA para el
segundo, se pide determinar la mejor alternativa para el ingeniero.

El estudiante debe disenar el diagrama de flujo de caja de cada una de las alternativas.

La tasa de oportunidad mensual es del 1,46% para el primer ano y del 1,6% para el segundo.
Para la alternativa A, el CAUE es de $ 2.250.000 mensualmente de egreso (o negativo).

Para la alternativa B, se tiene que:

VPN =90.000.000(1,21)"(1,19)"" — 3.000.000[(1.21)"(1,19)"" + (1,19)"]

—140.000.000 = $ —82.100.146
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Por tanto, el costo anual uniforme equivalente para este caso estara dado por el valor X, donde:
—82.100.146 = X(P/A, 1,46%,12) + X(P/A, 1,6%,12)(1,19)"
. X=$-4.096.024

Como el promedio de egresos mensuales es menor en la alternativa A, es decir, el promedio de
gastos mensuales en A es menor que en B, entonces se debe seleccionar la alternativa A, o sea,
tomar en arriendo la maquinaria.

4. Setienen dos proyectos, Ay B, para evaluar bajo las siguientes condiciones:
El proyecto A requiere de una inversién hoy por el valor de $ 20 millones, gastos de mante-
nimiento mensuales asi: $ 200.000 el primer mes y luego aumentan en $ 10.000 cada mes; ingre-
sos de $ 600.000 el primer mes, y de ahi en adelante se incrementan en el 6% cada mes; un valor
de mercado al final de la vida util, que es de tres anos, de $ 28 millones.
El proyecto B requiere la misma inversion inicial del proyecto A y unos gastos mensuales cons-
tantes de $ 450.000; los ingresos mensuales son de $ 1 millon el primer ano y de ahi en adelante
cada mes aumentan en $ 200.000 hasta el final de la vida util, que es de dos anos.Tiene un valor
de mercado de $ 20 millones.
La tasa de descuento para la evaluacion es del 3% mensual.
El diagrama del flujo de caja para cada proyecto y el correspondiente CAUE para un ciclo de vida
util son los siguientes:
Proyecto A 28.000.000
GOM
1 L 2 36 meses
200,000 "~ ~--=+-neo .. G=10.000
e
20.000.000
36
CAUE (A)= 128.000.000 (1,03) % 1 600000 1 (106] _ 20.000.000 - 200,000 (P/A, 3%, 36)
0,03 - 0,06L 1,03
—10.000 (P/ G,3%, 36)} x (A /P, 3%, 36)
=$841.816
A EED 20.000.000
________ 1.000.000  1:200.000 ___...-----==7T
0123 12 Claleetl 24 meses
7 asooo0
20.000.000
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CAUE (B) =1{20.000.000 (1,03)"%* +1.000.000 (P/A, 3%,12)+
[1.200.000 (P/A,3%,12)+200.000 (P / G, 3%, 12)](1,03) "2

—20.000.000 —450.000 (P/A,3%, 24)}>< (A/P, 3%, 24)

= $456.934

Bajo el supuesto de que el flujo de caja de cada proyecto sea idéntico para los ciclos de vida util siguien-
tes, es valido que el mejor proyecto de entre Ay B es el A, ya que se cumple que CAUE(A) > CAUE(B).

En el ejemplo anterior se pueden hacer los supuestos correspondientes para acortar el proyecto
A a 24 meses, aumentar o prolongar el proyecto B a 36 meses o considerar ambos proyectos en
condiciones reales y registrar los flujos de caja por ciclos para cada proyecto, hasta llegar a una
igualdad de tiempo de estudio que sera de 72 meses.
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1.1

1.2

1.3

1.4

15

1.6

1.7

1.8

1.9

Un activo tiene un costo hoy de $ 4.200.000 y debe reemplazarse cada cuatro anos al mismo
costo. Para una tasa de descuento del 34% anual, hallar el CAUE por anos, sabiendo que la reno-
vacion debe hacerse a término indefinido.

Hallar el CAUE mensual para un activo con la siguiente informacion: se adquiere con una cuota
inicial de $ 1.280.000, y el resto financiado a 36 meses con cuotas de $ 130.000 cada mes, costo
mensual de la operacion de $ 45.000, ingresos mensuales de $ 40.000, $ 43.000, $ 46.000 y asi
sucesivamente; un valor de mercado igual al 10% del valor al contado del activo y una vida util
de cinco anos. La tasa de descuento es del 2,8% anual.

Un comerciante comprd una maquina por $ 950.000. El costo de mantenimiento se estima en
$ 100.000 anuales durante los tres primeros anos y de $ 11.000 mensuales de ahi en adelante.
Hizo una reparacion general de la maquina tres anos y medio después de comprada por el valor
de $ 155.000 y vendid la maquina, dos anos después de la reparacion, en $ 300.000. Determinar
el promedio mensual de costo o CAUE para una tasa de descuento del 27% nominal mensual.

Resolver el problema 8.3 suponiendo una tasa de descuento del 27% nominal mensual durante
los tres primeros anos y del 33% nominal mensual de ahi en adelante.

Usted invierte hoy $ 3 millones en un negocio que, ademas, requiere unos gastos de $ 50.000
el primer mes y que aumentaran en el 2% cada mes; el negocio se vende al cabo de tres ahos
en $ 1.500.000. ;Cuales deberian ser los ingresos uniformes mensuales durante los tres anos para
que, con una tasa de descuento del 3% mensual, usted no tenga pérdidas ni ganancias en el negocio?

Hallar el CAUE mensual para un activo con la siguiente informacion: se adquiere con una cuota
inicial de $ 2 millones y el resto financiado a 36 meses con cuotas de $ 60.000 mensuales; el costo
de la operacién es de $ 570.000 mensuales; los ingresos son de $ 120.000 el primer mes y de ahi
en adelante disminuyen en $ 1.000 cada mes; el valor de mercado sera del 30% del valor al con-
tado del activo; la vida util es de seis anos y la tasa de oportunidad del 2,85% mensual durante
los tres primeros anos y del 3,2% mensual de ahi en adelante.

Un vehiculo se adquirié hace cinco anos por $ 24.500.000 y se vende hoy por $ 25 millones. Los
gastos fueron: en combustibles, $ 228.000 mensuales; en taller, $ 140.000 cada tres meses; en
llantas y repuestos, $ 420.000 cada ano; un seguro por $ 113.500 por mes anticipado; en esta-
cionamiento, $ 39.000 mensuales; e impuestos, $ 536.000 al ano. Hallar el CAUE mensual del
vehiculo para una tasa de oportunidad del 2,5% mensual.

Una fabrica de articulos de cuero obtiene ingresos mensuales cada vez mayores. Inici6 el primer mes
con un ingreso de $ 1.200.000, y cada mes siguiente el ingreso aumentara en el 2%; los costos se esti-
man en $ 950.000 el primer mes, y disminuiran en $ 5.000 cada mes. Hallar el CAUE mensual para esta
fabrica en un tiempo de cuatro anhos y medio para una tasa de descuento del 28% nominal mensual.

Usted invierte hoy $ 6 millones en un proyecto en el cual debe hacerse ademas una reinversion por el
valor de $ 2 millones al cabo de un ano. La vida util del proyecto es de cuatro anos y se obtienen unas
utilidades mensuales asi: $ 400.000 el primer mes y de ahi en adelante aumentaran en el 3% cada mes.

Determinar el promedio financiero trimestral de pérdidas o ganancias en este proyecto, asumiendo una
tasa de oportunidad del 38% anual para los dos primeros anos y del 42% anual de ahi en adelante.
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1.10 Determinar la mejor alternativa entre A y B utilizando el CAUE y teniendo en cuenta la siguiente

1.1

1.12

informacion:

La alternativa A tiene un costo mensual de $ 12.000 durante el primer ano, $ 18.000 mensua-
les el segundo ano, $ 24.000 mensuales el tercer ano y asi sucesivamente; gastos adicionales
de $ 100.000 cada dos anos y una vida util de siete anos. La alternativa B tiene costos men-
suales de $ 80.000 durante el primer ano, y de ahi en adelante disminuiran en $ 2.000 cada
mes; costos adicionales anuales de $ 80.000 y una vida util de cuatro anos.

La tasa de descuento para la seleccién de las dos alternativas sera del 38% anual.

Se presentan a la Gerencia de una empresa dos propuestas para automatizar un sistema de control:

La propuesta A tiene un costo inicial de $ 20 millones, un costo anual de operacion de $ 3 millones
durante los cuatro primeros anos y de ahi en adelante se supone que aumentara en $ 200.000 cada
ano; la vida util sera de 10 anos sin valor de mercado al final de este tiempo.

La propuesta B tiene un costo inicial de $ 35 millones, un costo anual de operacion de $ 2.500.000
en los tres primeros anos y que luego aumentara en $ 250.000 por ano; la vida util sera de 15
anos y tendra un valor de mercado al final de este tiempo de $ 6 millones.

Si la tasa de oportunidad de la empresa es del 34% anual, utilice el método del CAUE anual para
seleccionar la mejor propuesta.

Se adquiere hoy un activo con una cuota inicial equivalente al 30% de su valor al contado vy el
resto financiado a tres anos con cuotas mensuales comenzando con $ 2.000 el primer mes y de
ahi en adelante cada cuota sera igual a los 3/4 de la del mes anterior. Los gastos de operacién del
activo seran de $ 1.500 mensuales durante el primer ano y luego aumentaran en el 5% cada mes.
Los ingresos mensuales seran de $ 4.000 el primer mes y luego aumentaran en $ 200 cada mes
hasta finales del segundo ano, y a partir de este momento disminuiran en el 2,5% cada mes. El
valor de mercado del activo al final de la vida util, que es de cuatro anos, sera equivalente al 40%
de su valor de contado.

Tomando una tasa de oportunidad del 30% nominal mensual durante los tres primeros anos y del 3%
mensual de ahi en adelante, determinar el promedio de pérdida o ganancia mensual para este activo.

1.13 El dueho de una casa desea determinar la clase de tejado mas econdmico, sabiendo que debe

1.14

cubrir un area de 480 metros cuadrados. Una alternativa es utilizar tejas clase A, que tienen una
extension de 1,6 metros cuadrados cada una y un costo de $ 16.400; el costo de instalacion de
esta clase de tejado es de $ 850.000, una reparacion anual por valor de $ 350.000 y una vida util
de 12 anos.

La otra alternativa es utilizar tejas clase B, que tienen una extension de 2,1 metros cuadrados
cada unay un costo de $ 42.500; el costo de instalacion es de $ 720.000, una reparacién anual de
$ 640.000 y una vida util de 16 anos.

¢Qué alternativa debe seleccionar el duefno de la casa si su tasa de oportunidad es del 32% nomi-
nal trimestral?

Se ha estimado que el costo de un parque de recreacion sera de $ 135 millones; se espera mejo-
rar el parque durante los cinco anos siguientes a un costo de $ 40 millones por ano. Los costos
anuales de mantenimiento seran de $ 1.200.000 el primer afno y aumentaran en $ 100.000 cada
ano hasta el quinto ano, y de ahi en adelante permaneceran constantes. Se espera recibir $ 2
millones el primer ano, $ 1.800.000 el segundo, $ 1.600 millones el tercero y asi sucesivamente
hasta el sexto ano, y de ahi en adelante el ingreso se mantendra constante.

Suponiendo una tasa de descuento del 33% anual y una vida util perpetua del parque, hallar el
CAUE anual.
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1.15 Un proyecto tiene una inversion inicial de $ 5 millones hoy; los gastos mensuales de operacion,

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20

1.21

comenzando al cabo de cuatro meses, son de $300.000, $ 310.000, $ 320.000 y asi sucesivamen-
te. Los ingresos que se reciben son de $ 880.000 en un mes y de ahi en adelante aumentaran en
el 8% cada mes. El proyecto tiene una vida util de tres anos y medio, con un valor de mercado al
final de este tiempo de $ 3.600.000.

Para una tasa de oportunidad del inversionista del 36,07% anual, hallar el promedio financiero
CAUE mensual de pérdida o ganancia del proyecto.

Un senor pensionado de una empresa tiene la oportunidad de adquirir un taxi y trabajarlo con
el fin de obtener unos mayores ingresos mensuales. Se le presentan dos oportunidades: la
primera es comprar un taxi nuevo pagando una cuota inicial de $ 3 millones y 24 cuotas men-
suales de $ 720.000 cada una con un interés del 3% mensual; los gastos de mantenimiento,
conduccion e impuestos ascienden a $ 100.000 promedio mensual; lo vende al cabo de cinco
anos en $ 8 millones.

También puede adquirir el taxi ya usado por el valor de $ 7.500.000 al contado; los gastos de man-
tenimiento, conduccion e impuestos ascienden a $ 150.000 promedio mensual, una reparacion
anual por el valor de $ 200.000 cada una. Este taxi se puede vender en $ 2 millones al cabo de
cinco anos.

Para una tasa de descuento del 30% anual, hallar el CAUE mensual.

Para el problema 8.16, suponer que el dueno del taxi obtiene unos ingresos promedio mensuales
de $200.000 el primer afo y que luego aumentaran en el 20% cada ano; esto para el taxi nuevo.
En el caso del usado los ingresos seran de $ 180.000 mensuales el primer ano, de $ 200.000 men-
suales el segundo ano, de $ 220.000 mensuales el tercer afno y asi sucesivamente.

El dueno de un restaurante desea hallar el promedio financiero de pérdida o ganancia (costo
anual uniforme equivalente) mensual, durante un ano de funcionamiento de su restaurante, con
base en la siguiente informacidon: se paga un arriendo de $ 200.000 por mes anticipado, un segu-
ro por el valor de $ 850.000 al principio del ano, alquiler de maquinaria por el valor de $ 155.000
mensuales, materias primas para los alimentos por el valor de $ 1.200.000 mensuales, 10 emplea-
dos con un sueldo mensual de $ 110.000 cada uno, y por concepto de servicios publicos $ 185.000
cada dos meses. Los ingresos del restaurante ascienden a $ 2.200.000 mensuales y la tasa de
oportunidad del dueno del restaurante es del 32% anual.

Resolver el problema 8.18 para una tasa de oportunidad del 32% anual durante los primeros cin-
co meses y del 34% anual de ahi en adelante.

En el problema 8.18, jde cuanto deberan ser los ingresos mensuales uniformes para que el due-
no no tenga pérdida ni ganancia?

Una entidad financiera le acaba de aprobar un crédito a una persona con el siguiente plan: ini-
cialmente el plazo para amortizar la deuda es de cinco anos con cuotas mensuales que aumenten
cada mes en el 1,5%, y la primera cuota al cabo de un mes tiene un valor de $ 84.500. Hoy mismo,
el deudor solicita que la forma de pago anterior le sea cambiada a un sistema de cuotas mensua-
les uniformes durante los mismos cinco anos.

Determinar el valor de estas cuotas sabiendo que la entidad financiera cobra un interés del 2,5%
mensual durante los dos primeros anos y del 3,1% mensual de ahi en adelante.
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En una ciudad debe instalarse una tuberia para el acueducto, y para esto se presentan dos alter-
nativas. Una es instalar una tuberia de 36 pulgadas por un valor de $ 670 millones; los costos de
operacion, incluyendo bombeo y mantenimiento, seran de $ 1.600.000 el primer ano y aumenta-
ran en el 25% cada ano.

La otra alternativa es instalar una tuberia de 30 pulgadas por un valor de $ 480 millones, con
costos de operacion de $ 2 millones el primer afho y que aumentaran en $ 200.000 anualmente.

Seleccionar la mejor alternativa utilizando el CAUE y suponiendo una vida util perpetua de cada
una de ellas y una tasa de descuento del 33% anual.

Resolver el problema 8.22 para una tasa de descuento del 33% anual durante los 10 primeros
anos y del 38% anual de ahi en adelante.

Los gastos del departamento que usted dirige en una empresa son de $ 1.500.000 al principio de
enero y luego disminuyen en el 10% cada mes hasta principios de setiembre; de ahi en adelante
permaneceran constantes hasta finales de diciembre del mismo ano. A usted le solicitan que de-
termine el promedio financiero o CAUE de gastos por mes vencido para los 13 desembolsos de
ese ano, teniendo en cuenta una tasa de descuento o de oportunidad del 2,4% mensual durante
los cinco primeros meses y del 2,7% mensual de ahi en adelante.

Los costos mensuales de operacidon en una empresa guardan siempre la siguiente relacion: los
costos en cualquier mes son iguales a los 4/3 de los costos del mes anterior mas $ 140.000; si
los costos del cuarto mes fueron de $ 860.000; calcular el CAUE mensual para un tiempo de dos
anos y una tasa de oportunidad del 32% anual.

En el problema 8.25, suponer que cada tres meses se incurre en unos costos adicionales de $ 200.000.

Hallar el promedio mensual o CAUE para un proyecto que tiene el siguiente flujo de caja: in-
version inicial de $ 6 millones, gastos de mantenimiento por $ 30.000 el primer mes y después
aumentaran en el 2% cada mes hasta finales del segundo ano, y luego permaneceran constantes;
gastos adicionales de $ 150.000 cada 10 meses. Los ingresos seran de $ 90.000 mensuales duran-
te los primeros dos anos y medio y de ahi en adelante aumentaran en $ 3.000 cada mes; valor de
mercado al final de la vida util de $ 1.500.000; vida util de cinco anos. La tasa de oportunidad del
inversionista sera del 30% nominal mensual.

Resolver el problema 8.27 para una tasa de oportunidad del 30% nominal mensual durante los
dos primeros anos y del 36% nominal mensual de ahi en adelante.

En el problema 8.27, jde cuanto deberan ser los ingresos mensuales uniformes durante los dos anos y
medio para que, aumentando en $ 3.000 de ahi en adelante, el proyecto no tenga pérdidas ni ganancias?

Usted debe decidir entre adquirir una maquina nueva o usada. Si la maquina es nueva, se po-
dra comprar con una cuota inicial de $ 310.000 y 24 cuotas mensuales de $ 25.908 cada una; los
gastos mensuales por concepto de mantenimiento seran de $ 22.000 el primer mes y después
aumentaran el 2% cada mes hasta finales del tercer ano, y luego permaneceran constantes. Esta
maquina podra venderse en $ 480.000 al cabo de cinco afnos.

Si la maquina es usada, puede comprarse con tres pagos de $ 250.000 cada uno; el primero hoy,
el segundo al cabo de seis meses y el tercero pasado un ano. Los gastos mensuales por concepto
de mantenimiento para esta clase de maquina seran de $ 26.000 el primer mes y luego aumen-
taran en $ 200 cada mes. Esta maquina podra venderse en $ 340.000 al cabo de cinco anos.
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1.31

1.32

1.33

1.34

Determinar la maquina mas econdmica, teniendo en cuenta una tasa de oportunidad del 2%
mensual y utilizando el criterio del CAUE mensual.

El editor de un libro hace una inversion inicial de $ 6.200.000, para la edicion de 2.000 ejemplares
que se venderan, en los proximos dos anos, a un promedio de 100 libros mensuales durante el
primer ano, 80 mensuales durante los cuatro primeros meses del segundo ano y 480 en el ultimo
mes del segundo ano. El precio del libro es de $ 18.000 para el primer ano y de $ 19.000 para el
segundo ano. Hallar el CAUE mensual de este proyecto para una tasa del 29% anual.

Un matrimonio desea saber cuanto le cuesta, promedio mensual, vivir en casa propia por un
tiempo de cuatro anos, con la siguiente informacion: la casa tiene un valor al contado de $ 93
millones, reparaciones cada ano por $ 1.500.000 la primera y aumentaran en el 28% anual; im-
puestos por ano anticipado de $ 430.000 el primer ano, reajustado en el 22% cada afno; valor de
mercado de la casa al cabo de los cuatro anos de $ 100 millones y tasa de oportunidad de los
duenos de la casa del 31% anual.

Un comerciante invierte hoy en un negocio $ 10 millones; espera tener unos gastos de funcio-
namiento de $ 1.500.000 el primer mes y estima que aumentaran a razon del 4% cada mes. Los
ingresos estan proyectados para que sean del orden de $ 2.500.000 el primer mes y aumentaran
en $ 200.000 cada mes. Se calcula un valor de mercado del negocio por el valor de $ 4 millones
al cabo de dos anos. Si el comerciante utiliza una tasa de descuento del 28% EA, determinar el
promedio de pérdida o ganancia mensual.

Un proyecto tiene una inversion inicial de $ 15 millones hoy; los gastos mensuales de opera-
ciéon comenzando en cuatro meses son de $ 500.000, $510.000, $ 520.000 y asi sucesivamente.
Los ingresos son de $ 900.000 el primer mes y aumentaran de ahi en adelante en el 4% cada
mes. El proyecto tiene una vida util de tres anos con un valor de mercado, al final de este tiem-
po, de $ 9 millones. Para una tasa de oportunidad del inversionista del 36,07% anual, hallar el
promedio financiero de pérdida o ganancia mensual del proyecto.

1.35 Una empresa de transporte terrestre esta considerando dos clases de motores para usar en sus

1.36

camiones de carga pesada. Las dos tienen las siguientes especificaciones: el motor A cuesta $ 22
millones y gasta un promedio de 1,3 galones de combustible por kil6metro de recorrido con la
carga promedio normal. El motor B cuesta $ 38 millones y gasta un promedio de 0,9 galones de
combustible por kilbmetro de recorrido con carga normal.

Ambos motores tienen una vida util de cinco anos antes de que se requiera una reparacion sig-
nificativa, y cuentan con un valor de mercado al final de esta vida util del 15% del valor original.
Si hoy el combustible cuesta $ 1.250 por galén y se espera que su precio aumente a una tasa pro-
medio anual del 24%, ;qué clase de motor debe utilizar la empresa para un recorrido promedio
anual de 90.000 kil6metros?

La tasa de oportunidad de la empresa es del 29% anual. Utilizar los métodos del CAUE.

Un proyecto requiere de una inversion inicial de $ 200 millones. Este dinero se puede obtener
de una institucién bancaria que cobra un interés del 36% EA, y la deuda se debe amortizar en un
tiempo de cuatro anos con cuotas trimestrales que aumenten en el 5% cada trimestre y cancelan-
do la primera dentro de seis meses. Para cubrir esta obligacion el Gerente del proyecto debera
depositar la mitad de las utilidades mensuales en una cuenta que pagara un interés del 3% men-
sual durante los cuatro anos, de tal manera que cada trimestre se tenga la cantidad de dinero
necesario para cubrir la cuota del banco.
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¢Cuales deberan ser las utilidades promedio mensuales que genere el proyecto, de tal manera
que el inversionista pueda cumplir la obligacién con el banco?

1.37 En alguna finca de la region cafetera se desea llevar a cabo un proyecto agricola con una inver-

1.38

sion inicial de $ 700 millones y con nuevas inversiones asi: $ 80 millones en 10 meses y $ 100
millones en dos anos. Los costos de mantenimiento y produccion se estiman en $ 12.500.000
mensuales durante el primer ano y aumentaran en el 8% cada ano.

Los ingresos son de $ 48 millones mensuales el primer ano y aumentaran en el 12% cada ano. El
valor de mercado del proyecto al final de la vida util, que sera de cinco anos, se estima en $ 550
millones.

Si el objetivo del inversionista es obtener una ganancia promedio mensual de al menos el 2,1%
de lainversion inicial, determinar si se debe llevar a cabo o no el proyecto, sabiendo que el inver-
sionista tiene una tasa de oportunidad del 16% EA.

Una persona dispone en este momento de la suma de $ 130 millones y quiere determinar en cual
de las dos siguientes alternativas los debe invertir.

Alternativa A: invertir la suma de dinero en una institucion financiera que ofrece una tasa de in-
terés del 13% EA.

Alternativa B: comprar un apartamento con esa suma de dinero, que podria arrendar por
$ 1.300.000, pagaderos por mes anticipado durante el primer ano, y aumentara el arriendo en el
5,56% cada ano; debera pagar unos impuestos prediales por el valor de $ 2.600.000 cada ano, y lo
vendera a los seis anos en $ 142 millones.

Si esta persona tiene una tasa de oportunidad del 10,5% EA, determinar cual sera la mejor alter-
nativa para un tiempo de seis anos, utilizando el indice del costo anual uniforme equivalente.
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Tasa interna
de retorno (TIR)
y beneficio/costo (B/C)

El objeto de este capitulo es capacitar al lector en el calculo de
los indices de tasa interna de retorno (TIR) y beneficio/costo (B/C)
del flujo de caja de un proyecto o alternativa de inversion,

su aplicacion en la evaluacion financiera de un proyecto y

Su interpretacion financiera.

Al terminar el capitulo el lector estara en capacidad de:

e Entender y aplicar la definicion tanto matematica como finan-
ciera de los indices de TIR y B/C.

e Calcular laTIR de cualquier flujo de caja utilizando la tecnologia
apropiada.

¢ Establecer las relaciones entre tasa interna de retorno y renta-
bilidad verdadera en un proyecto de inversion.

e Determinar cuando el flujo de caja de un proyecto tiene una o
varias tasas internas de retorno, y calcularlas.

e Determinar e interpretar la tasa de rentabilidad verdadera
(TVR) de un proyecto de inversion.

e Calcular e interpretar el indice B/C en un proyecto de inversion
y su relacion con otros indices como el VPN y la TIR.
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Uno de los indices de evaluacién financiera de proyectos de mayor uso es el que se conoce con el
nombre de tasa interna de retorno (TIR). Dada su importancia en la seleccion de alternativas, se ha
considerado conveniente dedicarle este capitulo para hacer una breve exposicion de lo que es la tasa,
los métodos de calcularla y algunas aplicaciones.

Aprovechando uno de los métodos para calcular la tasa interna de retorno, se aplicara también
para el célculo de la tasa de incremento en un gradiente geométrico y para el tiempo, o numero de
periodos y pagos, en un gradiente aritmético, y de esta forma quedaran resueltas todas las incognitas
que se presentan en matematicas financieras, como son P, F, A, G, n, k, i, entre otras.

Sin embargo, debe advertirse que el tratamiento que en este capitulo se hace de la tasa de retor-
no es introductorio, pues el estudio a fondo de esta tasa es materia propia de un curso de evaluacion
financiera de proyectos.

Dada la importancia de la tasa interna de retorno en la practica de la evaluacién de proyectos, aqui se
ampliaran algunos conceptos ya vistos en matematicas financieras.

Hay varios conceptos relacionados con laTIR que se deben tener en cuenta, como son:

a) Recordar que la tasa interna de retorno es la tasa de interés que ganan o devengan los dineros
que permanecen invertidos en el proyecto. Esto quiere decir que la tasa de retorno (o TIR) no
siempre representa el rendimiento sobre la inversion inicial, sino sobre la parte de la inversion
no amortizada al comienzo de cada periodo.

b) TIR como indice para evaluar inversiones. Recordemos que cuando se evalta por el método del
VPN (valor presente neto), se necesita conocer una tasa de interés, o de descuento, para todo el
tiempo del proyecto. Esta situacion no se da en todos los casos practicos.

Cuando se evalua por el método de laTIR hay necesidad de hacer referencia a la llamada tasa de
oportunidad de decisién, para poder afirmar que “este proyecto se debe emprender” Para un me-
jor resultado, se debe unificar la tasa de oportunidad de quien evaltua con la de quien decide.

¢) Desde el punto de vista puramente matematico, la tasa interna de retorno del flujo de caja de un pro-
yecto es aquella tasa que equilibra el valor presente de los ingresos con el valor presente de los egre-
sos; 0, lo que es lo mismo, es aquella que anula el valor presente neto, es decir, aquella que hace:

VPN =0

Para su célculo, lo mas aconsejable es el uso de calculadoras programables o de paquetes o0 mo-
dulos financieros apropiados y la ayuda de la computadora.

Sin embargo, para casos de flujos de caja sencillos se utiliza el método manual de tanteo e inter-
polacion lineal.

| EJEMPLO 9.1 |

Si invertimos hoy $ 2 millones en un proyecto por espacio de dos anos y obtenemos al final de este
tiempo $ 3.699.200, calcular laTIR para esta inversion.

Con base en el diagrama de flujo de caja correspondiente se tiene:
3.699.200 = 2.000.000(1 +i)?

.1 =36% anual
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Esto quiere decir que laTIR es del 36% anual, y en este caso representa la rentabilidad de la
inversion, debido a que cada ano se carga la tasa del 36% anual sobre la inversién inicial y sobre los
intereses correspondientes.

Sin embargo, si la inversion anterior genera un ingreso al cabo de un ano por el valor de
$ 1.500.000 v, al cabo de dos anos, de $ 1.659.200, podemos anticipar que laTIR para este proyecto es
del 36% anual, porque el valor presente neto con esta tasa es nulo.

Veamos ahora que esta tasa no representa la rentabilidad sobre la inversion inicial. En efecto, si
hoy invertimos $ 2 millones, el proyecto nos estara debiendo al cabo de un ano:

$2.000.000(1,36) = 2.720.000

Pero en ese momento el proyecto nos abona $ 1.500.000, y queda un saldo de $ 1.220.000. Sobre
este saldo aplicamos la tasa por un ano para darnos un valor de:

1.220.000(1,36) = $ 1.659.200
Y en esa fecha el proyecto nos abona esta suma y queda asi un saldo nulo.

En este caso, la tasa del 36% anual se aplica sobre saldos o dineros no recuperados y no siempre
sobre la inversion inicial, lo que nos indica que esta tasa no estard midiendo la rentabilidad real del
proyecto ni la de la inversion inicial.

En la actualidad, y gracias al avance de la tecnologia computacional, el medio mas adecuado para
calcular 1aTIR de un proyecto de inversidn es utilizar desde una calculadora financiera hasta una hoja
electronica o programas especiales de financieras y evaluacion de proyectos en la computadora.

Sin embargo, vale la pena exponer y tener en cuenta otro método menos técnico y mas manual
para el calculo de laTIR, que ademas lo podemos utilizar para calcular otras variables como el valor
del k% en el gradiente geométrico y el n en el gradiente aritmético. Este método se conoce con el
nombre de tanteo e interpolacion, o tanteo y error.

La forma general de este método es la siguiente: supongamos un flujo de caja durante m perio-
dos, en el cual conocemos tanto los ingresos como los egresos en los tiempos correspondientes, y
sea i la tasa interna de retorno de este flujo de caja y que corresponde a nuestra incognita. Aplicando
la definicion 9.2, obtenemos como ecuacidn basica la siguiente:

VP(l) -VP(E) =0
Donde el miembro de la izquierda depende solamente de la variable i; denotamos esta parte por
R(i). El objetivo es hallar uno o varios valores de i, tal que R(i) = 0; para esto tomamos un valor arbi-

trario de la variable: sea i,, y calculamos R(i1); este resultado serd un valor positivo o negativo: sea iz,
y calculamos Ri(i,); este valor de nuevo sera positivo o negativo, pero ya nos indicara si debemos au-
mentar o disminuir el valor de la tasa. Continuando este procedimiento hasta encontrar dos valores de
las variables i, e i, no muy distantes, tales que R(ip) >0y R(i ) <0. Interpolando entre estos dos valores
obtendremos una tasa lo méas aproximada posible a la tasa deseada.

Cuando se utiliza una computadora para calcular la TIR, obviamente el tiempo es minimo vy el
resultado mas cercano al real, pero en caso de no disponer de la computadora el método anterior nos
permitira obtener unaTIR bastante confiable.

| EJEMPLO 9.2 |

Usted invierte hoy en un negocio $ 3.500.000 y ademas debera reinvertir la suma de $ 800.000 al cabo
de tres meses. Este negocio le reportara unas utilidades trimestrales de $ 400.000 durante tres anos,
que recibira los primeros seis meses después de la iniciacién del negocio. Ademas, el negocio se po-
dra vender al final de este tiempo en $ 2.800.000. Hallar 1aTIR correspondiente a este proyecto.
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2.850.000
El diagrama de flujo de caja, en el que
los periodos son trimestrales, es el si- feeeeoo_..._._%00000_ _____________
guiente:
1 2 @ 0 cosaa .

Sea i la tasa interna de retorno
trimestral correspondiente al flujo de
caja anterior. Aplicando la ecuacion
basica de VPN = 0, tenemos: 800.000

3.500.000

R(i) = 400.000(P/A, i%, 12)(1 + i)' + 2.850.000(1 + i)"'* — 800.000(1 + i)' — 3.500.000 = 0
Sii, = 6%, entonces R(6%) = 245.188,92

Si i, =5%, entonces R(5%) = 625.987,9

Sii, = 7%, entonces R(7%) = -95.786,35

Tomando las tasas del 6% y del 7% y sus correspondientes valores en R(i) e interpolando entre
ellos, se llega a que i = 6,719% trimestral. Esta tasa hace que VPN sea muy cercano a 0; por tanto, se
toma como laTIR del proyecto del negocio.

El estudiante debera calcular 1aTIR del flujo de caja del ejemplo 9.2 en una calculadora financiera
o en una computadora, con el fin de observar las ventajas y exactitud en la tasa cuando se hace uso
de esta tecnologia.

Cuando necesitamos aplicar el método descrito anteriormente y utilizado en el ejemplo 9.2, po-
demos simplificar el trabajo, y evitamos la interpolacion lineal utilizando la formula de Gittinger, que

es la siguiente:
} (9-1)

[ |rayl
TIR= i +(i, - Ip) —F\’(ip)+ |R(in) ] (9-2)

RGi,)

TIR=i,+(i,~ i) R+ RO
L e n

0 su equivalente:

en las cuales:

TIR: tasa interna de retorno

i,: tasa que hace R(ip) >0

i :tasa que hace R(i ) <0

R(i) =VP(l) - VP(E)

En efecto, si en el ejemplo 9.2 aplicamos la formula (9-1), tenemos:
i, =6%; i =7%;R(i)=245.188,92; R(i ) = -95.786,35; y asi:

— 95786 ,35|
245.188,92 + | - 95.786,35 |

TIR= 0,07 + (0,06 — 0,07){

~ 0,07 (—1,01)[%%} = 0,06719 = 6,71% trimestral

Obteniéndose el mismo valor hallado en el ejemplo 9.2.

El estudiante debera resolver el ejemplo 9.2 utilizando la formula (9-2).
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Como se anoto al principio de esta seccidn, el método utilizado anteriormente también nos per-
mite calcular otras variables financieras, como el niUmero de pagos en un gradiente aritmético y la tasa
de incremento en un gradiente geométrico, como veremos en los ejemplos siguientes:

| EJEMPLO 9.3 |

Una deuda de hoy por el valor de $ 1.500.000 debera cancelarse con cuotas mensuales que aumenten
cada mes en $ 10.000. Si la primera cuota, que es de $ 80.000, se paga al cabo de un mes y la tasa de
interés es del 3% mensual, hallar el nUmero de cuotas.

El diagrama de flujo de caja para este ejemplo corresponde al de un gradiente aritmético creciente donde:
P =$ 1.500.000; A =580.000; G = $ 10.000; i = 3% mensual; n="?

Al igual que en el ejemplo 9.2, aqui planteamos una ecuacion que exprese el valor presente neto
igual a O:

80.000(P/A, 3%, n) + 10.000(P/G, 3%, n) — 1.500.000 =0

Llamando R(n) al miembro de la izquierda y aplicando el mismo procedimiento anterior, tene-
mos, después de algunos ensayos:

Sin =13, entonces R(13) = -55.800
Si n, =14, entonces R(14) = 83.827

En este caso no hay necesidad de interpolar, porque la solucion es que la deuda se podra pagar
con 13 o con 14 cuotas mensuales.

El estudiante debera calcular la Ultima cuota para cada una de las dos opciones anteriores.

| EJEMPLO 9.4 |

Financiar $ 2 millones a tres anos con cuotas mensuales que aumenten en un porcentaje constante, sa-
biendo que la primera cuota al cabo de un mes sera de $ 50.000 y la tasa de interés del 2,5% mensual.

El diagrama de flujo de caja para este ejemplo corresponde al de un gradiente geométrico creciente donde:
P =$2.000.000; A =%$50.000; n =36 cuotas; i = 2,5% mensual; k=7

De nuevo, a partir del método planteado anteriormente, tenemos:

50.000 [1_(” k

36
0,025 - k 1,025j }— 2.000.000 = 0

Llamando R(k) al miembro de la izquierda y después de algunos calculos, llegamos a:
Sik, =3,2%, entonces R(3,2%) = -16.827
Si k, = 3,3%, entonces R(3,3%) = 18.608

Interpolando o aplicando cualquiera de las formulas —(9-1) o (9-2)- llegamos a k = 3,248%, y este
serd el incremento mensual en las cuotas.
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La tasa interna de retorno es otro de los indices que se utilizan con bastante frecuencia en la evalua-
cion de alternativas de inversion, hasta el punto de que algunas clases de proyectos no son tomadas
en cuenta si no tienen calculada la tasa interna de retorno. Esto ocurre con los proyectos que requie-
ren financiacion de algunas entidades semioficiales.

En la mayor parte de la bibliografia de evaluacidén de proyectos de inversion encontramos el si-
guiente criterio para la aplicacién de laTIR en la seleccidon de alternativas:

Supongamos que i, sea la tasa de oportunidad del inversionista; dado el flujo de caja de su pro-
yecto y calculada la tasa interna de retorno tendremos:

SiTIR > i, el proyecto se acepta
SiTIR < i, el proyecto se rechaza
SiTIR =i, es indiferente aceptarlo o rechazarlo

Sin embargo, al igual que con los indices anteriores, aqui se presentan los casos en los que hay
necesidad de tomar una decisidn contraria a la correspondiente segun laTIR.

| EJEMPLO 9.5 |

Una persona invierte en un proyecto $ 2 millones y recibe unas utilidades trimestrales de $ 603.842
durante un ano. Si la tasa de oportunidad del inversionista es del 7,5% trimestral, determinar, a partir
de la tasa interna de retorno, si debe llevar a cabo o no el proyecto.

El estudiante debera hacer el diagrama de flujo de caja.

Calculando IaTIR para este proyecto llegamos al 8% trimestral, y como 8% > 7,5%, el proyecto se
debera aceptar.

Sin embargo, supongamos que el inversionista tiene como objetivo en sus inversiones ganar, en
pesos de hoy, por lo menos el 10% de lo invertido. Para nuestro caso tenemos que VPN = $ 22.464 a
la tasa de oportunidad, y este valor solo corresponde al 1,12% de lo invertido, de tal manera que este
proyecto no le conviene al inversionista.

Como puede observarse a partir del ejemplo anterior, el criterio de laTIR, al igual que el de otros
vistos, no pueden aplicarse en forma absoluta, sino que la decision final dependera no solamente del
valor de los indices de evaluaciéon sino también de los objetivos que se haya fijado el inversionista.

Otra aplicacién se presenta a continuacién: el funcionamiento y rentabilidad de uno de los
papeles financieros existentes en el mercado, el de las cédulas de inversion. Estas cédulas sirven para
solucionar el problema de financiamiento de la vivienda usada. Son titulos valores a la orden con un
plazo de redencién de 10 anos y por un monto hasta del 70% del valor del inmueble.

Los rendimientos son variables: el 24% nominal capitalizable trimestralmente, o sea, el 26,24%
efectivo anual para el primer ano; el 26% nominal trimestral, esto es, el 28,64% efectivo anual para el
segundo ano; y el 28% nominal trimestral, es decir, el 31,08% efectivo anual del tercer ano en adelante.

El pago de los rendimientos se hace de la siguiente manera: el 3% mensual vencido sobre el valor
actualizado de la cédula; ademas, una valorizacion mensual del 0,96% para el primer ano, del 1,12%
para el segundo y del 1,28% del tercer ano en adelante. Esta valorizacién es acumulativa al valor de
la cédula.

El reintegro del capital se hace mediante ocho pagos iguales cada uno del 12,5% del valor nomi-
nal inicial actualizado, a partir del final del tercer ano.

Como ya se anoto, estas cédulas son titulos valores a la orden y, por tanto, se pueden negociar
con algun descuento por medio de corredores de bolsa, de inversionistas o de deudores del banco
que deseen pagar cuotas de vivienda usando estas cédulas.
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Tomemos como ejemplo el caso de un inversionista que adquiere hoy cédulas en la bolsa por un
valor nominal de $ 500.000 al 80% y que este sea el primer ano de las cédulas; ademas, supongamos
que las conserva en su poder durante un ano al final del cual las vende al 90%. Hallar la tasa interna
de retorno de esta inversion.

En primer lugar, veamos cual es el flujo de caja de la inversion:

Valor real hoy de las cédulas: $ 500.000(0,8) = $ 400.000

Ingreso al final del primer trimestre: $ 500.000(1,0096)3(0,03) = $ 15.436
Ingreso al final del segundo trimestre: $ 514.538(1,0096)3(0,03) = $ 15.885

y asi sucesivamente. Al final del ano se tiene un ingreso adicional correspondiente al valor de
venta de las cédulas; este es de:

$ 560.740,6(0,9) = 504.666,5
Por tanto, el diagrama de flujo de caja es el siguiente:

Dado que la serie de ingresos trimestrales constituye un gradiente geométrico donde k =2,91%,
la ecuacion bésica para el calculo de 1aTIR es:

504.666,5
16.822,2 .-
16.346,9 .-~
15.885 __---" "
15.436
0 1 2 3 4

400.000

-4, 15.436 1,0291)*| _
504.666,5 (1 + /) + 1575 {1 ( 029 ” 400.000 =0
Utilizando el método de tanteo visto al principio de este capitulo, llegamos a que la tasa interna
de retorno es de i = 9,68% trimestral, o sea, unaTIR del 44,71% efectiva anual.

Debe tomarse en cuenta que la tasa anual anterior es solamente laTIR del proyecto de la inver-
sidn y no representa la verdadera rentabilidad de este, debido a que se tienen unos ingresos parciales
durante el ano. La tasa que si representa la rentabilidad del proyecto se conoce con el nombre de tasa
de rentabilidad verdadera (TRV), y se estudiara a continuacion.

Uno de los mayores errores que se comete cuando se evallan alternativas de inversién es confundir
la tasa interna de retorno con la rentabilidad del proyecto o alternativa. Sucede que en algunos casos
estas dos tasas coinciden y otras veces no, como veremos en los siguientes ejemplos:
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| EJEMPLO 9.6 |

Se invierten hoy $ 15 millones en un proyecto que generara un ingreso de $ 36.905.625 al cabo de tres
anos. Determinar laTIR para esta inversion.

36.905.625
El diagrama de flujo de caja de este
proyecto es:
Por cualquier método que calcu-
lemos la tasa interna de retorno, obtene-
mos queTIR = 35% anual.
0 1 2 &

En este caso, el 35% anual corres-
ponde a laTIR del proyecto y es tam-
bién su rentabilidad.

15.000.000

| EJEMPLO 9.7 |

Supongamos un proyecto en el que se invierten hoy $ 15 millones y que generara unos ingresos netos
de $ 10 millones en un ano, $ 16 millones en dos anos y $ 10.905.625 en tres anos. Determinar la
TIR de este proyecto.

16.000.000
El diagrama de flujo de caja del pro-
yecto es el siguiente: 10.000.000 10.905.625
Aun cuando la suma de los ingre-
sos es igual al ingreso del proyecto del
ejemplo 9.6 y la inversidon es la misma 0 1 2 3

en ambos casos, sabemos que no son

equivalentes. Para nuestro ejemplo,

por cualquier sistema que calculemos

la TIR llegamos a que su valor es del

60,98% anual aproximadamente. Asi

que podemos concluir que esta es la

TIR del proyecto, pero que en este 15.000.000
caso no representa la rentabilidad de

la inversion vy, por tanto, del proyecto,

puesto que esta tasa se aplica cada ano

solamente al dinero que aun esta invertido en el proyecto en ese ano.

Ahora bien: la pregunta que nos estaremos haciendo es: ;Y cual es la rentabilidad de este proyec-
to? Para calcularla debemos tener en cuenta la tasa de oportunidad del inversionista, que para nuestro
ejemplo la suponemos del 33% anual. Entonces, como el proyecto genera algunos beneficios cada
ano, su dueno los reinvertira a su tasa de oportunidad, de tal manera que por este concepto tendra, al
cabo de los tres anos, un total acumulado de:

10.000.000(1,33)?+ 16.000.000(1,33) + 10.905.625 = $ 49.874.625

Ante lo cual el inversionista hara la siguiente reflexién: “Por haber invertido hace tres anos la
suma de $ 15 millones, hoy tengo la suma de $ 49.874.625"Y la pregunta es: ;Cual es la tasa que con-
vierte a esa inversion en la suma que se tiene hoy? La respuesta es la solucion de la ecuacién:

15.000.000(1 + i)® = 49.874.625
Es decir, i = 49,255% anual.
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Esta tasa del 49,255% anual es la que se conoce como tasa de rentabilidad verdadera (TRV) del
proyecto del ejemplo 9.7, cuando la tasa de oportunidad del inversionista sea del 33% anual; y es la
tasa que mide la rentabilidad de la inversion y, por tanto, del proyecto.

Resumiendo, en el proyecto de nuestro ejemplo 9.7 [aTIR es del 60,98% anual, pero su rentabili-
dad es del 49,255% anual. Con este ejemplo queda en evidencia la diferencia que puede haber entre
TIR yTRV; sin embargo, si miramos el ejemplo 9.6 vemos que en éITIR yTRV son las mismas e iguales
al 35% anual. Como conclusiéon podemos afirmar que laTIR unas veces mide la rentabilidad de una
inversion y otras veces no, y que en cualquier caso debemos calcular siempre la tasa de rentabilidad
verdadera del proyecto.

Existen tres nociones basicas sobre rentabilidad, que el evaluador debe tener muy claras para no
incurrir en los errores que con frecuencia se cometen en su calculo. Estas nociones son:

i) LaTIR de un proyecto es una caracteristica propia de ese proyecto, independiente de las condi-
ciones de quien evalua.

ii) La tasa de oportunidad del evaluador es una caracteristica propia del evaluador, independiente
hasta el momento de la evaluacion del proyecto. Es una tasa netamente personal y no depende
del proyecto en si.

iii) La rentabilidad del proyecto para un evaluador es la que buscan los decisores. Esta resulta de la
interaccion entre laTIR y 1aTO (tasa de oportunidad del decisor).

iv) LaTRV de un proyecto es aquella tasa que combina el flujo de caja del proyecto con la tasa de
oportunidad del evaluador o del decisor, para medir la rentabilidad verdadera de la inversion que
se realiza en el proyecto. Basicamente, tiene que ver con el efecto debido a la inversion o reinver-
sion de las ganancias periédicas que genera el proyecto.

| EJEMPLO 9.8 |

Supongamos que disponemos en este momento de 10 millones de pesos para invertir. Una posibili-
dad es crear una empresa que, segun los estudios de mercadeo, se estima que dara unas utilidades
anuales de $ 2.549.000 durante 10 anos con un valor de salvamento nulo al final de este tiempo.
Nosotros deseamos saber cudl es la

rentabilidad del proyecto de crearesta | 2549000
empresa. Por otra parte, también tene-

mos la oportunidad de invertir los 10 0 10 anos
millones de pesos en una institucion

bancaria que nos ofrece una tasa de in-

terés del 21% anual. NuestraTO es del

20% anual.

) 10.000.000
Segun los datos del proyecto de la

empresa, se tiene el siguiente diagrama:
De aqui obtenemos que la ecuacién bésica para hallar 1aTIR es:
2.549.000(P/A, i%, 10) — 10.000.000 =0

Y se encuentra que la tasa interna de rentabilidad es del 22% anual. Hasta aqui, si laTIR fuera un
método de seleccion, escogeriamos el proyecto de la empresa.

De aqui resulta la pregunta acerca de si es cierto que estamos ganando el 22% de interés anual
durante los 10 anos que dura el proyecto. La respuesta puede ser si o no.

En efecto, nosotros obtenemos un rendimiento del 22% anual en el proyecto de la empresa du-
rante 10 anos, pero esta rentabilidad se aplica solo al dinero que se mantiene invertido en el proyecto
durante cada uno de los anos que este dura.

Es incorrecto afirmar que el proyecto represente la oportunidad de invertir 10 millones de
pesos durante 10 anos al 22% anual, porque el proyecto devuelve cada ano parte de la inver-
sion inicial.
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Sin embargo, queremos saber cudl es la verdadera rentabilidad en este proyecto. Esta respuesta
se puede dar al considerar tanto el proyecto de crear la empresa como la reinversion de los $2.529.000
que libera el proyecto a la tasa de oportunidad, que en este caso suponemos del 20% anual.

Concretando la pregunta, esta es: ;Cudl es el rendimiento que obtenemos de los 10 millones de
pesos durante los 10 anos que dura el proyecto?

Para responder a esta pregunta debemos hallar la cantidad total de dinero que se puede acumu-
lar al cabo de 10 anos al invertir los 10 millones de pesos en el proyecto de la empresa, y reinvertir el
dinero alli liberado en otra institucidon a la tasa de oportunidad del 20% anual.

Al final de cada aino se liberan $ 2.549.000, que se reinvierten al 20%, de tal manera que al cabo
de los 10 anos se tendra:

F =2.549.000(F/A, 20%, 10) = $ 66.168.681

En consecuencia, como resultado
de la inversion de los 10 millones de
pesos con el proyecto de la empresa y
de la reinversion de los dineros libera- 0
dos durante los 10 anos, se tiene:

66.168.681

10 anos

O sea que:
66.168.681 = 10.000.000(1 + i)™
..i=20,8% anual

$10.000.000

En este momento podemos dar
una respuesta concreta diciendo que:

1. Laverdadera rentabilidad del proyecto de la empresa es aquella que combina las caracteristicas
propias del proyecto de la empresa (TIR) con las caracteristicas propias de los inversionistas (tasa
de interés de oportunidad, TIO), y es del 20,8% anual sobre la inversion inicial.

2. Larentabilidad propia del proyecto es del 22% anual, es decir, [aTIR, indice que no depende de
quién esté evaluando el proyecto.

LaTIO es el 20% anual, es una caracteristica del inversionista y no depende del proyecto.

En conclusion, el mejor proyecto o alternativa es invertir los $10 millones en la institucion banca-
ria al 21% anual.

Lo anterior no implica que siempre se tengan diferencias entreTIR, TIO y verdadera rentabilidad, ya
que en algunos casos, debido a las cantidades que intervienen en el flujo de caja del proyecto, algunas de
estas tasas —o todas— pueden coincidir. Con frecuencia se confunden estas tres tasas o mediciones, que
tienen un significado y utilizacion diferentes. Esto ocurre porque la verdadera rentabilidad del proyecto, la
tasa de rentabilidad verdadera (TRV), es igual a la tasa interna de rentabilidad (TIR). Esto sucede cuando el
proyecto no devuelve o libera dinero en su tiempo de estudio o funcionamiento, y por no dar oportunidad
de reinversién; o también porque laTIR es muy cercana a laTIO, como sucede en el ejemplo anterior.

Sin embargo, es de advertir que la tasa de rentabilidad verdadera aun no representa la ganancia
real en una inversion, puesto que ella contiene la inflacién. Entonces, si queremos averiguar cual ha
sido la tasa real —o libre de inflacion— obtenida en una determinada inversion, debemos utilizar una
expresion similar a la usada en el capitulo 3 para hallar la tasa deflactada. Por ejemplo, si laTRV de
una inversion fue del 29% anual, pero la inflacién fue del 24% anual, entonces la tasa real obtenida
esta dada por:

. _ 0,290,024

=0,0403
g 1,24

Es decir, la tasa real fue del 4,03% anual y no del 5% (29% - 24%), como podria pensarse.

Veamos ahora algunos casos de toma de decisiones cuando debe tenerse en cuenta no solamente
la tasa interna de retorno, sino que esta se encuentra enfrentada, como indice de evaluacién o de selec-
cién de alternativas, a otros indices, como el valor presente neto y la tasa de rentabilidad verdadera.
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| EJEMPLO 9.9 |

Supongamos que tenemos dos alternativas de inversién, Ay B, con los siguientes flujos de caja netos
para cada caso, sabiendo ademas que la tasa de descuento que utilizara el inversionista en estos casos
es del 20% EA:

0 $-5.000.000 $-5.000.000
1 0 $ 3.500
2 $7.800.000 $3.500.000

Determinar cudl de las dos alternativas es la mas rentable.

Al calcular la tasa interna de retorno de cada alternativa, llegamos a:

TIR(A) = 24,9% anual yTIR(B) = 25,69% anual. Si solamente tomamos este indice como elemento
para seleccionar, entonces escogeriamos la alternativa B, por tener la mayor tasa interna de retorno,
y ademads porque es mayor que la tasa de descuento.

Si calculamos el valor presente neto de cada alternativa, tenemos:
VPN(A) = 416.667 y VPN(B) = 347.222
Segun este indice escogeriamos la alternativa A, por tener el mayor valor presente neto.

Pero como estos dos indices —TIR y VPN- no miden el mismo concepto, pasamos a determinar cual
es la verdadera rentabilidad de cada una de las alternativas, y debemos calcular laTRV para cada caso:

TRV(A) = 24,9% anual, yTRV(B) = 24,1% anual

Y aqui volvemos a determinar que la mejor alternativa es la A. Escogemos la alternativa A porque
tanto VPN como TRV nos indican que esta alternativa es mas rentable que la alternativa B.

Otro caso importante es aquel en el que el flujo de caja de un proyecto o alternativa tenga varias tasas
internas de retorno, y se corre riesgo al tomar la decisién considerando solamente una de estas tasas.

9.5.1 CONTRADICCIONES ENTRE LOS CRITERIOS DE VPNYTIR

En ocasiones se presentan contradicciones entre los métodos de seleccién de VPN y TIR, sobre todo
cuando se pretende utilizar laTIR como método de seleccion de alternativas.

Ademas, debe tenerse en cuenta que el indice de laTIR presenta una limitante, y es que no tiene
sentido aplicarlo cuando la tasa de interés no es constante, lo que corresponde a la mayoria de los
casos de la realidad.

Otra limitante es la de que al resolver la ecuacion
Xla+h=2c;a+ i
J J

donde IL y Ci son ingreso y costo o egreso en el periodo j, para obtener i* =TIR, pueden presentarse
multiples raices, o sea que para un mismo proyecto puede haber variasTIR, como se vera en 9.5.3.

9.5.2 RENTABILIDAD INCREMENTAL

Es una modificacion al método de laTIR para hacer que esta sea una herramienta un poco mas
precisa para evaluar alternativas.

Se trata de considerar los beneficios producidos por la inversion incremental (A — B), o sea, por
el incremento de la inversién, donde A y B representan dos proyectos, y la inversion en A es mayor
que la inversién en B.
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En este caso, si ambos producen beneficios al decisor, entonces al analizar la diferencia A — B se esta es-
tudiando en realidad la posibilidad de realizar o no la inversion extra, que implica llevar a cabo el proyecto A.

Veamos con un ejemplo la manera de calcular y aplicar la rentabilidad incremental.

| EJEMPLO 9.10 |

Se tienen dos proyectos, A y B, con las siguientes caracteristicas:

Provecto Inversién Beneficios Vida util Valor de
Y trimestrales trimestres salvamento
A $ 1.000.000 $ 162.800 10 0
B $ 2.000.000 $ 311.600 10 0

Capital disponible: $ 2.000.000

Realizando los calculos adecuados, se encuentra que las tasas internas de retorno son:

TIR(A) = 10,01% TIR(B) = 9%

Si la tasa de interés de oportunidad (TIO) es del 5% trimestral, entonces se justifican ambos proyectos.
Ahora bien: los valores presentes netos calculados al 5% son:

VPN(A) = $ 257.100 para el proyecto A

VPN(B) = $ 406.100 para el proyecto B

Segun el criterio del VPN, la mejor alternativa es la B.

Si tratamos de utilizar, desde luego incorrectamente, el indice de 1aTIR, se encontrara contradiccion
con el VPN. En efecto, el indice de laTIR nos diria que el mejor proyecto es el A. Esta dificultad se puede
obviar calculando la rentabilidad incremental de la inversion (B — A) y comparandola con el 5%.

A partir del ejemplo se tiene que:

Beneficios Vida atil Valor de
trimestrales trimestres salvamento

B-A $1.000.000 $ 148.000 10 0

Proyecto Inversion

De aqui se obtiene que la tasa interna de rentabilidad incremental (TIR) (B — A) es:
TIR(B - A) =79%

ComoTIR(B - A) =797% >TIO = 5%, entonces se debe aceptar la inversion incremental, o, lo que
es lo mismo, se debe aceptar el proyecto B.

Si se calcula el VPN de B — A al 5%, el resultado sera el mismo, ya que:
VPN(B — A) = 149.000
Por tanto, la inversién incremental es aceptable y se llega a la misma conclusion.

Con el ejemplo anterior podemos darnos cuenta de que con el indice de laTIR incremental se
obtienen las mismas decisiones que con el VPN.

Cuando se tengan varios proyectos, para escoger el mejor el método anterior exige que se com-
paren por parejas, asi el calculo sea extenso.

9.5.3 MULTIPLES TASAS INTERNAS DE RETORNO
LaTIR no es mas que una raiz de un polinomio de grado n dado por la ecuacién:

ZVP(II.) =ZVP(CI.)
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En términos matematicos, se tiene que para cualquier polinomio con coeficientes reales puede
ocurrir que:

a) No exista raiz real del polinomio.
b) Exista una sola raiz real para el polinomio.
¢) Existan multiples raices reales para el polinomio.

Para identificar la presencia de varias tasas internas de retorno en el problema se puede utilizar
el criterio de Descartes para un polinomio de grado n. Este criterio dice: “El nimero de raices reales
positivas de un polinomio de grado n, con coeficientes reales, no es nunca mayor que el nimero de
cambios de signo en la sucesion de coeficientes, o en caso de que el niumero de tales raices sea me-
nor, la diferencia sera un namero par”

| EJEMPLO 9.11 |

Dados los proyectos A y B siguientes:

0 -5.000 -15.000
1 1.000 2.000
2 1.500 8.000
3 2.000 —-3.000
4 2.500 10.000

Se tiene que, para el proyecto A, la regla de los signos nos indica que solamente hay una raiz
positiva, pues solo hay un cambio (de — a +).

Para el proyecto B, la regla de los signos nos indica que hay como maximo tres raices positivas,
pues existen tres cambios (de — a +, de + a —, de — a +), y si no son tres las raices positivas entonces
sera 1, puesto que la diferencia 3 - 1 =2 es un numero par.

Si hay mas de un cambio de signo en
el flujo de caja, puede haber varias rai- 7.500.000
ces.

A: hacer una importacién de un
cierto producto con el siguiente flujo

L 1
de caja: 0 2 afos
3.000.000 4.680.000
B: colocar el dinero en una corpo-
racion que ofrece el siguiente plan: 7.372.000

Se sabe que laTMAR de la empre-
sa es del 24% anual. Desarrollando las
ecuaciones correspondientes para ha- 0 2 anos
llar 1aTIR, se obtiene:

4.500.000
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TIR(A) = 20% y
como iOp = TIO =24%
TIO = 24% <

TIR(B) = 28%
TIR(A)
TIR(B)

Se concluye que la opcion A no es conveniente y, en cambio, la opcidn B si lo es.

Sin embargo, alguien hace ver a la empresa que tambiénTIR(A) = 30%.

Segun este resultado se aceptaria la propuesta A, pero ya habia sido rechazada por el 20%. En-
tonces la empresa establece el cuadro siguiente:

0 —180.000
10 —49.587
1 —49.636
15 -17.013
20 0

24 4.682
28 2.930
30 0

35 -12.345

Al calcular el VPN(24%), A = 4.682
VPN(24%), B = 295.005

2.872.800
1.593.223
1.483.930
1.074.896
620.000
295.005
0
-137.396
—454.568

Lo cual significa que B es mejor que A; sin embargo, se debe analizar mas a fondo el proyecto A.

Es preciso presentar en un mismo plano las dos situaciones con base en los datos obtenidos en

la tabla anterior.

El proyecto A libera $ 7.500.000 al
final del primer ano, que se pueden re-
invertir al 24% para convertirse al cabo
de un ano en $9.300.000. No obstante,
el proyecto A también requiere una in-
version a los dos anos, de tal manera
que, en definitiva, se tiene para A:

Lo cual da una rentabilidad del
24,1%. Esto indica que las cifras 20% y
30% no tienen significado alguno en la
verdadera rentabilidad del proyecto A,
y que la verdadera rentabilidad es del
24,1% para el proyecto A.

4.620.000

0 1 2 anos

3.000.000

Luego, como conclusion, podemos afirmar que debemos guiarnos mas por la verdadera rentabi-
lidad del proyecto que por su tasa interna de retorno.

Otro indice para la evaluacion de proyectos de inversion es el de la relacién beneficio/costo, que tam-
bién tiene en cuenta la variacion del dinero respecto del tiempo. Corresponde al indice que se define
como la relacién entre los beneficios y los costos de un proyecto.

Los beneficios se definen como el valor presente de los flujos netos de caja cuando son positivos

(e.d., cuando son ingresos I).
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B=>1,(1+iy"

Los costos se definen como el valor presente de los flujos netos de caja cuando son negativos
(e.d., cuando son ingresos E,).

C=)E,(+i)"
t

Aqui también se supone que todas las tasas de oportunidad son constantes por periodos durante
la vida util del proyecto.

| EJEMPLO 9.12 |

Determinar la relacién B/C para el proyecto cuyo diagrama de flujo de caja es el siguiente:

3.500.000 4.000.000

2.500.000

1 2 3 4 5 anos

1.500.000

4.00.000

Sabiendo que la tasa de descuento es del 28% anual tanto para los beneficios como para los
costos, se tiene entonces que:

B =3.500.000(1,28)"" + 2.500.000(1,28) + 4.000.000(1,28)* = $ 4.829.850
C =4.000.000 + 1.500.000(1,28)°=$ 4.715.255

La relacion beneficio/costo estara dada por:

_4.829.250

=2.715.255 ~ 10243

Dado un proyecto con su respectivo flujo de caja durante la vida util y, ademas, una tasa de des-
cuento, para aplicar el indice de evaluacion de beneficio/costo se utiliza el siguiente criterio:

i) Si B/C > 1, entonces el proyecto se justifica, es decir, se puede aceptar.
ii) SiB/C <1, entonces el proyecto se rechaza, es decir, no se debe llevar a cabo.

iii) SiB/C =1, se debe ser indiferente frente al proyecto, es decir, se puede o no aceptar. Como pode-
mos ver, este criterio de B/C es muy similar al criterio del VPN, en el sentido de que un proyecto
se acepta si el VPN > 0, o sea, si VP(l) >VP(E), lo que equivale a decir que:

VP (1) 1
VP (E)

y de la misma manera para los demas casos del VPN.

Sin embargo, al evaluar dos proyectos mediante los criterios de VPN y B/C no siempre los dos
métodos conducen a la misma decisioén.

Veamos enseguida estos casos.
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| EJEMPLO 9.13 |

Dados los proyectos A y B con sus respectivos diagramas de flujo de caja, seleccionar el mejor a partir
de los criterios de VPN y B/C, sabiendo ademas que la tasa de descuento es del 29% anual.

a) b)

3.300.000
1.300.000 1.300.000

0 2 anos 0 2 anos

1.500.000
1.500.000

Segun el criterio del VPN, se tiene que:

VPN(A) = $ 483.054 VPN(B) = $ 288.955
Y, por tanto, el mejor proyecto es A.

Segun el criterio del B/C se tiene que:

(B/C)(A) = 1.322 (B/C)(B) = 1.192,6
Y, asi, el mejor proyecto es A.

Como se puede observar, ambos criterios —el de VPN y el de B/C- conducen a la misma decision,
es decir, a seleccionar el proyecto A.

| EJEMPLO 9.14 |

Dados los proyectos A y B siguientes, seleccionar el mejor desde el punto de vista financiero, teniendo
en cuenta una tasa de oportunidad del 25% anual y utilizando los criterios de VPN y B/C.

a) b)

720.000 1.200.000
600.000 600.000 960.000

720.000

3 anos 0 3 anos

1.200.000 1.800.000

El criterio del VPN nos da los siguientes resultados:

VPN, =$32.640 y VPN, = $ 43.200

Y segun este criterio, se debe seleccionar el proyecto B, porque tiene un mayor VPN.
El criterio del B/C nos da los siguientes resultados:

(B/C), = 1.0272 (B/C), =1.024
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Y, segun este criterio, se debe seleccionar el proyecto A por tener un mayor valor la relacion B/C.

La pregunta que nos hacemos ahora es: ;Cual es la respuesta o eleccidn correcta, dado que un
indice nos da como mejor proyecto el A y el otro el proyecto B?

Una manera de resolver esta contradiccion inicial entre los dos criterios consiste en analizar
financieramente lo que implica emprender el proyecto que es el de mayor inversion inicial. En este
caso debemos, como inversionistas, desembolsar $ 600.000 mas que en el proyecto A; ademas,
recibimos $ 360.000 mas en B que en A, al cabo de un ano; también al cabo de dos anos, recibimos
$ 120.000 mas en B que en A; y, por ultimo, al
cabo de tres anos recibimos $ 480.000 mas en

B que enA. 360.000 480,000
. . . 120.000
El problema es analizar estas diferencias de
ingresos frente a la diferencia en la inversion ini-
1 2

cial, y es lo que en evaluacién de proyectos se 0 3 anos
conoce como el proyecto incremental, y que en

nuestro caso se denota por B — A, que es la dife-

rencia entre el proyecto de mayor inversién y el

de menor inversion.

El flujo de caja de este proyecto, que en la 600.000
préactica es un poco artificial, puesto que los uni-
cos reales son Ay B, es el siguiente:

Analicemos la bondad financiera del proyecto representado en este flujo de caja, a partir de los
mismos indices utilizados para Ay B.

VPN(B - A) = $ 10.560 y (B/C)

Segun estos dos criterios, el proyecto B — A es aceptable; esto quiere decir que financieramente
es aconsejable la inversion de los $ 600.000 de diferencia entre las inversiones originales, o sea que
el proyecto original que se aconseja es el B, lo que coincide con la seleccién hecha por el método de
VPN inicialmente.

=10.176

(B-A)

Como ya se habia mencionado, este analisis recibe el nombre de relacion de valor presente neto
incremental y de beneficio/costo incremental. Como en el caso anterior, donde el proyecto B — A es
aceptable, se dice que el proyecto B domina al proyecto A y se denota asi: B > A. Esta relacién de do-
minacidon entre proyectos se utiliza para ordenar un conjunto de proyectos y determinar la posicion
financiera de un proyecto respecto de los demas.
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1.1

1.2

13

14

15

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

Una residencia campestre avaluada hoy en $ 3.800.000 se vende a crédito para ser pagada du-
rante cuatro anos con cuotas semestrales de $ 525.000 cada una. ;Qué tasa de interés nominal
trimestral recibié el vendedor en esta operacién financiera?

Un hospital recibié como donacion una renta perpetua de $ 500.000 anuales. Debido a las ne-
cesidades locativas actuales, las directivas del hospital decidieron sustituir dicha renta por $ 2
millones hoy. ;Cual fue la tasa de interés adoptada para esta operacién?

Un automovil vale al contado $ 1.200.000 y se vende financiado asi: una cuota inicial del 40%
del valor del precio al contado y el saldo se incrementa en el 20% y se divide por 12, lo que da el
valor de las cuotas que deben cancelarse mensualmente durante un ano. Hallar la tasa efectiva
mensual cargada en esta financiacion.

Una corporaciéon de ahorro ofrece pagar el 29% nominal trimestral. Un ahorrador hace una serie
de depodsitos mensuales asi: $ 500, $ 520, $ 540 y asi sucesivamente. Transcurridos tres anos y
medio de estar efectuandose estos depdsitos, la corporacion le devuelve al ahorrador la suma
correspondiente al capital depositado, los intereses convenidos y una suma adicional de $ 6.800.
Hallar 1aTIR de esta inversion.

Un banco comercial concede un préstamo a uno de sus clientes por el valor de $ 2 millones y
le cobra un interés del 8% trimestral anticipado, y un plazo de un ano para pagar la deuda. Los
intereses los debe pagar el cliente al principio de cada trimestre, y la deuda debe ser cubierta
en cuatro cuotas de $ 500.000 por trimestre vencido. Cada vez que el banco recibe, ya sean los
intereses o las cuotas de amortizacién de la deuda, invierte estas cantidades de dinero en otra
empresa a un interés del 8,5% por trimestre vencido. Hallar la rentabilidad anual para el banco
por esta operacion al cabo de un ano.

Un inversionista compro una casa por $ 4 millones y la vendidé cuatro ahos mas tarde en
$ 7.300.000. Los gastos por reparaciones fueron de $ 400.000 el primer ano, $ 300.000 el
segundo y $ 500.000 el cuarto. Hallar la tasa anual de retorno de esta inversion.

¢Cual hubiera sido la tasa de retorno del problema 9.6 si el inversionista vende la casa por el
mismo precio, pero cinco anos mas tarde de la fecha de compra?

Un vehiculo que tiene un valor al contado de $ 18.500.000 puede adquirirse financiado asi: una cuota
inicial del 30% del valor del precio al contado y el resto a 36 meses con cuotas mensuales de $ 808.550;
la primera cuota debe pagarse en tres meses. Hallar la tasa de interés que se cobra por la financiacion.

Se adquiere hoy un bono por $ 200.000 y se conserva durante ocho anos, al cabo de los cuales
vence con un valor de $ 250.000. Durante el periodo de los ocho anos se reciben $ 6.000 cada
semestre. ;Cudl es la tasa de rentabilidad de esta inversion?

La compania de seguros Viva Feliz tiene el siguiente plan: la pdliza se obtiene con una inversién
inicial de $ 735.000 y cuotas por trimestre anticipado de $ 350.000 cada una y durante los cuatro
primeros anos. De ahi en adelante el fondo constituido por las cuotas anteriores produce un ren-
dimiento y el asegurado no debe volver a pagar mas cuotas. Si la compania le devuelve al ase-
gurado $ 88 millones al final de 20 anos, hallar la tasa de retorno para esta clase de inversion.
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1.11 Un proyecto exige las siguientes inversiones: $ 830.000 hoy, $ 150.000 en tres meses, $ 140.000
al cabo de seis meses, $ 130.000 al cabo de nueve meses, y asi sucesivamente durante la vida
util del proyecto, que es de tres anos. Si al final de este tiempo se obtiene un ingreso total de
$ 2.500.000, hallar la tasa nominal trimestral del rendimiento del dinero en este proyecto.

1.12 Un senor solicita un préstamo de $ 100.000 a una entidad crediticia y esta otorga el préstamo en
las siguientes condiciones: tasa de interés del 2,56% mensual; periodo de reembolso de 20 meses;
interés total de 20(0,025) 100.000 = $ 50.000; investigacion y seguro de crédito de $ 20.000; deuda
total de $ 100.000 + $ 50.000 + $ 20.000 = $ 170.000; valor de cada cuota de $ 170.000/20 = $ 8.500
mensuales. ;Cudl es la tasa de interés real mensual que el prestatario le paga a la entidad que le
otorgo el préstamo?

1.13 Un estudiante universitario recibe un préstamo para poder adelantar sus estudios superiores de
10 semestres. El préstamo consiste en cuotas de $ 950.000 al principio de cada semestre acadé-
mico. El que garantiza el préstamo contempla una clausula que exige que el estudiante amortice
la deuda en 30 pagos mensuales iguales de $ 418.500, empezando un ano después de terminar
los estudios. Hallar la tasa anual y mensual del préstamo.

1.14 Una empresa recibe hoy la suma de $ 1 millén de pesos de una institucion financiera y se com-
promete a pagar esta deuda durante dos anos con cuotas mensuales iguales y una tasa del 3%
mensual. La empresa obtiene ingresos mensuales suficientes para cubrir las cuotas a la institu-
cion y para realizar depdsitos en una cuenta de ahorros, del modo que sigue: $ 30.000, $ 35.000,
$40.000 y asi sucesivamente. Si la cuenta de ahorros paga un interés del 2,5% mensual, jen qué
momento el saldo en la cuenta de ahorros sera suficiente para pagar el saldo pendiente con la
institucion financiera?

1.15 Una corporacion de ahorro le hace un préstamo a usted por $ 1.800.000 y le concede 15 anos para
amortizar esta deuda con cuotas mensuales variables y con un interés del 2,5% mensual. Usted
paga el primer mes una cuota de $ 28.000, el segundo mes $ 29.000, el tercer mes $ 30.000 y asi
sucesivamente durante un ano. A partir de esta fecha las cuotas deben reajustarse en una tasa
constante cada mes. jCudl debe ser la tasa de reajuste mensual para que la deuda quede saldada
al final de los 15 anos?

1.16 Una institucion que capta dinero para inversion tiene entre sus planes el siguiente: por una serie
de 10 depodsitos por mes anticipado de $ 22.000 cada uno que se hagan en la institucion, esta
se compromete a otorgar 24 pagos mensuales empezando 15 meses después de iniciada la in-
version, de tal manera que cada pago sea igual a la cuarta parte del saldo existente al final del mes
anterior. Si al hacer el ultimo pago el saldo que queda es $ 62.000, hallar el rendimiento del dinero
en esta institucion.

1.17 Resolver el problema 9.16 si el primer pago lo hace la institucion un mes después de haber rea-
lizado el ultimo depdsito.

1.18 Un profesional esta estudiando la posibilidad de hacer una donacién a su universidad que
consiste en que esta puede disponer de $ 60.000, $ 50.000, $ 40.000 y $ 30.000 al final del
primer, segundo, tercer y cuarto trimestres respectivamente de cada ano, para ayudar a
otros estudiantes. El profesional debe efectuar hoy un depdsito unico de $ 612.000 en una
institucion financiera, y la universidad debera hacer alli los retiros de las cantidades respec-
tivas, en las fechas correspondientes. ;Qué tasa de interés nominal trimestral debe pagar
la institucion financiera para que la universidad pueda disponer de estas sumas todos los
anos a perpetuidad?
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1.19

1.20

1.21

1.22

¢Para qué tasa de interés trimestral el fondo anterior se agotara al cabo de 20 anos?

Un proyecto de inversion consiste en invertir hoy $ 1.200.000 y retirar cada mes la mitad de
los intereses devengados en ese mes. Si al final de los dos ahos después de los retiros corres-
pondientes se tiene un saldo de $ 1.650.000, hallar la tasa interna de rentabilidad de este proyecto.

En el problema 9.20, suponer que en un ano se hace un retiro adicional de $ 60.000 y que el saldo
al cabo de dos anos es de $ 1 millon. Hallar la tasa interna de rentabilidad.

Un almacén distribuidor de calculadoras hace una importacion al principio de un ano por un va-
lor de $ 7500.000 en esta clase de maquinas. Las calculadoras se venden todas durante un ano
y los ingresos mensuales por este concepto son de $ 1.125.000 el primer mes, y luego aumentan
en $ 120.000 cada mes. Hallar la tasa interna de retorno de este almacén.

1.23 En el problema 9.22, suponer que al final del quinto mes se hace una nueva inversion de

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

$ 2.600.000 y de ahi en adelante los ingresos mensuales aumentan en $ 545.000. Hallar la
tasa interna de retorno para el almacén en esta nueva situacién.

Se tiene hoy una deuda de $ 850.000 y se debe pagar en cuotas mensuales asi: $ 40.000 la prime-
ra, $55.000 la segunda, $ 70.000 la tercera, y asi sucesivamente. Si el interés que se cobra es del
2,5% mensual, jal cabo de cuanto tiempo se amortizara la deuda? Dar la respuesta en numero
entero de meses, asi la Ultima cuota no guarde relacion con las anteriores. (El problema puede
tener dos soluciones.)

Una corporacion le hace a usted un préstamo por $ 11.400.000, que debe amortizar, inicialmente,
en un plazo de ocho anos, con cuotas mensuales iguales y con un interés del 30% nominal men-
sual para los cuatro primeros anos y del 34% nominal mensual de ahi en adelante. Transcurridos
dos anos, la corporacion decide cambiar el contrato, de comun acuerdo con usted, para la amor-
tizacién del saldo. Este nuevo contrato estipula que a partir de la fecha las cuotas se reajustaran
en un determinado porcentaje constante cada mes, de tal manera que, conservando las tasas de
interés del primer contrato, la deuda quede pagada dos anos antes de la fecha dada en el primer
contrato. Hallar la tasa de reajuste mensual.

Resolver el problema 9.25 suponiendo que en el segundo contrato se conviene que la tasa de
interés sea del 32% nominal mensual para los dos primeros anos, del 34% nominal mensual para
los dos anos siguientes y del 36% nominal mensual para los dos ultimos anos.

Un padre de familia instalo en el garaje de su casa una pequena cafeteria con una inversién
de $860.000. De ahi en adelante, cada dos meses debe hacer nuevas inversiones de $ 150.000
cada una; obtiene ingresos semanales del orden de los $ 55.000. Si este senor conserva el
negocio durante tres anos, hallar una tasa interna de retorno en estas condiciones.

Un agricultor cultivo 30 fanegas anuales de maiz. Cada ano obtiene dos cosechas, una en el
primer semestre y la otra en el segundo semestre. Las inversiones al principio de cada semes-
tre son del orden de los $ 5.400.000 por fanega; los gastos de recoleccion al final de cada se-
mestre son de $ 1.200.000 por fanega. Los ingresos provenientes de la venta del maiz y pastos
son de $4.050.000 por fanega el primer semestre y de $ 2.750.000 por fanega para el segundo.
Calcular una tasa de retorno para dos anos de esta actividad.
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1.29 Resolver el problema 9.28 suponiendo que los ingresos en ambos semestres del ano sean de

1.30

$ 4.050.000 por fanega.

Un camion tiene un valor inicial de $ 36 millones y puede transportar 25 toneladas. Cada mes logra
hacer tres recorridos con carga completa y se obtienen ingresos de $ 28.000 por tonelada trans-
portada. Los gastos de mantenimiento y conductor suman $ 1.500.000 cada mes. Si al final de tres
anos el camion se vende en 28 millones, hallar la tasa interna de retorno de este proyecto.

1.31 Como ejercicio de investigacion, analizar el funcionamiento y rentabilidad de los siguientes pa-

1.32

peles comerciales:

a) Bonos de desarrollo econémico

b) Bonos del IFI

c¢) Certificado de abono tributario, CAT

d) Certificado de depésito a término, CDT
e) Certificado de cambio

f) Certificados cafeteros

g) Titulos financieros agroindustriales

h) Titulos de participacion del Banco de la Republica
i) Depdsitos en cuentas de ahorros

j)  Seguro de vida con capitalizacion

k) Cédula hipotecaria a corto plazo

1) Certificado eléctrico valorizable FEN
m) Bonos Fondo Financiero Industrial

n) Bonos cafeteros

o) Bonos de seguridad ciudadana

p) Bonos agrarios clase L

Usted tiene hoy una obligacion por el valor de $ 6 millones, y el acreedor le presenta las cuatro
siguientes alternativas para saldarla:

Primera: 12 cuotas mensuales de $ 600.000 cada una

Segunda: 15 cuotas mensuales empezando en tres meses con $ 540.000 y que aumentaran cada
mes en $ 10.000

Tercera: 4 cuotas de $ 2 millones, $ 1.600.00, $ 1.400.000 y $ 1.900.000 en los meses 4, 6, 8y 14
respectivamente

Cuarta: 2 pagos de $ 3.650.000 cada uno en los meses 8y 10

Determinar la mejor alternativa para usted como deudor.

1.33 Por un crédito de $ 7.500.000 se debera hacer la siguiente serie de pagos: $ 543.750 hoy,

$ 1.123.4375 en un mes, y de ahi en adelante los pagos disminuiran en $ 45.312,5 hasta el
final de un ano. Hallar la tasa anual de costo del dinero.
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1.34

Un proyecto presenta el siguiente flujo de caja: inversiones de $ 1 millon hoy y $ 4.770.000 en
dos anos, y generara beneficios de $ 3.800.000 en un ano y $ 1.980.000 en tres anos. Determinar
las tasas internas de retorno de este proyecto e interpretar el resultado.

1.35 Una acciéon se adquirio hace cuatro anos en $ 525.000 y los dividendos pagados han sido

de $ 28.000 mensuales durante los cuatro anos. Si el valor hoy de la accién es $ 520.000,
hallar la tasa interna de retorno del flujo de caja de esa inversion y la tasa de rentabilidad
verdadera, sabiendo que el inversionista tiene una tasa de oportunidad del 31% anual.

1.36 Un inversionista es socio en diferentes negocios pequenos. Su practica es suministrar el capital

1.37

1.38

1.39

344

para nuevos negocios. Si su tasa de oportunidad es del 38% anual y se le presentan las tres alter-
nativas siguientes, jcual debe seleccionar segun laTRV?

A -103.506 55.000 55.000 55.000
B -363.800 170.000 200.000 230.000
Cc —284.560 200.000 150.000 100.000

Los periodos son anos y los valores estan en miles de pesos.

Considere los proyectos A y B, donde los periodos son trimestres y cuyos flujos de caja se dan a
continuacion:

A -900.000 250.000 300.000 350.000 400.000
B -1.000.000 350.000 350.000 350.000 350.000

a) Calcule l1aTIR de cada proyecto.
b) ;Para qué valores de tasa de interés se prefiere el proyecto A al proyecto B?

¢) Haga una grafica que relacione el VPN y la tasa de interés para cada proyecto.

Hace dos anos usted compré un automovil por el valor de $ 10 millones. De acuerdo con la ul-
tima declaracion de renta el automovil aparece con un valor de $ 7 millones, pero usted sabe
qgue no puede venderlo en mas de $ 6 millones. Se quiere considerar la posibilidad de continuar
usando ese vehiculo durante tres anos mas, o de comprar uno nuevo. Al automovil actual tendra
que hacerle inmediatamente reparaciones por $ 160.000 y podra venderlo al cabo de tres afnos
en $ 3 millones. El automovil nuevo vale ahora $ 15 millones y dentro de tres anos se podra
vender en $ 9 millones. Los costos anuales de operacion y mantenimiento son de $ 1.200.000
para el automovil actual y de $ 900.000 para el nuevo. Si usted considera que sus inversiones de
capital deben producir por lo menos el 30% anual, sin contar impuestos, ;cual sera su decisién?
¢Cual seria el costo de oportunidad del capital para el cual daria lo mismo un automovil que
otro? ;Qué otras consideraciones cree usted que serian pertinentes para tomar esta decision?

Supdngase que existen tres inversiones, A, By C, excluyentes entre si. ;Cual de las tres se debe
elegir? Utilice los métodos VPN y TIR. El costo del capital es del 31% nominal trimestral, y los
periodos son semestres.

A -100 505 505 505
B —-10.000 2.000 2.000 12.000
(3 -11.000 5.304 5.304 5.304
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El Gerente de Produccidén de una compania estima que con el sistema actual de operacion, que
es manual, necesitara tres anos con la planta de personal existente en este momento para llevar
a cabo un determinado volumen de produccion. Bajo este sistema, la compania producira un
beneficio neto mensual de $ 220.000. Si adquiere una maquina para la elaboracion del producto
por el valor de $ 1 millén, los beneficios netos mensuales se elevaran a $ 450.000 y la produccién
terminara un ano antes de lo previsto en el caso manual. Si la maquina puede tener un valor de
mercado de la mitad de su costo inicial, y la tasa minima es del 32% nominal trimestral, se pide:

a) Hacer un diagrama del flujo de las dos alternativas.

b) ;Para qué valor de la tasa anual son equivalentes las dos alternativas?

Evalue los siguientes proyectos de inversién por los métodos de VPN y laTIR. Use como tasa de
oportunidad el 22% anual.

0 -3.000.000 -7.000.000 -3.000.000
1 1.200.000 600.000 0
2 1.200.000 2.100.000 0
3 1.200.000 3.600.000 1.000.000
4 1.200.000 6.000.000 5.350.000

a) Ordenarlos de mejor a peor segun cada criterio.
b) Formule los proyectos incrementales: B—-A, C-B, C - A.
¢) Evalle y ordene estos proyectos incrementales segun los dos criterios.

d) Halle la tasa de rentabilidad verdadera (o tasa de rentabilidad interna ponderada) para cada
uno de los proyectos iniciales y ordénelos.

e) Compare resultados y tome una decision si es posible.

Se tienen dos proyectos A y B con las siguientes caracteristicas, en los que los valores estan en
millones de pesos.

A 10 3,2 5 8
B 15 3,7 5 10

El capital disponible para invertir es de $ 15 millones. Se pide seleccionar el mejor proyecto utili-
zando los criterios de VPN yTIR.

Si hay contradiccion entre los dos criterios anteriores, utilizar la tasa interna de retorno incremental.

La tasa de oportunidad es del 30% anual.

Una fabrica industrial tiene asegurada contra robos toda su maquinaria por un valor de $ 210
millones. El costo del seguro hoy en dia es $ 180 por cada $ 1.000 de cubrimiento y este valor
permanecera constante por los proximos cuatro anos y luego se aumentara a $ 230 por cada $
1.000 de cubrimiento para los cinco ahos siguientes. La empresa tiene la posibilidad también de
contratar el servicio con una compania de celaduria y vigilancia por espacio de nueve anos. En
este caso la fabrica debera utilizar cinco celadores diurnos y cinco nocturnos. El salario mensual
de un celador diurno es de $ 300.000 y el de uno nocturno de $ 400.000. Estos salarios se incre-
mentan cada dos anos en el 24%.

a) Silatasa minima atractiva de la fabrica es del 30% anual, ;qué alternativas debe seleccionar?
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b) Determinar la tasa de retorno incremental. Segun este criterio, jqué alternativa debe selec-
cionar la fabrica?

1.44 Utilizando los métodos de VPN y B/C para una tasa del 20% anual, analizar las alternativas si-

guientes:
Resolver el problema anterior si la tasa de interés es del 25% anual y las alternativas son las si-
guientes:
a)
A 75.000 B
35.000 35.000
1 1
0 2 anos 0 2 anos
500.000
50.000
b)
& 60.000 2 100.000
50.000 50.000 80.000
60.000
0 L 2 3 anos 0 L 2 3 anos
100.000 150.000
- 40.000
B-A 30.000
10.000
0 ] 2 3 anos
50.000

1.45 Se tienen cuatro proyectos de inversion, A, B, C y D. Utilizando los indices de VPN, TIR y TRV, ana-
lizarlos conjuntamente, es decir, ordenarlos segulin cada criterio en orden de prioridad. El flujo de
caja para cada proyecto es el siguiente:
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0 $-1.000.000 $-3.000.000 $-2.500.000 $-1.000.000
1 400.000 0 200.000 0
2 400.000 400.000 700.000 0
3 400.000 1.600.000 1.200.000 0
4 400.000 2.900.000 2.000.000 1.800.000

Tasa de oportunidad del 12% semestral.

1.46

1.47

1.48

Una oficina publica planea construir un edificio para oficinas que tenga tres pisos; se espera que
al cabo de 15 anos se anadiran tres pisos mas. Se consideran dos disenos:

El diseno A es uno convencional para un edificio de tres pisos. El costo estimado es de $ 420
millones. El diseno B supone que la construccion inicial sea de los tres primeros pisos de un
edificio de seis pisos. El costo inicial de la construccion es de $ 490 millones. Con el disefo A se
estima que costara $ 500 millones anadir los otros tres pisos al cabo de 15 anos. Con el diseno
B, la adicion de los tres pisos costara $ 440 millones. La vida total estimada del edificio es de 40
anos con valor de salvamento o de mercado de $ 500 millones en cada diseno.

Se estima que los costos de mantenimiento mensuales seran de $ 700.000 menos con el disefo A
alolargo de los 40 anos. Se cree que los otros gastos anuales, incluidos seguros, seran los mismos
para ambos disenos. Como se trata de una inversion del Gobierno, no se consideran impuestos.

Con una tasa de descuento del 32% anual, jcual de estos dos proyectos se debe emprender?
Haga analisis del VPN y de la rentabilidad interna incremental. jCoinciden estos criterios?

En una compania manufacturera se han presentado seis propuestas para la mecanizacion de una
operacién manual. La inversién inicial estimada y la reduccion de los gastos anuales de cada
una de las propuestas se dan a continuacion. Se supone que la vida econémica de cada una de
ellas es de 10 anos. También se supone que la tasa de reinversion permanece constante durante
los cinco primeros anos y que es igual a la tasa de descuento, que es del 26% anual. Durante los
otros cinco anos se considera que la tasa de reinversion y de descuento permanece igual y se
estima en el 28% anual. Estas tasas son antes de impuestos.

¢Cual de estas seis alternativas se debe aceptar? Explique los supuestos de su seleccién y mues-
tre ademas los calculos que sean necesarios para respaldar su respuesta.

A 600.000 2.000.000
B 1.000.000 250.000
C 1.100.000 300.000
D 1.200.000 350.000
E 1.500.000 400.000
F 1.500.000 425.000

Un estudiante egresado de la Facultad de Ciencias Econdmicas de una universidad estimo los
siguientes datos respecto de sus gastos e ingresos entre las alternativas de estudiar una carrera
y desempenarse luego como profesional en la misma, frente a no haber estudiado.

Calcula que la educaciéon durante los cinco anos de carrera le costoé el equivalente a $ 5 millones
en la fecha de graduacién, considerando el aumento de los gastos y los ingresos dejados de reci-
bir al estar estudiando. Ha estimado que los ingresos mensuales durante los tres anos siguientes
después de salir de la universidad son en promedio de $ 550.000 mas de lo que hubiera ganado
si no hubiera ingresado a la universidad.
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1.49

1.50

En los tres anos siguientes esta cifra aumenta a $ 750.000 mensuales, y en los tres afnos siguien-
tes a $ 950.000 mensuales. ;Cudl es la tasa interna de retorno obtenida por su inversion en edu-
cacion universitaria?

Una compania distribuidora de combustibles para automotores tiene planes para adquirir un lote en una
ciudad por el valor de $ 50 millones. La compainia tiene cuatro diferentes negocios que puede instalar alli.

A $40.000.000 Bomba de gasolina convencional con servicio de lubricacion
Instalacion de lavado automatico de vehiculos con una bomba

B $ 125.000.000 de gasolina

(o] $ 25.000.000 Servicio de lubricacion

D $65.000.000 Bomba de gasolina con lavado manual de vehiculos

En el costo de las mejoras no se incluye el valor del terreno. La vida util de cualquiera de los
negocios sera de 12 anos. El valor de mercado al final de este tiempo sera el equivalente a $ 90
millones para cualquier negocio que corresponde al valor del terreno reajustado. El beneficio
anual neto después de pagar todos los gastos de operacién y materias primas es:

$ 18.000.000 el primer ano aumentando en 25% cada aho
$40.000.000 el primer ano incrementando en 20% cada ano
$ 30.000.000 cada ano

$32.000.000 y aumentara en $ 650.000 cada ano

0O w >

Si la compania distribuidora de combustible tiene una tasa de oportunidad del 32% anual para
sus inversiones, clasificar los proyectos o negocios de mejor a peor financieramente, utilizando
los criterios de VPN, TIR, TRV, B/C sencillos o incrementales segun el caso.

Una fabrica de plasticos estéa situada en la zona industrial de una ciudad y opera en una bodega
en arriendo. Esta bodega tiene una extension de 8.000 metros cuadrados y cuesta $ 11 millones
el arriendo mensual anticipado. Cerca de esta fabrica estan vendiendo una bodega con una ex-
tension de 12.000 metros cuadrados por un valor de $ 450 millones. Los términos en los que se
ofrece esta bodega son el 40% de cuota inicial y el resto financiado a cinco anos con cuotas men-
suales iguales a un interés del 34% anual. Se estima que esta bodega tendra un valor de mercado
de $ 500 millones al cabo de cinco anos.

La fabrica de plasticos dispone en este momento del dinero necesario para comprar la nueva
bodega, pero no necesita todo el espacio. Una fabrica de muebles ha ofrecido tomar en arriendo
la mitad de esta bodega por $ 58.500.000 mensuales anticipados.

La fabrica de plasticos tiene en este momento la opcion de reducir el espacio, por el que esta pa-
gando arriendo en 2.000 metros cuadrados, en cuyo caso el arriendo seria de $ 3 millones men-
suales anticipados. Aun mas: esta fabrica podria dejar de pagar arriendo. El Gerente Financiero
de la fabrica de plasticos esta considerando tres alternativas:

a) Comprar las nuevas bodegas y arrendarle a la fabrica de muebles la mitad del espacio. Ade-
mas el espacio tomado en arriendo por la fabrica de plasticos se reduciria a 2.000 metros
cuadrados en la actual bodega.

b) Comprar la nueva bodega y dejar de pagar arriendo por completo. En este caso no podria
arrendar a la otra fabrica espacio alguno.

¢) Continuar como est4, con 8.000 metros cuadrados de espacio pagando arriendo.

Tomando una tasa de oportunidad para la fabrica de plasticos del 34,5% anual, ;qué alternativas
debe seleccionar el Gerente Financiero?
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(A los problemas multiplos de tres)

CAPITULO 1

1.3 i) X=5
ii) X=-3
iii) X=e
iv)] X=30
v) X=1

1.9 i) No es progresion
ii) Progresion aritmética
iii) No es progresion
iv) No es progresion
v) Progresion aritmética
vi) Progresion geométrica

1.12 A =574.864
115 n=20

1.18 Si. Los primeros son: 8.500, 8.000, 7.500,
....1.500

1.21 a. 1,073X10°
b. 5,7646X10"

1.24 $ 2.000.000, $ 1.600.000, $ 1.280.000, y el
décimo: $ 268.435

1.27 p=$34,65
1.30 n =12 dias
1.33 $5.042.100
1.36 n=16

1.39 $212.000

2.3 80,47 meses

26 a) i=-0,1652
b) No existe
c) i=0,5427
29 n=-30,56

2.12 t =-0,009415

Respuestas

2.15 $ 18.623.395
2.18 $ 1966 millones

2.21 a=3.820.000, b)=1,01, r=0,01

CAPITULO 2

13 a) Y,=1/2
b)  Y,=4(1/2)1+2
c)  Y,=6(-1)
d) Y,=243/8 (4/9)
e) Y, =6(1/2)+1/2

16 a) S =15000(1,16)
t
b) S =45.000 [15]

t
) S,=45.020 G] +20t-20

1.9 Al cabo de 26 dias
1.12 $ 3.145.743

115 a) Y, =C,+/,
b) C,=ay,
c) Y- Y.=bly,

1.18 $ 57.368 millones y $ 57.388 millones

121a) $8S,= ()‘,%(1,03)% %
b) S:=19.400(0,98)" + 250t - 12.400
¢) F,=-32.170(1,1)""- 30t +34.700
d) U,=250+t(t-1)
e) R,=(1,003 +t)(1§jt— 3

124 q,=P(1-r)""

1.27 S, = 1.847.525

1.30 U, = —-$799,98

1.33 G, = 3420,15

1.36 S,,= $22.290.251
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t
139 Y, = 2.000(15 + 3.000

t

t
C.=2.000 @ +1.000

2.3 55.080 unidades
2.6 t=8 meses

29 a) U =4,
b) U, =24.4987,
¢) U,=98.22552

212 5,= 22 0,25t%+0,5t2+0,25t + 1

1y,
2 2\2)
S,=12,125y S, = -82,5
t
2.15 S, = 63'600.000 (%] 1 400.000 (1,05)" ;
S,, = $5.310.444
218 P, = 25 (1)1 + 25

221S,=a(1-b) .S,

CAPITULO 3

1.3 a) 2anos
b) 13 trimestres

1.6 Invertir en la empresa
1.9 $8.670.167

1.12 19 meses

1.15 $ 389.667

1.18 38 meses

1.21 14 trimestres

1.24 $284.985

1.27 9 trimestres

1.30 a) 36%

b) 26,52%
c) 33,56%
d) 34,97%

1.33 La primavera
1.36 $664.884
1.39 $550.400

1.42
1.45
1.48
1.51
1.54
1.57
1.60
1.63
1.66
1.69
1.72
1.75
1.78
1.81
1.84
1.87
1.90

1.93

2.3
2.6
29

2.12

2.15

2.18

La segunda alternativa
$189.471

28,5 meses

13 meses

$ 295.518

$ 3.807.850

$ 652.979

$212.912

$2.131.124

$ 350.000

$ 1.693.600 ultimo pago
$ 865.567 y $ 962.153
$ 779.635

10,7976%

$290.100

19,8% EA(365 dias)

a) Si
b) 34,98% EA

27,10% EA

$ 1.634.088 cada pago
$ 14.528.290

0,37%, 0,33%, 0.28%, 0,23%, 0,19% y
0,16%;

| =1,42236 (0,833188)"

$ 40.347.940, i. = 0,00668% promedio
mensual.

5,99%, 5.94%, 5.88%, 5.83%, 5.78% y
5.73% ;

D= 6,36868 (0,991256)"

a) Lineal: v=2663,33 -17,14285t,
v(8) =$ 2.526 ; r=-0,2797
b) Exponencial: v =2659,294 (0,993719)};
v(8) =$2.528 ;r=-0,2738
Es mas representativo el valor obtenido en
la funcidn lineal.



2.21 VM (t) = 76559 (0,9121)t ,Tasa de inversi-
on: -8,79%
VM (8)= 3,67 millones de pesos

CAPITULO 4

1.3 $339,8 millones
1.6 $10.125.067

1.9 $5.727500

1.12 $ 32.155

1.15 $ 13.362.500
1.18 $609.000

1.21 $6.207.840

1.24 $55.505

1.27 $16.945.503
1.30 $309.189

1.33 16 meses

1.36 8 trimestres
1.39 $1.619.876

1.42 $799.376

1.45 $ 242.383

1.48 Por tiempo indefinido
1.51 33 meses

1.54 $ 38.336

1.57 41 retiros

1.60 $ 1.638.140

1.63 $ 229.622

1.66 $6.830.910

1.69 $ 35.077

1.72 $126.941y $2.051.043
1.75 $ 1.245.804

1.78 $ 32.064

1.81 $ 366.857

1.84 $495.026
1.87 $3.759
1.90 $ 17.065

2.3 $18.404.434

26 $5

29 $3.051.397

2.12 $7515.865

2.15 $58.733.188

2.18 $3.291.710

2.21 $1.871.171 y $ 1.853.292

CAPITULO 5

1.3 $398.702

1.6 $228.298

19 $149.792

1.12 $5.214.813

1.15 $ 1.284.850

1.18 $ 1.406.640

1.21 $ 160.460

1.24 Primera cuota de $ 167.123
1.27 $ 3.250 primer pago

1.30 $ 1.888.380

1.33 Primera cuota de $ 341.494
1.36 $649.283

1.39 Primera cuota de $ 702.728
1.42 $ 207,65 millones

1.45 $ 156.318

1.48 $222.800

1.51 52 cuotas, y de $ 596.160 la ultima
53 cuotas, y de $ 219.993 la ultima

1.54 $85.830

Respuestas
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1.57 $89.916 millones

1.60 $228.332,1 millones

1.63 $ 152,35 millones

1.66 Primera cuota de $ 130.079
1.69 A=-$22.431

2.3 $12.324 millones

2.6 $ 16,26 millones

2.9 $4.327 millones

2.12 $ 363.071

2.15 $6.785,5

2.18 $351.900

2.21 $ 4,7 millones

2.24 $ 2.086 millones

2.27 Al cabo de 14 meses

2.30 $799.470

2.33 $96.293 antes y $ 94.295 después
2.36 $32.935 millones

2.39 A=%$2.561.319, 2A = $5.122.638
2.42 $26.235.380

2.45 U (t) =1,7712 (1,0784)t ; U (7) = 3,0042
millones de pesos sera la utilidad del mes
siete y de alli en adelante aumentara en el
7,84% cada mes.

VF = $ 23.508 millones. Si puede cancelar

2.48 p (t) = 19,98465 (1,0339)!
Q (p) = 2465,3727 (0,98515)°

Con estas funciones calcular: p, Qy el
ingreso y = p . Q para los meses 8,9,10,11,
12y 13

VF = $ 141.916.000

251 a) Saldo en 6 anos : $ 55.069.860
b) 49 meses

2.54 Q (t) =31,71428 + 0,42857t
VF = $ 455.980.790 al cabo de cinco anos

2.57 U(t) = 4,38433 (0,95465)t
Inversion primer mes $ 1.443.676 y dismi-

nuird cada mes en el 4,5635%

VF (total) = $ 112.042.737. Si logra acumu-
lar lo necesario para cubrir la deuda.

2.60 T (t) = 1,98667 —0,005714t

Total acumulado dentro de seis meses
=$22.728.954

2.63 y (t) = 3,43214 + 0,05952 . t : Ingreso
C (t) = 0,95485 ( 1,15183)' : Costo
VPN = 47951.776 — 91.517.490 = -$ 43.565.714

2.66 U(t) = 4884,10714 + 90,05952t, U (9) =
$ 2.847.314 inversion primer més y au-
mentara en $ 45.029 cada mes.

Total acumulado al final del ano =
$ 41.707.733

CAPITULO 6

1.3 $12.263,8

1.6 $360.640

1.9 $880.660

1.12 $ 1.727.307

1.15 $ 488.809

1.18 $489.91

1.21 $3.890.395

1.24 $1.724.081y $ 3.670.843
1.27 $429.437

1.30 $45.658

1.33 Disminuyd em el 17,47%
1.36 $26.721 de intereses y $ 11.035 de capital
1.39 $42.658

1.42 $882.500y $ 108.333,33
1.45 $6.192.890

1.48 Intereses $ 64.943,6 abono a capital
$290.422,5



2.3 $3.890.095
26 $42.658

2.9 Intereses: $ 305.447, abono a capital:
$ 440.868

2.12 $6.195.435

2.15 Intereses: $ 875.416, abono a capital:
$828.000

2.18 a) $34.797.324,
b) $405.491.930,
c) $16.170.917

2.21 a) 38,3 meses,
b) $2.387.617

c) Intereses: $511.000, abono a capital:
$ 2.048.848

2.24 $143.775.758

2.27 $47.500.000

2.30 205,7952

2.33 0,2675986% mensual

CAPITULO 7

1.3 VPN(A) = $ 32.857, VPN(B) = $ 513.484.
Seleccionar el activo B

1.6 VPN(A)=-%$52.527 VPN(B) = -$ 49.183.
Seleccionar la clase B

1.9 VPN(1) =-%$ 4,123 millones; VPN(2) =-$ 5,279
millones. Seleccionar la alternativa de com-
prar la maquina

1.12 VPN(1) =-$ 2,794 millones; VPN(2) = -$ 1,897
millones. Seleccionar la segunda clase

1.15 VPN(1) =$ 114,7 millones; VPN(2) = $ 105
millones. Seleccionar el cultivo de zanahoria

1.18 VPN(1) =-%$ 16,688 millones; VPN(2) =
-$ 15,372 millones. Seleccionar la alternati-
va de tomar en arriendo

1.21 VPN(A) =-$ 25,153 millones, VPN(B) =
-$ 28,660 millones Seleccionar la primera

alternativa

1.24 VPN(A) =-$ 2,097 millones, VPN(B) =
-$ 1,897 millones Seleccionar la maquina
clase B

1.27 VPN(1) =-$ 10.879 millones; VPN(2) = -$ 13,59
millones. Seleccionar la primera alternativa

1.30 La alternativa A

1.33 VPN =-%$ 11.474.300. No se debe llevar a
cabo el proyecto

1.36 $ 1.666,666 millones

1.39 VPN = $70.014.280. Si debe llevar a cabo
el proyecto.

1.42 VPN = $6.215.125. El 25% del valor de
las inversiones en pesos de hoy es de
$ 7.684.326, por lo tanto no debe llevar a
cabo el proyecto.

1.45 $ 42.418.554 de ganancia en pesos de hoy.

CAPITULO 8

1.3 Costo promedio mensual $ 35.917
1.6 CAUE =-$ 80.955

1.9 CAUE =$ 1,425 millones de ganancia tri-
mestral

1.12 CAUE = $ 2,679

1.15 CAUE = $ 4,34 millones de ganancia mensual
1.18 CAUE =-$633.173

1.21 A=$119.846

1.24 CAUE = $ 1,022 millones

1.27 CAUE = $ 134.640 promedio de ganancia
mensual

1.30 CAUE (N) = -$ 52.880 CAUE(U) = -$ 47.007.
Comparar la maquina usada

1.33 $ 1.850.000 de ganancia promedio mensual
1.36 $ 14.344.495

CAPITULO 9

1.3 2,922% mensual
1.6 10,2% anual

1.9 4,13% semestral
1.12 5,69 % mensual
1.15 0,58% mensual

1.18 30% nominal trimestral

Respuestas
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1.21 3% mensual

1.24 9 meses y la Ultima cuota de $ 250.640, 6
10 meses y la ultima cuota de $ 92.007

1.27 19,38% mensual
1.30 1,17% mensual
1.33 35,13% anual
1.36 La alternativa C
1.39 La alternativa C
1.42 El proyecto A
145 C>B>A>D

1.48 11,09% mensual
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Amortizacion 236

Anualidad anticipada 749

Anualidad con tasa anticipada 7617

Anualidad diferida 7517

Anualidades 742

Anualidad perpetua 753

Anualidad vencida 743

Ano financiero de 360 dias 712

Aplicaciones de laTIR en la seleccion de
alternativas 328

Base 18
Beneficio/costo incremental 339

Calculo de la anualidad 745

Calculo de la tasa de interés 748

Calculo de laTIR 325

Calculo del CAUE 306

Calculo del tiempo 147

Capitalizacion 79, 257

CAUE en la seleccion de alternativas 309

CAUE neto 307

Cédulas de inversion 328

Clases de anualidades 142

Clases de interés 77

Composicion de los pagos 244

Contradicciones entre los criterios de VPN y TIR
333

Corporaciones de ahorro y vivienda 249

Costo anual uniforme equivalente (CAUE) 305

Costo capitalizado 290

Cuotas en UPAC decrecientes 73

Descuento simple 78
Diagrama de flujo de caja 80
Diagrama de tiempo valor 80

Glosario

Diferencia finita 44
Diferencia lineal 46

Ecuacion de diferencia finita 45
Equivalencia 817
Evaluacion ex post 290

Factor de distribucion 306
Financiar una deuda 748
Funcion exponencial 18
Funcion logaritmica 217

Gradiente aritmético 784

Gradiente aritmético creciente 185

Gradiente geométrico 1796

Gradiente geométrico creciente vencido 797
Gradiente geométrico decreciente vencido 207
Gradiente geométrico perpetuo 202

Incremento o diferencia comun 26

indice del VPN para un solo proyecto 283
indice de VPN para dos o mas proyectos 285
indice nacional de precios al consumidor 110
Interés compuesto 79

Interés simple 77

Método de interpolacion lineal 87
Multiples tasas internas de retorno 334

Papeles comerciales 343
Periodo 77

Periodo de gracia 152
Pesos constantes 107, 108
Pesos corrientes 707, 108
Primera diferencia 44
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Prime Rate 105

Progresion aritmética 26

Progresién geométrica 28

Promedio financiero (PF) 306

Propensién marginal al consumo 37
Propiedades de la funcién exponencial 18
Propiedades de la funcion logaritmica 27
Punto focal 85, 156

Relacion beneficio/costo (B/C) 336

Relacién de valor presente neto incremental 339
Rentabilidad del proyecto 337

Rentabilidad incremental 333

Saldos 237

Segunda diferencia 45

Series variables 183, 184

Sistema de abono a capital en UPAC decreciente
geométricamente cada mes 250

Sistema de abono constante a capital en UPAC
250

Sistema de abono o capital en UPAC decreciente
en una cantidad fija mensual 250

Sistema de capitalizacion 90

Sistema de cuota en UPAC decreciente en una
cantidad fija mensual 250

Sistema de cuota fija en UPAC 250

Sistema de cuotas mensuales fijas en UPAC
decrecientes anualmente en una propor-
cion geométrica 250

Sistemas de amortizacion 236

Sistema UPAC 248

Sistema UVR 254

Soluciones de la ecuacion de diferencia de
primer orden 47

Solucién general de la ecuacion homogénea 50

Solucién particular 50

Tabla de amortizacion 244
Tanteo e interpolacién 325

Tasa anticipada 98

Tasa de correccién monetaria 249

Tasa de descuento 283

Tasa de devaluacion 1711

Tasa deflactada 707

Tasa de inflacion 107

Tasa de interés 77, 89

Tasa de interés compuesto 90

Tasa de interés continuo 95

Tasa de interés discreta 95

Tasa de interés efectiva 90

Tasa de interés LIBOR 105

Tasa de interés nominal 917

Tasa de interés simple 89

Tasa de oportunidad 712, 324

Tasa de rentabilidad verdadera 329

Tasa de rentabilidad verdadera (TRV) 329

Tasa DTF 104

Tasa inflada 707

Tasa interna de retorno 77

Tasa interna de retorno (TIR) y beneficio/costo
(B/C) 323

Tasa minima atractiva de rentabilidad 1772

Tasas compuestas 706

Tasas equivalentes 92

Tasa vencida 98

TCC 105

Tiempo 77

Tiempo de evaluacién 283

Uso de la regresién en matematicas financieras
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Valor cronolégico del dinero 76
Valor de mercado 282

Valores presente y futuro 81
Valor presente neto 281
Verdadera rentabilidad 332
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