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Prologo

A Inteligencia Artificial (TA) es la ciencia y la ingenieria de las miquinas que actian
L de manera inteligente, de las maquinas capaces de: 1) Tomar decisiones apropiadas en
circunstancias inciertas y 2) Mejorar su comportamiento con base en sus experiencias. La A
es una disciplina con un nivel de madurez muy alto. No se puede poner en tela de duda su
potencial, aplicabilidad e impacto en nuestra sociedad. Practicamente todos en nuestras
casas, lugares de trabajo o priiblicos, etcétera, sin darnos cuenta utilizamos dispositivos
inteligentes que hacen la vida mas facil, amplian nuestras capacidades, nos liberan de tareas

peligrosas, engorrosas y cansadas; en pocas palabras, brindan una mejor calidad de vida.

Al revisar la literatura especializada, periddicos y diferentes sitios de Internet, nos damos
cuenta de que los avances logrados hasta el momento en este campo del saber permiten a la
gente utilizar sistemas capaces de tomar decisiones atinadas en situaciones que antes hubiera
sido muy dificil, incluso imposible lograrlo. Como ejemplo podemos referirnos a los llamados
chatbots, un tipo particular de robots de servicio, no necesariamente electromecanicos, que
permite seleccionar, por ejemplo, el mejor lugar para comer o cenar, la pelicula a ver la
proxima semana, qué libro comprar; todo esto conforme a nuestros gustos, o simplemente

para completar un tramite en alguna entidad del gobierno.

En el caso particular de robots asistenciales, sabemos que se trata de mdquinas con
capacidades especificas para interactuar con los seres humanos, atender algunas de nuestras
necesidades, para auxiliar, por ejemplo, a una persona con discapacidad en su alimentacion,
bano, etcétera. En las fabricas, los robots cooperantes o cobots auxilian a los seres humanos a
realizar tareas dificiles con menor riesgo y con una eficiencia y eficacia que no se lograrian con
un solo grupo de personas. En materia de vigilancia y seguridad, grupos de robots aéreos,
submarinos y terrestres ya monitorizan los accesos, las acciones y demds actividades
que pudieran ocurrir en espacios cerrados y abiertos. Un uso inmediato de los robots
inteligentes voladores puede ser el robo de combustible, la monitorizacion de temperaturas

en personas por posible contraccién de COVID-19, entre otros.

En muchos paises, la [A es un campo de investigaciéon y aplicacion con avances notorios. Esta
tecnologia horizontal coadyuva al desarrollo sustentable de tales paises. Constituye un
espacio de grandes oportunidades para el desarrollo cientifico, pero sobre todo tecnolégico e

innovador para la apertura de nuevos mercados y negocios.



XVIII Prélogo

La TA ha transitado por diferentes concepciones e intereses. A principios de 1950, la
investigacién en IA pretendia reproducir procesos de inteligencia humana con el objetivo de
dar soluciones a problemas formulados en ambientes controlados, por ejemplo, en la prueba
de teoremas y la solucién de juegos de estrategia con reglas previamente definidas, como las
damas y el ajedrez. En los tltimos afios, la TA se ha expandido y diversificado hasta ser
considerada como una rama de las ciencias orientada a la creacién de maquinas inteligentes,
con habilidades para aprender, adaptarse y actuar con autonomia, como los vehiculos

autonomos.

El nivel de madurez en IA que se ha adquirido, confiere a esta disciplina la calidad de una
ingenieria, como sucedié en su momento con la electronica. Al principio, esta disciplina era
un campo de investigacion para los fisicos. Con el tiempo, como se sabe, se transformé en una
ingenieria, coadyuvando en la creacién de carreras tan solicitadas como: Ingenieria
electronica o la Ingeniero en comunicaciones y electrénica. Los problemas que actualmente la
IA aborda se relacionan con el manejo de grandes volimenes de datos para derivar
informacion 1til en la generacion automatica de algoritmos para la solucion de
problemas complejos asociados al razonamiento, la percepcién, la planificacion, el

aprendizaje y la habilidad de manipular objetos.

Debido a que la TA, como ya se dijo, impacta en nuestros dias practicamente en cualquier
area del saber y sector: salud, seguridad, manejo energético, medio ambiente, educacion,
etcétera, actualmente se relaciona también con muchas carreras, en particular aquellas que la
incorporan como una materia opcional u obligatoria; sobre todo en las instituciones que se
han dado a la tarea de disenar y echar a andar profesiones como la de ingeniero en IA,

ingeniero en sistemas computacionales, etcétera.

En carreras profesionales como la Ingenieria en sistemas computacionales, Licenciatura en
informatica y Licenciatura en ciencias de la computacion, la Inteligencia Artificial como
curso se puede estudiar en los tltimos semestres o cuatrimestres como opcional u obligatoria.
Sin embargo, en carreras como Ingenieria en Inteligencia Artificial, que actualmente se
imparte en la Universidad Panamericana v el Instituto Politécnico Nacional, la TA es una
materia de cardcter obligatorio. En todos los casos, la Inteligencia Artificial se esta volviendo
una materia indispensable para profesores y alummos, sobre todo por sus potenciales
aplicaciones. Los egresados de carreras en donde la Inteligencia Artificial y cursos
complementarios forma parte del curriculo, compiten fuertemente con egresados de otras

disciplinas, obteniendo salarios bastante competitivos y en muchos casos muy superiores.
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Organizacion del libro

De manera general, el libro cubre cuatro grandes partes. Primeramente, una introduccion al
tema de la TA. Enseguida, una introduccion al Aprendizaje para Maquinas como principal
motor de la TA. Después, una descripcién de un conjunto de técnicas representativas para
el tratamiento y andlisis digital de imdgenes y el reconocimiento de patrones. Finalmente,
una introduccidn a las poderosas redes neuronales artificiales para la solucién de problemas

complejos. La presente obra se organiza en siete capitulos:

En el primer capitulo se exponen las diferencias entre el computo inteligente y el cémputo
tradicional. También se ofrece un estado del arte relativo al campo de la [A, se define el
término TA y se enumeran sus diferentes categorias. Mas adelante, se presenta una breve
historia de la IA, asi como de los principales hechos que a lo largo de la historia le han dado

la forma que ahora tiene.

Después, se habla de algunas de sus aplicaciones en diversas areas, asi como del conjunto
de lineas de generacion de conocimiento y de su aplicacion. Enseguida, se abordan los retos
que todavia enfrenta la TA y de por qué, a pesar de estos retos, se puede asegurar que ya
es su momento. Mas adelante se dan unas palabras acerca de los dos grandes enfoques para
la construccion de sistemas inteligentes y de la ética en su uso. Finalmente, se presentan

algunas estadisticas relacionadas.

En el segundo capitulo se da la definicién de Aprendizaje para Maquinas (AM), como
principal motor de la TA. Enseguida, se describe el proceso de cémo el AM opera. Después,
se describe cada uno de los cuatro tipos de aprendizaje que se pueden dar en una maquina, a
saber: aprendizaje supervisado, aprendizaje semi-supervisado, aprendizaje no supervisado y
aprendizaje por refuerzo. Mas adelante, se presenta un conjunto de definiciones y conceptos
provenientes del dlgebra lineal. Después, se describe el tema central de este capitulo: regresién
lineal. Se expone cémo esta técnica puede ser utilizada para resolver problemas de prediccion,

en particular en el campo de la robdtica.

En el tercer capitulo se estudia primeramente, el problema de la clasificacion de patrones
a través del método de discriminacion lineal, el cual contempla la probabilidad del ntimero
de clases. La construccién de la funcién de probabilidad se lleva a cabo de manera indirecta,

a través del conocido teorema de Bayes. Después, se modela la funcién de probabilidad



XX Organizacion del libro

a posteriori mediante distribuciones gaussianas multivariables. Enseguida, se construyen
las correspondientes funciones de discriminacién lineal. Finalmente, dichas funciones de

discriminacion son estimadas y utilizadas.

Después, se presenta el problema de regresién logistica buscando elegir la clase con la
probabilidad mas alta. En lugar de estimar la probabilidad de manera indirecta como
en el caso de discriminacion lineal, ahora se determina de manera directa a través del
calculo del logaritmo del cociente de probabilidades de una clase y su complemento, lo cual
permite obtener la llamada funcién de verosimilitud a través del método de Newton-Raphson

multivariable.

En el cuarto capitulo se presentan los conceptos fundamentales, asi como las técnicas
basicas de filtrado relacionadas con el tratamiento y procesamiento digital de imagenes.
Primeramente, se ofrecen los conceptos de imagen, imagen digital, imagen binaria e
histograma de una imagen. En todos los casos se muestran ejemplos alusivos para que
el lector asimile rdpidamente y de manera sencilla dichos conceptos. Enseguida, se dan los
detalles sobre el acondicionado de una imagen. Primeramente, se expone el concepto de
ruido en una imagen y se dan ejemplos ilustrativos. Después se habla del proceso de filtrado
como herramienta computacional para reducir el efecto del ruido causado en una imagen.
Se muestra la operacion de tres filtros muy usados por la comunidad en el acondicionado de

una imagen: promedio aritmético, gaussiano y mediano.

En el capitulo quinto se estudia cémo una vez acondicionada una imagen, ésta puede
ser segmentada en sus diferentes componentes. Se expone cémo este problema es resuelto
mediante el paradigma del umbralado de imagenes en forma manual y de manera automatica.
Se describe la operacion de los métodos de Otsu y el de minimo error. Después se estudian
varios métodos para el post-tratamiento de imagenes segmentadas para reduccién del ruido
residual debido a un pobre nmbralado, asi como varias técnicas para etiquetado de regiones

conectadas en imagenes binarias.

Posteriormente, se revisan varios rasgos utiles para describir propiedades geométricas y
topolégicas de los objetos segmentados. Mas adelante, se describe un conjunto de técnicas
para detectar la presencia de objetos y para su identificacion en escenas a partir de imagenes
o secuencias de imagenes. Entre otros los basados en el calculo de distancias y los estadisticos

bayesianos.
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Organizacion del libro XK1

En el capitulo seis se estudia uno de los paradigmas mas utilizados actualmente en la
solucion de problemas de clasificacion v reconocimiento de patrones, la predicciéon de series
de tiempo, el modelado de sistemas y la optimizacion, el relacionado con las llamadas redes
neuronales artificiales, que intentan simular la operacién de las neuronas bioldgicas. Después
se presentan los pormenores de las arquitecturas basicas de redes neuronales mas utilizadas
en la literatura actual. Se presenta la unidad de umbralado 16gico (UUL) y la forma que puede
ser entrenada a través de la regla del perceptrén para resolver problemas de diversa indole.
Enseguida, se dan los detalles de la operacién y funcionalidad del conocido perceptrén como
extension de la UUL. Posteriormente, se habla de la neurona lineal ADALINE y cémo ésta
puede ser entrenada mediante la llamada regla Delta, basada en el principio del descenso del
gradiente. Finalmente, se habla de la neurona sigmoidal y la manera en cémo es entrenada

para la solucién de diversos problemas.

Finalmente, en el capitulo siete, se continia con el estudio del perceptron como maquina
de procesamiento de informacién, pero ahora acomodado en capas. Se presentan los detalles
sobre la derivacion de la regla Delta generalizada, util para el entrenamiento de arreglos de
perceptrones en capas para la solucion de problemas no lineales. Enseguida, se explica la
funcién de la capa intermedia de transformar un problema no lineal de clasificacién en uno
lineal para que el 1iltimo o tltimos perceptrones, que son maquinas lineales, puedan resolver
el problema. Después, se detalla como al agregar el término de momento en la ecuacién
de ajuste de pesos de la red neuronales, se consigue acelerar dicho proceso de ajuste. Por
ultimo, se ofrecen las bases de operacion de las llamadas redes neuronales convolucionales.
Esto se hace a través de ejemplos, lo cual permite que el lector aprecie de manera sencilla

las capacidades de esta poderosa maquina de procesamiento.

[Bjemplos]

Los ejemplos ilustrativos que se encuentran resueltos en la obra estdn clasificados con res-

pecto a su grado de complejidad en cuatro formas posibles, como a continuacion se describen:

Ejemplo 1.1

Es un ejemplo sencillo o basico que ilustra un concepto o definicion. No se requiere hacer

operaciones complejas ni tiene asociada programacion. Contiene un contador de ejemplo

para hacer referencia posteriormente.
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® Ejemplo 1.2

I |
s

Este es un ejemplo simple, la problematica a resolver se encuentra en un recuadro
con fondo gris. Como parte de la simbologia se utiliza una linea negra horizontal para

indicar el inicio de la solucién propuesta.

Solucién

Los ejemplos simples describen un planteamiento bédsico que se resuelve con la formulacién

adecuada, descripcion de conceptos; puede llevar codigo fuente MATLAB en programas
documentados para ilustrar los resultados. Posee un contador de ejemplo para hacer la re-

ferencia correspondiente.

ee Ejemplo 1.3

Representa un ejemplo regular, con esta notacion indica que el grado de complejidad

se incrementa con respecto al ejemplo simple.

Solucion

Esta categoria corresponde a un ejemplo regular, la solucion propuesta se desarrolla en forma
analitica, explicando paso a paso los detalles matematicos y también incluye programacion
en MATLAB para respaldar e ilustrar la interpretacién del problema por medio de simula-

cion. Como en los casos anteriores tiene un contador especifico del ejemplo.

e e e Ejemplo 1.4

Ejemplo complejo: Es notablemente mucho méas complicado que los anteriores,

representa el nivel mas alto de abstraccion de los ejemplos resueltos en la obra.

Solucion

Se plantea una problematica cuya solucién no es trivial; requiere asimilar los conocimientos
expuestos. El desarrollo de la solucion es presentada con respaldo analitico en forma clara
y detallada; la documentacion se realiza en forma completa. Se puede hace referencia a este

ejemplo por medio de su contador asociado.

Programas

Los programas de este libro se encuentran en cuadros de cédigo con ntimero de referencia,
cabecera con descripcion, nombre del programa, niimero de linea de programacion dentro del
codigo que facilita la explicacién y documentacién, como el que se muestra a continuacién.

IA AruicApA A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AZUELA e FERNANDO REYES CORTES



Organizacion del libro XXIII

‘\ Codigo MATLAB 4.1 cap4 Histograma.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 4. Tratamiento de imdgenes.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento” AQL

Programa: cap4 Histograma.m MaATrAB version 2020b

1 cle; % limpia pantalla.

2 clearvars; %remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.
3 close all; % cierra gréficas, archivos y recursos abiertos.

4 f=imread( 'cap4 imapruebal.png' ); % lee imagen de prueba f(z,y).
5 figure(1)

imshow(f) % muestra imagen de prueba (ver figura 4.4).

title( Tmagen original' )

[n, m|=size(f); % dimensiones de la imagen f(z,y).

e o 9 o

c=zeros(256,1); % inicializa en ceros el registro del contador c(i).
10 niveles=1:256; % niveles de gris.

11 for x=1:n % barrido en renglones de la imagen f(z,y).

13 for y=1:m % barrido en columnas de la imagen f(z,y).
13 i=f(x,y); % obtiene el nivel de gris de f(z,y).

14 c(i)=c(i)+1; % contador de pixeles a niveles de gris.
15 end

16 end

17 figure(2) % (ver figura 4.4).

18 fill(niveles,c,'b' ); % dibuja histograma h(r;) de la imagen f(x,y).

19 title( 'Histograma original' ); figure(3)

20 [Contador matlab,nivel gris|] = imhist(f); % hist., con funcién MATLAB.
21 fill(nivel gris,Contador matlab, 'x' , niveles, Contador, 'O' );

22 title( 'Histograma con funcién de Matlab' );

Todos los programas de esta obra se encuentran disponibles en: www.alfaomega.com.mx
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Créditos de programacion y paquetes de cémputo'

En la presente obra se han tomado en cuenta los aspectos de calidad cientifica y académica

docente, asi como los aspectos pedagdgicos de la exposicién de conceptos, secuencia y
desarrollo del contenido, solucion de ejemplos ilustrados y con el fortalecimiento de los
conocimientos a través de programacion y simulacion para una mejor interpretacion y
comprension del lector. Por tal motivo, la seleccién de herramientas y paquetes de computo

de calidad es fundamental. En consecuencia:

Créditos de programas y herramientas de computo utilizados

En este libro se ha priorizado la calidad de presentacién no solo
en la exposicion de los conceptos, también la estética y estilo de
objetos pedagégicos y graficos con la finalidad de captar y motivar la
atencion de alumnos y profesores. Por tal motivo, la presente obra fue

editada, formada y compilada en lenguaje cientifico E'TEX empleando

programacién y macros disefiados y desarrollados por los autores, a
través de MiKTEX versién 2.9 v TeXetydio -2-12.22, MATLAB® versién
2020b, asi como las versiones 2020 de AUTOCAD® y SOLIDWorks®.

Dr. Tuan Humberto Sossa Azuela Dr. Fernando Reyes Cortés
Centro de Investigacién en Computacién Facultad de Ciencias de la Electrénica
Instituto Politéenico Nacional Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Ciudad de México a 20 de agosto de 2020.
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Descripcion del capitulo

Es este capitulo primeramente se daran las principales diferencias

entre el céomputo basado en la Inteligencia Artificial (IA) y el
computo tradicional. Después se dara un estado del arte relativo
al campo de la TA. Enseguida se definira el término IA y se enu-
meraran sus diferentes categorias. Mas adelante, se presentara una
breve historia de la IA, asi como de los principales hechos que a lo
largo de la historia le han dado la forma que ahora tiene. Después,
se mencionara algunas de sus aplicaciones en diversas éareas, asf
como el conjunto de lineas de generacion de conocimiento y de su
aplicacion. Enseguida se hablara acerca de los retos que todavia
enfrenta la TA y de por qué, a pesar de ellos, se puede asegurar que
va es su momento. Mas adelante se hara mencién acerca de los dos
grandes enfoques para la construccion de sistemas inteligentes y
de la ética en su uso. Después se presentaran algunas estadisticas
relacionadas, y se dard una serie de conclusiones. Al final, el lector

encontrara un conjunto de problemas propuestos.

Los siguientes temas seran abordados:
Coémputo tradicional versus computo TA.
Historia de la IA.

El estado del arte en TA.

e

Aplicaciones comerciales de la TA.

Reglas de ética para el uso de la TA.

EE

‘ Estadisticas de la IA.




1.1 Introduccion 3

@ Introduccion

I A Inteligencia Artificial (IA) es hoy en dia, una disciplina con un nivel de madurez muy

alto. No se puede poner en tela de juicio su potencial, aplicabilidad e impacto en nuestra

sociedad. Practicamente todos en nuestras casas, oficinas, negocios, escuelas, etcétera, sin
darnos cuenta, utilizamos algin dispositivo “inteligente” que nos hace la vida mas facil,
extiende nuestras capacidades, nos libera de actividades engorrosas, nos da seguridad; en

resumen, nos brinda una mejor calidad de vida.

Los avances logrados hasta el momento en IA permiten que un gran ntmero de
personas, hogares y empresas cuenten con sistemas capaces de auxiliarles en la toma de
decisiones en situaciones que antes hubiera sido dificiles e incluso imposible, lograr. Entre
otros podemos referirnos a los sistemas consejeros, los llamados chatbots, etcétera. En ambos
casos, se trata de un tipo particular de robot de servicio no necesariamente
electromecdnico que permite seleccionar, por ejemplo, el mejor lugar para comer, la
pelicula a ver la proxima semana, qué libro comprar; todo esto de acuerdo con los

gustos, o simplemente para completar un tramite.

En el caso particular de robots asistenciales se trata de maquinas con capacidades especiales
para interactuar con los seres humanos, para atender algunas de sus necesidades, para auxiliar,
por ejemplo, a una persona con una incapacidad, en su alimentacién, etcétera. En las fabricas
los robots cooperantes (cobots) auxilian a los seres humanos a realizar las tareas dificiles con
menor riesgo y con una eficiencia y eficacia que no se lograrian con tinicamente grupos de
personas. En materia de vigilancia y seguridad, grupos de robots aéreos, submarinos y terrestres
ya monitorizan los accesos, las acciones y demés actividades en espacios cerrados y abiertos. Un

uso inmediato de los robots inteligentes voladores pudiera ser el rastreo del combustible.

La TA en muchos paises es un campo de investigacion y aplicacién con bastante avance. Esta
tecnologia coadyuva con el desarrollo sustentable de estos paises. Constituye un espacio de
grandes oportunidades para el desarrollo cientifico, pero sobre todo tecnolégico e inmovador
para la apertura de nuevos mercados y de nuevos negocios. La A ha transitado por diferentes
concepciones e intereses. En sus primeros anos (década de 1950), la investigacién en IA

pretendia reproducir procesos de inteligencia humana para dar soluciones a problemas
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formulados en ambientes controlados, por ejemplo, en prueba de teoremas y la solucién de
juegos estratégicos con reglas previamente definidas. En los tltimos anos la TA se ha
expandido y diversificado hasta ser considerada como una rama de las ciencias orientada a la
creacion de maquinas inteligentes, con habilidades para aprender, adaptarse y actuar con

autonomia.

Por otro lado, el nivel de madurez en IA le confiere la calidad de una ingenieria como sucedi6 en
su momento con la electrénica, que al principio era un campo de investigacién para los fisicos.
Con el tiempo se transformé en una ingenieria, coadyuvando en la creacion de carreras tan
solicitadas como Ingenieria Electronica e Ingenierfa en Comunicaciones y Electronica. Los
problemas que aborda actualmente la TA estan relacionados con el manejo de grandes
voliimenes de datos para derivar informacion 1itil en la generacién automatica de algoritmos en
la solucién de problemas complejos asociados con el razonamiento, la percepcion, la

planificacion, el aprendizaje y la habilidad de manipular objetos.

Diferencias del computo IA y tradicional

Mucha gente confunde el computo basado en IA respecto de aquel fundamentado en el
computo tradicional. Para entender esta diferencia, consideremos la siguiente pregunta: ; Por
qué hay ciertos problemas que son muy dificiles de resolver a través del computo tradicional?

Recuérdese que el computo clasico, en sus inicios, fue disenado para hacer dos cosas muy bien:

, Realizar operaciones aritméticas de manera muy réapida y seguir de forma explicita

un listado de instrucciones.

0¢eo =008 O e O Siporejemplo, se quiere procesar grandes cantidades de da-
PY Y AL AL tos financieros, un programa tradicional de computo puede
1-1-22-12.3&9)@1 ) _ ' . .
) ograr el objetivo. Analicemos un problema ligeramente di-
32333333%) - ;

ferente. Se trata del reconocimiento de los niimeros de 0 al
FAIEYH T 4 9 (base de datos MNIST) ilustr la figura 1.1
$5§565 555 5% (base de datos , como se ilustra en la figura 1.1.
«CLELLZGLLL & & Cada digito en la primera fila puede ser reconocido como
27779 177 7271 71 un“0", cadadigito en la segunda fila como un “17, y asf su-
i 8 &% 3 rFZRY cesivamente. ;Qué conjunto de reglas deberfan usarse para
19772994797 distinguir entre caracteres? Por ejemplo, para el “0”, una

Figien 1.4s Baso e distos primera regla podria ser que este se represente por un ciclo
" cerrado de puntos. De la figura 1.1 se puede observar que

esta regla en algunos casos funciona y en otros no.
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Algo parecido puede decirse del resto de los nueve caracteres. En el proceso de deduccién
de reglas, es posible adicionar més y mads reglas a través de un analisis profundo por dias,
semanas o meses. No es claro que al final se encuentre una solucion. Es evidente que algo se

nos escapa. La realidad es que muchos problemas caen en esta categoria:

, Reconocimiento de objetos.

Comprension de lenguaje natural.

| f Traduccion automatica, etcétera.

Hecho: Para este tipo de problemas no sabemos qué programas escribir, ya que como seres
humanos no sabemos cémo resolver este tipo de problemas. Mas atn, si lograramos escribir

dicho programa, seguramente este seria terriblemente complicado.

En esta nueva revolucion (en los tltimos 20 afios), cada vez observamos més programas que
aprenden. Programas que adaptan su comportamiento de manera automatica a los
requerimientos de una tarea dada; programas que reconocen caras, conducir coches,
recomiendan qué libros comprar o qué peliculas ver, etcétera. Antes, una persona (un
programador) definfa lo que un ordenador deberia de hacer al codificar un algoritmo en un

lenguaje de programacion.

Hoy, en lo que se conoce como inteligencia artificial moderna o aprendizaje para maquinas, ya
no se escriben programas (en el sentido cldsico del término); en su lugar lo que se hace es
recolectar datos. Esta informacion contienen instancias de lo que se debe hacer y un
algoritmo de aprendizaje modifica (de forma automaética) un programa capaz de aprender, de

manera que compagine los requerimientos suministrados por los datos.

Para muchas aplicaciones, desde vision artificial al habla o de la traduccién a la robética no
estandar, el ser humano no es capaz de disenar buenos algoritmos a pesar de décadas de
investigacién, desde 1950. Sin embargo, para estas tareas es muy facil recolectar datos. La
idea en este caso es aprender en forma automatica algoritmos a partir de los datos,
reemplazando asi al programador por programas que aprenden. Este es el nicho del
Aprendizaje para Mdquinas (AM) o en el caso mds general, de la TA. La idea entonces,

del AM es convertir estos datos en conocimiento.
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Hoy por hoy, la gente que trabaja en TA busca formas de:

Hacer uso de datos.

Convertir estos datos en productos o servicios ttiles para el ser humano.

Asi por ejemplo, cuando pensamos acerca de los millones de personas que a diario compran
miles de productos en linea o en las diferentes cadenas de supermercados, esto implica
enormes cantidades de datos derivados de las correspondientes transacciones. Aunque
dificiles de encontrar, por supuesto que hay patrones escondidos. Uno de estos permite

pensar que la gente no compra al azar.

Cuando alguien compra un tipo de producto, usualmente compra también otro que se
relaciona. Hay un conjunto de factores escondidos que explican el comportamiento del
comprador. El objetivo de la TA es la inferencia del modelo escondido (en los datos), esto

es: el conjunto de factores relacionados y su interaccion a partir de dichos datos observados.

El aprendizaje es de hecho un requisito de la inteligencia. En este sentido, un sistema se dice
ser inteligente si es capaz de adaptarse al medio ambiente. Debe aprender a no repetir sus

errores sino sus éxitos.

En resumen, la diferencia principal entre la computacién cldsica y la inteligencia artificial

es el tipo de problemas a resolver y, por tanto, el conjunto de técnicas a utilizar.

Las siguientes serfan algunas de las diferencias entre el cémputo basado en IA y el
computo tradicional. En el caso del computo basado en IA, los problemas a resolver

son aquellos que:

No se resuelven con un algoritmo existente o que se puede concebir y codificar

€Omo un programa, sino a través de un programa capaz de aprender.

Donde la cantidad de datos no sélo es grande, sino que su andlisis es también

dificil de llevar a cabo.
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f Para los cuales es muy dificil o imposible encontrar el conjunto total de reglas
para su solucion. Los datos seran usados para derivar de manera automatica los

algoritmos que den solucion a esos problemas.

f Donde la incertidumbre sea alta, no es posible tener todos los datos, o bien,

el ruido asociado puede ser grande.

f Son dificiles de resolver, la conduccién automatica de coches (autos), la

traduccién automética entre idiomas, reconocimiento de rostros, etc.

En cuanto a la robdtica clasica y la robdtica basada en IA, se puede decir que la primera se
encarga del diseno v puesta en operacion de sistemas electromecanicos comandados por leyes
de control con retroalimentacién de las senales obtenidas de los sensores conectados
a la maquina. No requieren de una inteligencia de alto nivel, ya que no se desempenan en

ambientes no controlados, parcialmente desconocidos o completamente desconocidos.

Los llamados robots inteligentes, por otro lado, pueden ser maquinas o sistemas de cémputo no
convencional que al principio cuentan con un conocimiento minimo del problema a resolver.
FEstas miquinas o sistemas inteligentes adaptan o mejoran su desempeno conforme adquieren
mas datos, su arquitectura hardware o software es la misma, pero son sus parametros internos
los que cambian para que el robot lleve a cabo cada vez mejor su correspondiente tarea. Una
maquina de este tipo requiere algoritmos de bajo nivel, perfectamente bien probados para
obtener un movimiento exacto, por ejemplo, a mnivel articular, usando esquemas de

control con alto desempefio.

Por otro lado, si la maquina fisica o programa requiere llevar a cabo tareas de razonamiento,
planificacion, etcétera, demanda el uso de programas capaces, por un lado, de aprender y, por

otro lado, de adaptarse a las circunstancias seguramente cambiantes de su medio ambiente.

En resumen, la diferencia principal entre la robética cldsica (aquella que hace uso de algoritmos
cldsicos o estandar, esto es que no utilizan aprendizaje automético) y la no convencional (aquella
que demanda de la operacién de algoritmos que utilizan inteligencia artificial) reside de nuevo en

el tipo de problemas a resolver y, por tanto, en el conjunto de técnicas a utilizar,
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8 Introduccion a la Inteligencia Artificial

Las siguientes serian algunas de las diferencias entre la robdtica basada en IA y la robética

clasica. La robdtica basada en IA:

No se especializa en el diseio y puesta en operacion de electromecanica de las

méquinas, sino mas bien en su software.

Se centra en el diseno de sistemas de analisis de grandes cantidades de datos para el
diseno y puesta en operacion de sistemas para el reconocimiento de patrones, para

el entendimiento del lenguaje natural, las imagenes o el video, por ejemplo.

Se orienta al diseno y puesta en operacion de sistemas para la prediccion y para la

recomendacién.

@ Estado del arte sobre la IA

ABLANDO de IA, hoy por hoy esta tecnologia esta influyendo fuertemente en los puestos
Hde trabajo de practicamente todas las industrias. Durante siglos se ha visto a la
automatizacion como algo maligno que amenaza nuestros trabajos y altera el statu quo.
Esto ha sido notorio durante las Primera, Segunda y Tercera Revoluciones Industriales,

como se ilustra en la figura 1.2.

Primera etapa Segunda etapa Tercera etapa Cuarta etapa
Mecanizacion Electricidad Informatica Digitalizacion
Miquina de vapor, energia Produccion en masa, cadena AUIﬂfflﬂiitﬂ¢iﬂfI‘- lmnﬂlﬂgifi_s Intemet df las cosas. la nubc,
hidrdulica y mesaniszacion. de montaje y electricidad. i’.i?f%"??;“’" i ;"::t"’::“o:': 'ﬁg‘.ﬂ:};:’"‘""“

Figura 1.2: Etapas o revoluciones por las cuales ha avanzado el proceso

de la automatizacion.

La introduccién de la automatizacién ha impulsado a los trabajadores a aprender nuevas
habilidades para adaptarse a las nuevas circunstancias. La automatizacion sigue creciendo y
generando beneficios para las empresas en todo el mundo. Esto se hace patente, actualmente,

en la llamada Revolucién 4.0 o Industria 4.0, donde se conjuntan las siguientes tecnologias:
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Internet de las cosas (IOT) y sistemas ciberfisicos.

-

Grandes datos, mineria de datos y analitica de datos.

“hy

Simulacién y fabricacién aditiva (impresién 3-D).

Sistemas de integracién horizontal y vertical.

Ciberseguridad.

Realidad virtual y la realidad aumentada.

Cémputo en la nube.

ERERREE

Robética auténoma y colaborativa (cobots).

Ay

La automatizacién ha ido cambiando los Ingares de trabajo de muchas maneras. Ha hecho
obsoletos algunos tipos de trabajos, provocando la aparicién de otros. Para obtener un
empleo de tecnologia, un trabajador debe desarrollar un nivel sofisticado de habilidades en

temas dificiles.

En esta Cuarta Revolucién Industrial surge un nuevo actor: La Inteligencia Artificial.
Esta puede ayudar mucho para facilitar, entre otras cosas, el proceso de aprendizaje y

simplificar tareas computacionales, quitando parte de la carga a su homologo humano.

Por otro lado, los robots han atraido la atencion de mucha gente. Los vemos repetidamente
en las peliculas de ciencia ficcién o en los libros de la misma temaética. Como se nos presentan
estas maquinas en las peliculas o libros, se cree que es facil construir artefactos inteligentes
iLa realidad es otra! En todas estas situaciones hay un pequetio truco: jHay una persona
detras que habla a través de un micréfono! Los robots mas avanzados de Marte (figura 1.3a)

poseen, si acaso, la inteligencia de un insecto (figura 1.3b).
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10 Introduccion a la Inteligencia Artificial

Una cucaracha o una rata pueden hacer mucho més. {Pueden maniobrar sin problema dentro
de un recinto lleno de cosas, pueden encontrar escondites y reconocer el peligro! Ni la
maquina mas sofisticada diseniada por el ser humano es capaz todavia de entender la mas
simple historia para nifios cuando se le lee {Ninguna maquina es capaz todavia de imaginar
c6mo lo hacemos los seres humanos! Lo mismo es aplicable todavia para cualquiera de los
personajes mecanicos que se pueden encontrar en los libros o peliculas de ciencia ficcion que
se han escrito o que actualmente se escriben o se dirigen; estamos muy lejos todavia de que

esto sea una realidad.

(a) Robot explorador tipo (b) Imsecto.
ROVER.

Figura 1.3: Robot explorador tipo ROVER comparado con un insecto.

La IA es sin duda, una de las tendencias definitorias de nuestros dias. En los tiltimos diez
anos, diversos tipos de méaquinas (programas y robots) han sido entrenadas para resolver
problemas cada vez mas complejos. Actualmente las maquinas son capaces de llevar a cabo

tareas solo atribuibles, en otros tiempos, al ser humano, por ejemplo:

La identificacién de personas en medio de la multitud [Webl, Web2, Web3].

El guiado auténomo de coches [Web4, Web5].
;

Los juegos complejos como ajedrez, el go, el Shogi [Web6], el péker [1], StartCraft
f
IT [Web7], entre otros.

Es indudable que algunas veces las mdquinas hacen mejor las cosas que nosotros los seres
humanos. Hay que tener en cuenta que las maquinas pensantes no son nuevas, por supuesto,

datan de hace mas de 75 anos. Entre las maquinas mds antiguas se pueden mencionar al
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programa que juega damas inglesas disefiado por Christopher Strachey [Web8| y al algoritmo
disenado para jugar ajedrez desarrollado por Dietrich Prinz [Web9]. Ambos programas fueron
desarrollados en el ordenador Ferranti Mark 1 de la Universidad de Manchester en el afio de
1951.

@ . Qué es la Inteligencia Artificial?

NTES de definir el término Inteligencia Artificial, se debe primero reflexionar acerca de
lo que es la inteligencia natural o simplemente inteligencia. Inteligencia es un término
vago. Su definicién ha dependido del tipo de individuo involucrado, del momento, incluso de

las circunstancias.

Platén. por ejemplo, decia que la inteligencia es la actividad que permite adquirir cien-
cia, lo cual, por supuesto es muy restrictivo. El propuso dos tipos de inteligencia, pero de
acuerdo con Howard Gardner hay nueve [Webl0], segiin la psicologia hay doce [Webl1]. En

resumen, se puede decir que la inteligencia es una capacidad mental muy general que implica:
P q g p Yy g q p

l Habilidad para razonar.

Planificar.

Resolver problemas.

Pensar de forma abstracta.
Comprender ideas complejas.
Aprender con rapidez.

Aprender de la experiencia.

CTLLET T
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La TA no supone el simple aprendizaje de un texto, cierta habilidad académica especifica, o

resolver un test o examen de forma habil. Mas bien, refleja una capacidad amplia y profunda

para:

. ! La comprension del entorno.

| f Ser capaz de capturar el significado de las cosas y darles un sentido, o para

ingeniarselas a la hora de saber qué hacer.

Definicion de Inteligencia Artificial

Tomando esto como base, y para los propositos de la presente obra, la Inteligencia
Artificial puede definirse como la ciencia e ingenieria de las maquinas que acttian de

manera inteligente.

En este sentido, una maquina es inteligente cuando es capaz de tomar decisiones apropiadas

en circunstancias inciertas. Otra manera de verlo es que una maquina se dice ser inteligente

cuando es capaz de aprender a mejorar su comportamiento con base en sus experiencias.

@ Tipos de Inteligencia Artificial

E acuerdo con estudios como los referenciados en [Webl12-Webl5]. se pueden
D diferenciar cuatro tipos de TA: 1) Inteligencia General (IG) o inteligencia fuerte, 2)
Stper Inteligencia Artificial (SIA), 3) Inteligencia Artificial Débil o aplicada (IAD) y 4) Stiper
Inteligencia-Stper Consciente [A (SI-SC-TA). Cada una de estas categorias de Inteligencia

Artificial se explicard brevemente:

Inteligencia General

Inteligencia General (IG) o inteligencia fuerte. Llamada también Inteligencia Artificial

General (IAG) (comparada con la inteligencia humana), [9]. Consiste en ensenarle a la
magquina a aprender, a razonar y a planificar. No cubre todo el campo de la inteligencia,

faltaria agregar a la maquina una mente, asi como una conciencia, lo que implica estar

consciente y un caracter propio, lo cual no es facil de simular.
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1.4 Tipos de Inteligencia Artificial 13

Una posible solucién para resolver este problema seria hacer ingenieria inversa del cerebro.
Muchos piensan que un 90 % de una inteligencia comparable con la inteligencia humana
(Inteligencia Artificial con Nivel Humano, IANH) seria alcanzado durante este siglo, apro-

ximadamente en el ano 2075.

Stper Inteligencia Artificial

Stper Inteligencia Artificial (SIA). Un paso mas alld es la llamada Stper Inteligencia

Artificial puede alcanzarse relativamente rapido una vez que se llegue a la TAG,

supuestamente porque los mayores obstaculos han sido sobrellevados.

Inteligencia Artificial Débil

Inteligencia Artificial Débil o aplicada (IAD). Se limita a afrontar tareas especificas,
enfocadas a ayudar al ser humano. No intenta simular el rango completo de las habilidades

cognitivas humanas.

Este es el tipo de IA que actualmente se estda desarrollando en los ambitos académico y

empresarial. Después de la IAG y la SIA se encuentran otros dos tipos de inteligencia:

La Stuper Inteligencia-Stiper Consciente IA

La Stper Inteligencia-Stiper Consciente TA (SI-SC-TA) se refiere a la capacidad que
tendrian criaturas existentes en algunos de los muy probables sistemas planetarios en
nuestro Universo. Si partimos del hecho de que nuestra galaxia contiene alrededor de
400,000 millones de estrellas, la probabilidad de que una de ellas haya dado origen a vida

Stuper-Inteligente y Super-Consciente es muy alta.

La inteligencia proveniente de seres de nuestra creacion

Este tipo de inteligencia se refiere a aquel nivel de razonamiento, mente y conciencia que
pudieran tener personajes creados por un ser humano, por ejemplo Superman, Thor o

Capitana Marvel que, como bien sabemos solo existen en la ciencia ficcion.
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@ Breve historia de la TA -

l ] NA muy breve historia sobre la TA se puede resumir a través de hechos relevantes,

como a continuacion se describe [‘Weblﬁ}:

384-322 AC: Las ideas més bésicas se remontan a Aristételes (384-322 a. C.). Fue el
primero en postular un conjunto de reglas que describen una parte del

funcionamiento de la mente para obtener conclusiones racionales.

250 AC: Ctesibio de Alejandria (250 a. C.) construye la primera maquina auto-

controlada a través de un regulador del flujo de agua.

1315: Ramon Llull en su libro Ars Magna tiene la idea de que el razonamiento

podia ser efectuado de manera artificial.

1936: Alan Turing disena formalmente una maquina universal que demuestra
la viabilidad de un dispositivo fisico para implementar cualquier

computo formalmente definido.

1943: Warren McCulloch y Walter Pitts presentan su modelo de neurona
artificial.

1955: Herbert Simon, Allen Newell y J. C. Shaw desarrollan el primer lenguaje
de programacion orientado a la resolucion de problemas, el TPL-11.
Un ano mas tarde desarrollan el LogicTheorist, el cual era capaz de

demostrar teoremas matematicos.

1956: Se inventa el término Inteligencia Artificial por John McCarthy, Marvin

Minsky v Claude Shannon en la Conferencia de Dartmouth.

1957: Newell y Simon contimian su trabajo con el desarrollo del General
Problem Solver (GPS), el cual era un sistema orientado a la resolucion

de problemas.

1958: John McCarthy desarrolla en el Instituto de Tecnologia de Massachusetts
(MIT) LISP. Su nombre se deriva de LISt Processor. LISP fue el primer

lenguaje para procesamiento simbélico.

1959: Rosenblatt introduce el Perceptrén.
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1959-1961:

1963:

1964:

1965:

1968:
1968:

1969:

1968-1970:

1973:

1973:

1974:

1970-1980:

1981:

1986:

1988:

Robert K. Lindsay desarrolla «Sad Sam», un programa para la lectura
de oraciones en inglés y la inferencia de conclusiones a partir de su

interpretacion.

Quillian desarrolla las redes semanticas como modelo de representacion

del conocimiento.

Bertrand Raphael construye el sistema SIR (Semantic Information
Retrieval) el cual era capaz de inferir conocimiento basado en

informacién que se le suministra. Bobrow desarrolla STUDENT.

Aparecen los sistemas expertos que predicen la probabilidad de una

solucién bajo un conjunto de condiciones.
Marvin Minsky publica Semantic Information Processing.

Seymour Papert, Danny Bobrow y Wally Feurzeig desarrollan el lenguaje

de programacién LOGO.

Alan Kay desarrolla el lenguaje Smalltalk en Xerox PARC; se publica
en 1980.

Terry Winograd desarrolla el sistema SHRDLU, que permitia interrogar

y dar 6rdenes a un robot que se movia dentro de un mundo de bloques.

Alain Colmenauer y su equipo de investigacion en la Universidad de Aix-
Marseille crean PROLOG (del francés PROgrammation en LOGique) un

lenguaje de programaciéon ampliamente utilizado en TA.

Shank y Abelson desarrollan los guiones o scripts, pilares de muchas

técnicas actuales en Inteligencia Artificial y la informédtica en general.

Edward Shortliffe escribe su tesis con MYCIN, uno de los sistemas
expertos mas conocidos, que asistié a médicos en el diagndstico y

tratamiento de infecciones en la sangre.
Crece el uso de sistemas expertos.

Kazuhiro Fuchi anuncia el proyecto japonés de la quinta generacién de

ordenadores.

McClelland y Rumelhart publican Parallel Distributed Processing (redes

neuronales).

Se establecen los lenguajes orientados a objetos.
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1997: Gari Kasparov, campedn mundial de ajedrez, pierde ante el ordenador

auténomo Deep Blue.

2006: Se celebrd el aniversario con el Congreso en espanol 50 anos de
Inteligencia Artificial - Campus Multidisciplinar en Percepcién e
Inteligencia 2006.

2009: Se desarrollan sistemas inteligentes terapéuticos que permiten detectar

emociones para poder interactuar con ninos autistas.

2011: IBM desarrolla un superordenador llamado Watson, el cual gana una
ronda de tres juegos seguidos de Jeopardy, venciendo a sus dos maximos

campeones.

2016: Un programa informatico gano cinco a cero al triple campedn de Europa

de Go.

2018: Se lanza el primer televisor con Inteligencia Artificial por parte de LG

Electronics con una plataforma denominada Thin(Q).

De todos estos hechos, se podria asegurar que los siguientes ocho, de alguna

manera u otra, han dado forma a lo que ahora es la IA [Web17]:

1956: El proyecto de investigacion en Inteligencia Artificial en el verano, en
Dartmouth, acuna el nombre de un nuevo campo relacionado con el

quehacer de software habilidoso como los humanos.

1965: Joseph Weisenbaum en MIT crea Eliza, el primer Chatbot 1itil como

psicoterapeuta.

1975: En Stanford se desarrolla Meta-dendral, software 1til para interpretar

analisis quimicos, aparece como publicacion en una revista.

1987: Por primera vez una Van Mercedes Benz equipada con dos camaras y
varios ordenadores navega sola en terreno aleman alrededor de 20 km

(55 mph). Este proyecto fue dirigido por el ingeniero Ernst Dickmanns.

1997: El ordenador Deep Blue desarrollado por IBM derrota al campeon

mundial de ajedrez, Garry Kasparov.

2004: El Pentédgono establece el proyecto Darpa Grand Challenge, una carrera

para vehiculos autéonomos que da pie a esta industria.
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2012: Los investigadores encuentran un nicho en lo que se conoce como
aprendizaje profundo que abre un interés muy fuerte en [A; se muestra
que sus ideas pueden hacer el reconocimiento del habla y las imagenes

de modo mas preciso.

2014: Alpha Go, creado por Google y DeepMind, derrota al campedén del

mundo del entonces muy dificil juego del Go.

@ Aplicaciones comerciales de la TA .

l A IA ha sido usada en un amplio niimero de campos como la robética, la comprension y
traduccién de lenguajes, aprendizaje de palabras, ete. Los principales y més destacados

campos donde se puede encontrar una notoria evolucién de la TA son:
Ciencias de la computacion.

Finanzas.

Hospitales y medicina.

Industria pesada.

Servicio de atencién al cliente.

Transportacién.

Juegos.

EERRBRERE R
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Un estudio llevado a cabo por la empresa Gartner en 2016 muestra que para el presente ano

2020, al menos 30 % de las todas las companias usaran [A y CD en al menos un fragmento

de sus procesos de venta. Algunas areas de oportunidad de la TA y la CD son:

L

-1

N N

.

&

=

&

.

Asistentes personales.

Automoviles auténomos.

Banca y finanzas.

Edificios inteligentes.

Chatbots.

Ciberseguridad.

Comercio electrénico (e-commerce).

Cuidado de la salud.

Diseno de ropa, estilos de zapatos, etcétera.

Electrodomésticos.

Entretenimiento.

Logistica y cadenas de suministro.
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B~ -

had

e

Manufactura optimizada.

Servicio al cliente en linea.

Sistemas de recomendacidn.

Telefonia mdvil.

Turismo.

Los siguientes son ejemplos especificos de la aplicacion de la TA en nuestro mundo:

Desplazamiento. De acuerdo con un estudio en el afio 2015 por parte del Instituto de
Transporte de Texas y la Universidad de Texas A&M, los tiempos de desplazamiento en
EUA han aumentado drasticamente, ano con ano. Esto ocasioné una pérdida estimada de
160 billones de délares en la productividad en el ano de 2014. Los sistemas de prediccién
que utilizan GPS, los sistemas de transporte compartido y los sistemas de autopiloto en
los aviones ayudan a aminorar el problema. Las soluciones planteadas a futuro son las
siguientes: 1) Vehiculos auténomos, 2) Transporte compartido optimizado y 3) Sistemas

de seméforos inteligentes (IOT).

Correo electronico. Pareciera que nuestro buzon de correo es lugar no apto para
la IA, sin embargo, lo es. Los filtros de spam, los clasificadores inteligentes de correos
son solo dos ejemplos de los muchos motores inteligentes que pueden usarse para el
manejo optimizado de nuestro correo electronico. Soluciones futuras: Los respondedores

automatizados de correo. Banca y finanzas personales.

Actualmente, muchas de nuestras transacciones bancarias se llevan a cabo a través de
motores basados en TA: 1) Deposito de cheques moviles, 2) Prevencién de fraudes, y
3) Otorgamiento de créditos. Soluciones futuras: Sistemas consejeros inteligentes para

recomendar donde y cuando invertir nuestro dinero.
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Redes sociales. En este caso se obtienen ejemplos de sistemas que: 1) Reciben fotos, las
analizan y si encuentran personas hacen recomendaciones de etiquetado, 2) Reciben como
entrada fotografias, las analizan reconociendo los objetos ahi presentes y hacen
recomendaciones de objetos similares, 3) Son capaces de identificar significado contextual
de emojis, pudiendo entonces sugerir en forma automdtica emojis de respuesta, y 4) Son
capaces de seguir movimientos faciales y adicionar efectos animados o méscaras digitales

cuando dichos rostros son usados por doquier en el mundo.

Soluciones futuras: Conversacibn con chatbots inteligentes. Estos chatbots deberdan
incorporar poderosos: 1) Procesadores de lenguaje natural, 2) Reconocedores de rostros y

3) Analizadores de expresiones faciales, etcétera.

Compras en linea. Muchas de las compras que se realizan actualmente son a través de
Internet. Incluye buscadores, recomendadores, detectores de fraudes, etcétera. Soluciones

futuras: Sistemas de compra completamente personalizados.

Telefonia mévil. Priacticamente tres de cada cuatro personas en el mundo usan teléfono
movil. Muchos de esos teléfonos incluyen convertidores de voz a texto, asistentes
personales inteligentes, capaces de sostener conversaciones sencillas. Ejemplo: Cortana de
Microsoft. Soluciones futuras: Asistentes personalizados inteligentes que reduzcan la
brecha entre el ser humano y las casas inteligentes. Deberan ser capaces de responder
eficientemente y eficazmente a comandos verbales para tocar musica, responder preguntas
en lenguaje natural, enviar reportes, noticias, actualizaciones financieras, llamar al taxi,

hacer citas y recordatorios, entre otros.

@ Lineas de investigacion

ODA disciplina cientifica establecida da pie a un conjunto de lineas para la generacién y
aplicacién de conocimiento (LGCA) en problemadticas reales con amplias aplicaciones
en el entorno. Las siguientes son tan solo algunas de las lineas de generacién y aplicacién

del conocimiento en TA [Web18-Web20]:
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Aprendizaje para maquinas.

Aprendizaje profundo.

Aprendizaje supervisado.

Aprendizaje no supervisado.

Aprendizaje por refuerzo.

Inteligencia Artificial General.

Robética inteligente.

Planificacion.

Servicios de atencién al cliente.

Diagndsticos.

TA en medicina.

LT TP T T T

IA en educacion.

IA en entretenimiento.

IA en gestion de informacion.

LT
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Procesamiento de lenguaje natural.

Mineria de datos grandes y complejos.
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IA en biologia.

IA en ganaderia.

IA en gestidn de trafico.

IA en asuntos de seguridad.

IA en el espacio.

Diseno y prototipado de placas y dispositivos electrénicos avanzados.

En agricultura de precision.

@ Retos actuales para la 1A

ODA técnica, conforme se establece, experimenta diversos retos. La TA no es la
I excepcién. Aunque ya se cuenta con un mejor poder de cémputo (musculo), mejores
técnicas para el manejo de grandes cantidades de datos para el aprendizaje de maquinas

(aprendizaje profundo), todavia hay mucho camino que recorrer en materia de:

Datos.
Inteligencia Artificial multitarea.
Hardware.

Datos. La IA necesita miles de veces mas datos que los requeridos por el cerebro humano

para comprender conceptos y caracteristicas. La capacidad de las maquinas para ver,

entender e interactuar con el mundo esta creciendo a un ritmo acelerado, apaoyado en el
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volumen de datos que les ayuda a aprender y entender aiin mas rdapido. Cada ano la cantidad
de datos que producimos se duplica. En la préoxima década habra aproximadamente 150 mil
millones de sensores conectados a la red, equivalente a mas de veinte veces la poblacién de la
Tierra. En este sentido, el “Big Data” ha sido y serd un gran aliado de la IA para procesar

esta cantidad cada vez mas grande de informacién y volverla 1til.

Inteligencia artificial multitarea. Una vez que una maquina de IA es entrenada, es muy
efectiva para tareas como el reconocimiento facial o de voz. Solo son capaces de realizar tareas
especificas. Actualmente, no hay méaquinas inteligentes capaces de cambiar de una tarea a
otra. Este es uno de los retos actuales de la IA. Una propuesta de solucién consiste en usar las
llamadas “redes neuronales progresivas”, que ain se encuentran en fase de desarrollo y

prueba [Web21].

Limitaciones de hardware. A pesar de la gran capacidad de procesamiento que han
alcanzado los ordenadores actuales, toda la informacion que se encuentra disponible, asi
como sus técnicas de procesamiento y andlisis desarrolladas a lo largo de los anos, la [A como
tecnologia ain se encuentra limitada por el hardware. La infraestructura necesaria para
experimentar y diseniar con la TA es todavia escasa y costosa. Se necesitan equipos cada vez

mas potentes para tener mejores resultados.

Posibles soluciones a esta problematica involucran el desarrollo y puesta en operacion de nuevos
paradigmas de eémputo, como son el masivamente paralelo (basado en cooperacién de miltiples
procesadores muy sencillos y altamente interconectados), cuantico (el fundamentado en los
llamados efectos cudnticos), DNA (que se sabe ocurre en los seres vivos), dptico (que combina la
operacion de miiltiples lentes acoplados entre ellos), bacteriano (que supone el uso eficiente de

arreglos de nanotubos), el atémico, etcétera.

JPor qué hoy es tiempo de la TA?

IN duda a equivocarse, se puede decir que va es el tiempo de la IA. La siguiente
aseveracion estaria respaldada, primeramente y como va se dijo, por el hecho de cada
dia se cuenta con mejores capacidades de computo, se tiene acceso a mds y mejores datos
y se desarrollan mejores técnicas de procesamiento y andlisis. En segundo lugar, porque

actualmente la TA se usa en miltiples situaciones.
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Se cuenta con mejores capacidades de cémputo.

Se tiene acceso a mas y mejores datos.

Cada dia se desarrollan mejores técnicas de procesamiento y analisis.

[~

En segundo lugar, porque actualmente la TA se usa en miiltiples situaciones. La siguiente

lista es una consecuencia:

El chef que es capaz de preparar hamburguesas gourmet cada 30 segundos [Web22].

g B

Sistemas con base en IA para predecir erupciones volcanicas [Web23).

Auto capaz de repartir mercancias [Web24].

k

\~i

El robot repartidor de Amazon [Web25].

Ay

Algoritmo capaz de romper texto tipo Captcha [Web26].

Toyota quiere posicionar un robot amigable en cada hogar [Web27].

1~

Los algoritmos que son capaces de aprender y ganar a los campeones o profesionales

Ay

en juegos complejos como el ajedrez, el Go, el Shogi, el pdker, etcétera [Web28|.

Los robots capaces de tomar decisiones por “si mismos” en ambientes agresivos v

desconocidos [Web29).

e

Los robots repartidores de helados en entornos semi-controlados [Web30].

2

Los robots que son capaces de aprender por “si mismos” a caminar [Web3l] y
[Web50].
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Los robots que realizan tareas antes atribuibles solo a los humanos en

supermercados y restaurantes [Web32].

Las protesis inteligentes que ayudan a las personas con amputaciones a caminar

[Web33].

Los algoritmos que encuentran vulnerabilidades en programas de computo y las

resuelven [Web34].

Software que son capaces de escribir noticias falsas y, a la vez, detectarlas como se

indica en [Web35-Web36].

Los que son capaces de hacer funciones de un reportero [Web37|.

Los que son capaces de extraer conceptos a partir de dibujos basicos [Web38].

Las maquinas que pueden diagnosticar casos de demencia [Web39].

Los robots que pueden cuidar a ninos en hospitales [Web40].

Los asistentes que pueden estacionar un auto y, a la vez, optimizar el lugar de

estacionamiento [Web41].

Los que inventan lenguajes no verbales para ganar a las cartas [Web42)].

Los sistemas asistenciales que ayudan a reducir las fatalidades relacionadas con los

peatones [Web43].

Los robots de Fedex que pronto repartiran pizzas [Web44].

Los basados en Deepmind para predecir la potencia de salida del viento [Web45].
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En la conservacién de especies [Web46].

Los robots que saben dénde vive una persona y qué darle de cenar [Web47].

\~i

Los usados en la India para combatir la diabetes [Web48].

-

Los que son capaces de escribir libros [Web49-Web50].

Los que son capaces de hacer que un auto navegue en forma auténoma en altas

velocidades en carreteras [Web51].

Los que son capaces de crear deportes para que los seres humanos los jueguen
[Web52].

o

--.~‘

Los que pueden ayudar a planificar la distribucién de productos [Web53].

Los ttiles para planificar unas vacaciones [Web54].

I-

Ay

Los titiles para disefiar mejores sistemas de IA [Web55].

En tercer lugar, porque de acuerdo con [Web56]. el afio 2018 es considerado como el despegue
definitivo de las soluciones basadas en la TA. Consultoras de prestigio pronosticaron un
mercado de mas de 31000 millones de délares en 2019, 55 % mas que en 2014. La empresa
Gartner ha detectado que una de cada cuatro empresas ya usa A o tiene planes de hacerlo a
corto plazo; 73 % de los desarrolladores que no usan IA previeron aprender a usarla en 2018
[Web57]. Finalmente, porque como se sabe, en marzo de 2019 la Asociacién para Cémputo

en MAaquinas (ACM) otorgé el prestigiado reconocimiento “Alan Turing”

a los profesores
Yoshua Bengio, Geoffrey Hinton y Yan LeCun [Web58]. Este hecho constituye sin duda una

prueba irrefutable que la TA ocupa ya en nuestra sociedad el papel de ciencia y de tecnologia.
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. @ Enfoques de maquinas inteligentes

E acuerdo con lo visto, se pudiera decir que un verdadero sistema de [A es uno que es
D capaz de: 1) Aprender por si mismo y 2) Puede mejorar de iteraciones pasadas, siendo
mas inteligente y mas consciente, ademéas de mejorar sus capacidades y su conocimiento. De
acuerdo con la literatura, para la construcciéon de méquinas inteligentes se puede utilizar

uno de los dos siguientes enfoques:

El enfoque de arriba hacia abajo.
El enfoque de abajo hacia arriba.

En el marco del enfoque de arriba hacia abajo (también llamado formal), el disenio de una

magquina inteligente involucra la solucién de los siguientes dos problemas:

El del reconocimiento de patrones (RP).

o

/‘ El del sentido comin (SC).

Si, por ejemplo, se quiere disenar y poner en operaciéon un robot que sirva como mesero en
un restaurante, éste deberd ser capaz de reconocer patrones, tales como palabras. objetos.

personas, etcétera.

El segundo problema es del sentido comnin, resulta fundamental. Cualquier persona sabe

que:
El agua estd mojada.

Las madres son mds viejas que las hijas.

[~
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A los animales no les gusta el dolor.

Uno no regresa después de la muerte.
|

El tiempo no va hacia atras.

iNo hay todavia matematicas que expresen estos hechos!

Sabemos que cualquier nino aprende de su realidad. Las maquinas apenas empiezan a
experimentar esto. En general hacen lo que se les ha programado de antemano. Ha habido
proyectos para poner en operacién un sistema para tomar en cuenta todas las leyes del
sentido comtn. Fue el proyecto CYC, que inicié en 1984 por Douglas Lenat de la empresa

Cycorp.

CYC fue el equivalente al proyecto Manhattan; el primero tuvo como objetivo alcanzar el
momento en el enal una méquina, por si misma, fuera capaz de digerir mas informacién
al leer revistas y libros. Se predijo que en diez afios CYC seria capaz de alcanzar 50 % de

conciencia.

Hoy se sabe que CYC estuvo muy lejos de ello, a pesar del gran niimero de lineas de cédigo
escritas. La 1iltima versién de CYC abarca alrededor de 47,000 conceptos y 506,000 hechos.
El intentar producir un programa que incluya las leyes del sentido comtn es aparentemente
inalcanzable, ya que hay demasiadas leyes. Es bien sabido que los seres humanos lo hacemos
sin esfuerzo [Web59-Web60|. Para los robots es muy dificil saber cuando una puerta esta
abierta y cuando una ventana es la que lo esta. Esto no impide, sin embargo, que haya

grandes proyectos en esta direccién, por ejemplo, el vehiculo auténomo.

En resumen, el enfoque de arriba hacia abajo presenta muchas limitaciones para la cons-
truccion de robots. Tomando esto como base surge el llamado enfoque de abajo hacia arriba.
Los seguidores de este tltimo tratan de imitar la manera en que los bebés aprenden. Uno
de los promotores més reconocidos del enfoque (abajo-arriba) es el Profesor Rodney Brooks

del MIT [Web61].
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En lugar de usar programas de computo elaborados para calcular las posiciones precisas, los
“insectoides” del Dr. Brooks, se valen de prueba y error para coordinar los movimientos de
sus patas con mucho menos poder de computo. Genchis, por ejemplo, es capaz de navegar
sin la ayuda de un sistema de cémputo centralizado. Varios de los disenos del Dr. Brooks
son usados por los robots de la NASA para recolectar y analizar materiales en el planeta
rojo. Otro proyecto de Brooks (COG) intenta crear un robot con la inteligencia de un nino
de seis anos. A COG no se le programé ninguna inteligencia. Usa sus ojos para enfocar a un

humano que le ensena por medio de ejemplos.

Un ingrediente que muchos piensan debiera de incluir nna maquina son las emociones. De
hecho, varios cientificos piensan que para que un robot sea eficiente requiere experimentar
emociones. Ejemplos de algunas de ellas que pudiera experimentar son: El desear algo, los
celos, la vergiienza, el remordimiento y la soledad. Es muy probable que los robots avanzados
vengan equipados con emociones. Incluso, hay quienes piensan que el sentir es un puente
crucial entre la inteligencia y la conciencia. Uno se preguntaria por qué las emociones son
importantes. Sabemos que en el caso de nosotros los seres humanos, las emociones nos guian
a tomar decisiones. Las maquinas del futuro, muy probablemente necesitaran de emociones
para fijarse metas y asi tomar decisiones; de otra forma, quedarian paralizadas ante un mar

de posibilidades.

@ Aspectos importantes de la TA

L principio, cuando el ser humano habitd la tierra tuvo necesidad de hacer uso de
A tecnologia. Para abrir una nuez y no hacerlo con los dientes (para no rompérselos)
encontrd que una piedra podia usarse para tal efecto al golpear la semilla. De igual forma,
al consumir carne, en sus inicios lo hacia a mordidas, como lo hacia el resto de los animales.
El ingenio y creatividad llevé al hombre a inventar el cuchillo para cortar la codiciada carne

de los animales.

Con el devenir del tiempo se dio cuenta que la piedra y el cuchillo como tecnologias podian
también ser usadas para lastimar e incluso matar a su préjimo. Con el paso de los anos
la convivencia entre personas en comunidades llevé al hombre a imponer reglas. A este
conjunto de reglas les llamamos actualmente ética. Como toda tecnologia, la Inteligencia

Artificial deberfa ser usada con cautela y con ética.
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Entre otras cosas, con esta finalidad, es importante establecer un conjunto de reglas minimas

sobre aspectos importantes de la ética en el uso de la TA.

Como toda tecnologia, la Inteligencia Artificial deberia de ser usada con cautela y con ética.
Entre otras cosas, con esta finalidad, es importante establecer un conjunto de reglas sobre

la ética en el uso de la TA.

Reglas de ética en el uso de la IA

La TA deberia de ser utilizada para construir maquinas para el servicio del ser

humano, no para su perjuicio.

No deberia de ser usada para construir maquinas de guerra.

Tampoco deberia de ser usada para influir en las elecciones presidenciales de un

bR £

pais, ni para determinar si una persona debiera ser contratada para un trabajo

especifico.

Para esto es necesario entender los riesgos asociados a la TA; expertos explican las diferencias
entre la TA débil y la fuerte, sus usos e implicaciones [Web62]. En el articulo [Web63], se

describe con claridad el porqué de las tecnologias como la TA debieran de regularse.

En otros articulos, como los reportados en [Web64-Web65], se habla de los beneficios, riesgos,

de lo bueno y lo malo al construir sistemas basados en TA.

En materia de patentes, la World Intellectual Property Organization (WIPQ) estima que
en los 1ltimos cinco anos se ha producido un “boom” en TA, con mas de 50 % de todas las
patentes desde 2013. De 2013 a 2017, el crecimiento ha pasado de 18,995 a 55,660 patentes.
IBM con 8290 y Microsoft 5930, respectivamente.
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Sin embargo, importantes datos estadisticos en el contexto de la Inteligencia Artificial se

obtienen en [Web66], tales como:

China ostenta 22 % de patentes a nivel mundial.

A nivel mundial, la proporcién de articulos/invenciones ha bajado de 8:1 en 2010 a

3:1en 2016.

Un aspecto muy importante que hay que destacar es que el aprendizaje para

£ B

maquinas se ha convertido en la técnica mas usada en patentes, mientras que

la visiéon por ordenador es la aplicaciéon mas popular.

Las aplicaciones representan un mercado que equivale hoy a 21 mil 400 millones de

[~

délares, pero que llegard a 190 mil millones de délares en 2025, segin la firma
Markets and Markets.

Los paises mas robotizados por cada 10,000 empleados a nivel mundial son:

Corea, Singapur, Japén, Alemania, Suecia, Taiwan, Dinamarca, EUA, Bélgica e
Ttalia.

Entre los paises latinoamericanos podemos mencionar:

Meéxico ocupa la posicion 33, por cada 10,000 empleados se tienen 33 robots.
f

Argentina que ocupa el lugar niimero 36 con 16 robots por cada 10,000 empleados.
/

Brasil, lugar niimero 28 con 11 robots por cada 10,000 empleados.
/

En la referencia [Web67] se dan otro conjunto de estadisticas interesantes.
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@ Contenido del libro

I : L resto de esta obra se divide en seis capitulos, con una secuencia y orden cronologico

adecuado para la presentacion de conceptos de la Inteligencia Artificial. A pesar de
que cada capitulo puede ser estudiado de manera independiente, conviene seguir el orden

secuencial preestablecido y sugerido.

En el segundo capitulo, en primer lugar, se estudian los fundamentos mas representativos
del Aprendizaje para Mdquinas. Se dard una introduccion a este campo de la investigacién
que hoy se reconoce por ser el principal motor de la Inteligencia Artificial. En segundo
lugar, se describe el proceso de cémo el AM opera y se presenta cada uno de los cuatro
tipos de aprendizaje que se pueden dar en una maquina, a saber: aprendizaje supervisado,
aprendizaje semi-supervisado, aprendizaje no supervisado y aprendizaje por refuerzo. En
tercer lugar, se expondrd un conjunto de definiciones del dlgebra lineal, se expone el tema
central: regresiom lineal y su solucion a través de técnicas de algebra lineal. En todos los
casos se dardn ejemplos para ilustrar la operacién de las técnicas expuestas, en particular

dos aplicaciones al campo de la robdtica.

En el tercer capitulo, primeramente, se presenta el problema de la clasificacion de patrones
a través del método de discriminacion lineal. En segundo lugar, se describe el problema de la
regresion logistica, 1til también para la clasificacion de patrones a través de la estimacion de
la probabilidad de sus correspondientes clases. Ambos temas son acompatiados por ejemplos
ilustrativos junto con cédigo fuente MATLAB para una facil comprensién al lector. Al final,
se presenta un conjunto de problemas propuestos para que el lector afirme los conceptos y

procedimientos expuestos.

En el cuarto capitulo se presentan los pormenores para el acondicionado de imagenes. Se
expone el concepto de ruido en una imagen y se muestran varios ejemplos ilustrativos y bien
documentados. Después se habla del proceso de filtrado como herramienta computacional
para reducir el efecto del ruido causado en una imagen. Se muestra la operacion de varios
filtros. Mas adelante, se explica ¢como una imagen puede ser mejorada en su contraste a
través de la modificacidon de su histograma. Al final del capitulo se ofrece un conjunto de
ejercicios para que el lector afiance los conocimientos aprendidos y ponga en practica sus

habilidades como programador.
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En el quinto capitulo se estudia el tema de segmentaciéon de imdgenes. Se describen
los principios del umbralado automético de imagenes. Se explica un par de métodos muy
populares de Otsu y de minimo error. También se desarrollan métodos para la reduccion de
ruido residual después del proceso de umbralado. Enseguida, se estudian diversos métodos
para el etiquetado de regiones conectadas en imdagenes. Posteriormente, se analizan varias
propiedades geométricas y topologicas de los objetos segmentados. Después, se discute un
conjunto de técnicas para detectar la presencia de objetos v para su identificacién en escenas
a partir de imagenes o secuencias de imagenes. Al final, se presenta un conjunto de problemas

propuestos al lector para mejorar sus habilidades y reafirmen los conceptos expuestos.

En el sexto capitulo se estudia la primera parte sobre las redes neuronales artificiales, que
intentan simular la operacién de las neuronas bioldgicas. Se presentan los pormenores de las
arquitecturas bdsicas de redes neuronales mdas utilizadas. Se habla de la conocida unidad
de umbralado l6gico (UUL) y la forma que puede ser entrenada a través de la regla del
perceptrén para resolver problemas de diversa indole. Enseguida, se dan los detalles sobre
el perceptréon como extension de la UUL. Se expone la neurona lineal ADALINE y cémo
ésta puede ser entrenada mediante la llamada regla DELTA. Mas adelante, se habla de la
neurona sigmoidal. Se describen ejemplos ilustrativos, asi como ejercicios para que el lector

afirme los conocimientos adquiridos y ponga en préctica sus capacidades y habilidades.

Finalmente, en el capitulo siete, se contimia con el estudio del perceptron como maquina
de procesamiento de informacion, pero ahora acomodado en capas. Se explica su regla de
aprendizaje, asi como la funcién de la la capa intermedia, 1itil para transformar problemas
no lineales en problemas lineales. Se explica cémo el término de momento permite acelerar
el proceso de aprendizaje. Finalmente, se ofrecen las bases de operacion de una red neuronal
convolucional. Como en capitulos anteriores, se ofrece un conjunto de ejercicios para que el

lector ponga en practica sus habilidades como programador.

@ Resumen

N este capitulo, después de una introduccién donde se explicaron las principales
E diferencias entre el computo basado en TA y el cémputo tradicional, se dio un estado del
arte donde se explicaron brevemente las diferentes etapas por las que ha pasado la llamada
automatizacion. Enseguida, se dio una definicion del término Inteligencia Artificial, asi como

sus diferentes categorias.
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Después, se ofrecié una breve historia de la TA, asi como de los principales hechos que a
lo largo de la historia le han dado la forma que ahora tiene. Mas adelante, se describieron
algunas de sus aplicaciones en diversas dreas y el conjunto de lineas de generacion del

conocimiento y de su aplicacién.

Enseguida, se hizo referencia acerca de los retos que todavia enfrenta la IA y de por qué a
pesar de ellos se puede asegurar que ya es su momento. Mds adelante, se describieron los
dos grandes enfoques para la construccién de sistemas inteligentes v de la ética en su uso.

Después se dieron algunas estadisticas relacionadas.

Finalmente, se enlista una serie de conclusiones iniciales: siendo dos predominantes que
consisten en que todavia no se descubren los principios que gobierna el proceso de la
inteligencia y que conforme la TA se va integrando en nuestras vidas, seguramente sera

la nueva infraestructura que impulse la siguiente revolucién industrial.

De acuerdo con los conceptos de TA presentados en este capitulo, hasta el momento se puede

concluir que:

Aunque todavia no se descubren las leyes que rigen el proceso de inteligencia en

los seres vivos, ya es posible construir maquinas inteligentes. Esto se hace evidente

a través de todos los ejemplos enlistados.

L

No hay leyes de la fisica que se opongan a esto. Al igual que en su momento la fisica
indicaba que al hombre le era imposible volar, la imaginacion y capacidad creativa
de este tiltimo le permitié inventar el avién con lo que se rompieron leves fisicas;
ahora el hombre se encuentra en el momento de inventar maquinas con capacidades

de inteligencia antes no vistas, que le facilitaran la vida.

Se ha “rascado” la superficie a través de miiltiples ejemplos de la aplicacién de la

IA en la vida del dia a dia. El cémo la TA afectard nuestras vidas a gran escala en el
futuro cercano lo expresa Kevin Kelly, quien predice que conforme la IA se integre
mas profundamente en nuestras vidas, sin duda, serda la nueva infraestructura
que impulse la siguiente revolucién industrial [Web68]. Muchas otras interesantes

referencias del tema pueden consultarse en [Web69-Web73].
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@ Problemas propuestos

N esta seccién se presenta una serie de ejercicios de reflexién para el lector sobre
E aspectos cientificos y aplicaciones comerciales de TA. Asimismo, se le proporciona una
serie de situaciones de ética de la [A. En cada caso haga una bisqueda a través de Internet,
conteste a las siguientes interrogantes, elabore un resumen y comente con sus companeros

de clases:

1.14.1 ;Qué es inteligencia natural y para qué le sirve a la creatura viva?
a) ;Cuantos tipos de inteligencia natural han sido expuestos en la literatura?

b) ;Para qué son ttiles, segtin la ciencia?

1.14.2 ;Qué es la inteligencia artificial y qué se asemejaria y diferenciaria respecto a la

inteligencia natural?

1.14.3 ;En su opinién qué aspectos de la inteligencia artificial natural pueden ser modelados

mediante la inteligencia artificial?

1.14.4 ;Cuéles serian cinco aplicaciones recientes de la IA en al menos cinco areas del saber
o aplicabilidad?

1.14.5 ;Qué es la ética y como puede usarse en el ambito de la TA en al menos tres casos

reales?

1.14.6 Mencione por lo menos tres aspectos éticos del por qué la IA no debe usarse en contra

de las personas.

1.14.7 Desde el punto de vista ético, reflexione sobre el uso de la IA en las siguientes

situaciones:

a) jPor qué la IA debe ser usada para mejorar la calidad de vida en las personas?
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b) ;Deberia ser utilizada la IA en aplicaciones militares?

c) (Conviene utilizar la TA para evitar el terrorismo?

1.14.8 ;Existe al menos un intento de ley matematica que trate de modelar el proceso de la

inteligencia con posibles aplicaciones?

1.14.9 ;Cuantas y cudles son las llamadas leyes de la robhética segiin Asimov?

a) ;Hoy en dia usted cree que se pueden disefiar maquinas que sigan estas leyes?
b) ;Cuadles serian las posibles implicaciones de que una méquina no siga las leyes?

¢) En el caso hipotético de que un robot no siguiera las leyes de la robdtica de

Asimov ;Qué puede proponer para corregirlo?
1.14.10 Conteste y argumente lo siguiente:
a) ;Qué es el aprendizaje para maquinas?
b) ;En qué tipos o categorias se divide?

¢) (Qué aplicaciones realistas pudiera tener cada tipo de aprendizaje para

macquinas?

1.14.11 ;Qué son el tratamiento y andlisis digital de imagenes y el reconocimiento de

patrones?

a) ;Cudles serian cinco de sus aplicaciones més importantes?

1.14.12 ;Qué es una neurona artificial y en qué se asemeja a una neurona biologica?

1.14.13 ;Qué es una red neuronal artificial?

a) ;Cudntas generaciones de este tipo de maquinas han sido obtenidas en la

literatura?

b) ;En qué se diferencia cada generacion de red neuronal artificial?

1.14.14 Haciendo un recuento de los diferentes modelos de redes neuronales artificiales

propuestos en la literatura, en su opinién ; Cudles son los mas representativos?
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Descripcion del capitulo

En este capitulo primeramente se da la definicion de Aprendizaje
para Maquinas (AM), como principal motor de la Inteligencia
Artificial. Enseguida, se describe el proceso de cémo el AM opera.
Después, se describe cada uno de los cuatro tipos de aprendizaje
que se pueden dar en una maquina, a saber: aprendizaje supervi-
sado, aprendizaje semi-supervisado, aprendizaje no supervisado y
aprendizaje por refuerzo. Mas adelante, se presenta un conjunto de
definiciones y conceptos provenientes del algebra lineal, tiles para
la facil lectura y asimilacion del resto del material del capitulo.
Después, se expone el tema central: regresion lineal. En todos los
casos se dan ejemplos ilustrativos para una facil asimilacion del
material expuesto. Al final del capitulo se presenta un conjunto
de problemas propuestos para que el lector ponga en accion sus
habilidades y reafirme los diferentes conceptos, definiciones y
métodos aprendidos.

Los siguientes temas son abordados:

Mecdnica del AM.

* Conceptos y definiciones basicas.

, Tipos de aprendizaje.

-~~~

, Regresion lineal.
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@ Introduccion

P ] UESTRO cerebro es un érgano increible. Es la materia organizada mas compleja del

universo conocido. Dicta la manera en cémo vemos, oimos, olemos, probamos y
tocamos. Es el oOrgano responsable de nuestro comportamiento, memorias y
percepciones. Incluye el mas misterioso de los fendmenos, por ejemplo, la conciencia. Es
responsable de comportamientos tan simples como comer o caminar; y también de otros

comportamientos tan complejos como lo son: pensar, hablar o crear.

El cerebro ocupa aproximadamente 2 % de nuestro cuerpo. Sin este maravilloso 6rgano
seriamos organismos muy primitivos, muy semejantes a las bacterias en su forma de accionar.
El cerebro es lo que nos hace inteligentes; a la edad de un afio todos éramos capaces de llevar a
cabo actividades extraordinarias, como identificar objetos, tomarlos y hacer tareas con ellas,
por ejemplo, insertar un cubo dentro de un hueco con la forma de un cuadrado. El cerebro
humano es una masa de tejido nervioso aproximadamente 1200 centimetros cibicos y 1400
gramos. Se compone de alrededor de 86000 millones de neuronas y 10'* sinapsis (170000

kilémetros de fibra nerviosa).

Por décadas. el ser humano ha sofiado con construir maguinas que posean cerebros como los
nuestros. Por ejemplo, robots que realicen tareas en el hogar para limpiar o asear, cocinar,
cuidar a los ninos, por citar algunos. También disenar coches que sean capaces de navegar en
forma auténoma dentro de una ciudad, llevindonos desde el hogar a nuestro trabajo y
viceversa. Para lograr esto, algunos de los problemas computacionales mas complejos que
podriamos imaginar deberian ser resueltos; problemas que nuestros cerebros resuelven de

alguna forma en unos cuantos milisegundos.

Para alcanzar esta meta, se requiere:

1) Desarrollar maneras radicalmente diferentes de programar un ordenador, o

2) Usar técnicas nuevas o ya existentes, pero de forma distinta. Se sabe que el

computo tradicional tiene limites.
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Con respecto a esta afirmacién, uno podria preguntarse por qué hay ciertos problemas que son
dificiles de resolver mediante un ordenador. Ya se vio anteriormente que los programas de

computo clasico son disenados para hacer dos cosas muy bien:

1) Para realizar operaciones aritméticas de manera muy répida, y
2) Para seguir, de manera explicita, un listado de instrucciones.

Si se quisiera, por ejemplo, procesar grandes cantidades de datos financieros, se esta de
suerte. Un programa de computo cldsico puede llevar a cabo la tarea sin mucho problema. Sin
embargo, hay otros problemas que no se pueden resolver bajo este esquema, como lo es,

reconocer caras, conducir coches, entender lenguaje natural, etcétera.

En todos estos casos, es un hecho que no sabemos cémo escribir un programa ya que no
sabemos como nosotros lo hacemos en nuestro cerebro. Inclusive, si supiéramos como hacer

esto, el programa resultante podria ser horriblemente complicado.

En los ultimos veinte anos se ha desatado una revolucién: cada vez aparecen mas y maés
programas que aprenden. Programas que son capaces de adaptar su comportamiento de
manera automatica a los requerimientos de una tarea dada. Programas que reconocen caras,
conducen coches, como ya se dijo, algoritmos capaces de detectar con precision la presencia

coronavirus, que recomiendan qué libros comprar o qué peliculas ver, etcétera.

Antes, un experto programador definia qué deberia hacer un ordenador a través de la
codificacion de un algoritmo en un lenguaje de programacion. Hoy para muchas tareas ya no
se escriben programas, en lugar de esto lo que se hace es recolectar datos. Estos datos deben
contener ejemplos de qué es lo que un ordenador debe hacer, y un algoritmo de aprendizaje
puede modificar (en forma automadtica) a un programa para ser entrenado y dicho programa

coteje los datos con los requerimientos especificos.

Para muchas aplicaciones, desde la visién al habla y de la traduccién a la robdtica, ya no
somos capaces de derivar buenos algoritmos a pesar de décadas de investigacion desde los
anos cincuenta del siglo pasado. Sin embargo, para estas tareas es muy fdcil recolectar datos.
La idea fundamental es aprender de manera automdtica algoritmos a partir de datos,

reemplazando al programador por esquemas que aprenden.

En la literatura es aceptado que cuando esto sucede, se denomina Aprendizaje para M

aquinas. En estos momentos es conveniente tener a la mano la signiente definicion.
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Definicién 2.1: Aprendizaje para Maquinas I

El Aprendizaje para Maquinas (AM) es un campo de las ciencias de la computacion

relacionada con la construccién de algoritmos que para ser ttiles, se basan en un conjunto
de datos donde se involucra algiin fendmeno. Estos datos pueden provenir de la naturaleza,

confeccionados por un ser humano o generados a través de un algoritmo.

El AM puede también definirse como el proceso de resolver un problema practico, como:

1) La recoleccién de datos.
2) La construccion, mediante un algoritmo de un modelo estadistico tomando como
base dichos datos. Se asume que este modelo serd usado de alguna manera para

resolver el problema practico.

@ Mecanica del AM

ARA poder explicar este asunto, formulemos la siguiente pregunta: ;Como los seres
humanos aprendemos los conceptos naturales? Es un hecho que las cosas se aprenden
a través de ejemplos y no a partir de ecuaciones. Desde nifios nuestros padres nos ensenaron

cémo reconocer un gato, mostrandonos un gato vivo o una fotografia de ellos.

Nuestro cerebro nos proporciona un modelo que describe el mundo que percibimos de manera
continua. A lo largo de nuestras vidas, este modelo se hace méds preciso a través de ejemplos

observados. Todo esto acontece:

1) Sin darnos cuenta, y

2) De manera inconsciente.

Si nuestro modelo viene dado por la siguiente ecuacion:
h(z, 8) (2.1)

donde @ representa cada una de las observaciones relativas al fenémeno bajo estudio

representada en forma vectorial, y 8 es el vector de pardametros utilizado por h.
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Nuestro algoritmo de entrenamiento tratard de mejorar, poco a poco, el vector @ a través
de mds y mas ejemplos, buscando producir un mejor modelo. En la figura 2.1 se ilustra
este proceso, donde como se puede ver, a partir de un conjunto de observaciones el modelo
h(z, @) al principio produce errores, los cuales son usados por el algoritmo de entrenamiento
para ajustar (mejorar) el vector de pardmetros 8; con ello se busca reducir la tasa de errores
al maximo. Vale mencionar que este paradigma general puede ser utilizado para cualquier

tipo de modelo, no importando el problema en cuestién.

Ejemplos | ~yyfjg)

observados

Error

Algoritmo de
entrenamiento

Figura 2.1: [lustracién del proceso de refinamiento del modelo h(z, 8).

Para una aplicacién dada, como el reconocimiento de caras, los datos pueden ser muchos.
Algo interesante es que todos los datos, por ejemplo, las fotografias de las personas, pueden
ser explicados en términos de un modelo relativamente simple compuesto de niimero oculto

de factores y sus interacciones.

La meta del AM es convertir los datos en conocimiento. Hoy por hoy, la gente que trabaja en
AM encuentra formas originales para usar los datos y convertirlos en productos o servicios
utiles, un teléfono, un auto, etcétera. Antes la gente pensaba que para que la Inteligencia
Artificial fuera una realidad, se requerian de nuevos paradigmas, maneras de pensar, modelos

computacionales u otros conjuntos de algoritmos.

Tomando en cuenta los éxitos my recientes del AM. actualmente, se puede establecer como

un hecho que lo que se requiere es de:

1) Muchos datos, y
2) Suficiente poder de cémputo.
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Lo anterior es para echar a andar métodos de aprendizaje con estos datos y derivar los
algoritmos requeridos segin sea la aplicacién, no importando su complejidad. Pareciera que
conforme la tecnologia se desarrolla se tiene acceso a ordenadores mds rapidos y se obtienen
mas datos; por lo que, los algoritmos de entrenamiento iran dando pie a niveles de inteligencia

cada vez mas sofisticados, que claramente encontraran mas usos.

Para mas detalles y su correspondiente profundizacion sobre estos temas, se recomienda al

autor dirigirse a las siguientes referencias [3] y [4].

@ Conceptos y definiciones basicas

N esta seccidn se recordara un conjunto de conceptos v definiciones basicas. Estos
conceptos provenientes del algebra lineal y del calculo son necesarios para entender las

siguientes secciones. En particular, se revisaran los conceptos de escalar, vector y matriz.

Definicion 2.2: Escalar I

En algebra lineal, un escalar es un niimero real, constante o complejo que sirve para describir

un fenémeno fisico o de otro tipo con magnitud, pero sin la caracteristicas vectoriales de

direccion y sentido.

Notacién

En el contexto de esta obra, el conjunto de los nlimeros reales se denota con el simbolo
IR y sus elementos se conocen como escalares. En esta obra, los niimeros reales o escalares

se representan con letras mintsculas en estilo italicas de los alfabetos castellano o griego.
Por ejemplo:

}' a,b,c,z,y, z,a,w, A € IR.

Cuando sea necesario, los elementos escalares de un vector podrdn ser

representados como ;.
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Notacion

’ El conjunto de ntiimeros reales positivos y negativos se representan por Ry v

IR _, respectivamente:

Ry = {a€eR:a€(0,0)},
R. = {a€R:a€(—o0,0)}.

Por otro lado, el conjunto de los niimeros enteros Z son escalares de la forma:
[+-,—4,-3,-2,-1,0,1,2.3,4---]; el conjunto de los nimeros enteros Z resulta

un subconjunto del conjunto de los niimeros reales, es decir: Z C IR.

Los niimeros naturales N (enteros positivos) son 1,2,3,4---; representan un

subconjunto de los miimeros enteros: N € Z C IR

Es muy importante ofrecer una correcta interpretacion cuando estemos trabajando con

intervalos a € [a, ] y a € (a, 3); por ejemplo:

® FEl intervalo a € [a, 3] significa a < a < j.

® Mientras que para a € (a, 3) significa o < a < f3.

Definicion 2.3: Vector I

Un vector de dimensién n es una tupla o arreglo de n niimeros reales o escalares, llamados

componentes del vector. En el contexto de esta obra un vector se representa como una letra

minuscula de los alfabetos castellano o griego, pero en negritas (es decir, tipo bold).

Ejemplos de dos vectores son los siguientes: y € R", 8 € R":

- A

m El vector y, como se puede ver tiene n
Yo '6_2 componentes, donde n € N; mientras que
vo= » B= ,3 el segundo 3, tiene n + 1 componentes.
y ‘ n
; L /3n+l N
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A veces, un vector requiere ser representado en forma transpuesta y! € IR**", se utiliza el
operador transpuesta T, como sigue: y = [y1 Y2 -+ Yn] -

Notacién

Los vectores seran representados en letras minisculas con estilo bold o “negritas” y
tipo #talica de los alfabetos castellano o griego. Usaremos tres tipos de nomenclatura

para representar a un vector, dependiendo del contexto que estemos tratando.

Los siguientes vectores utilizan la notacion mas compacta: ., y, w. 7,v. % € R",
donde n € N representa la dimensién del vector (es decir, el mimero de

componentes escalares). El nimero n solo puede ser natural o entero positivo.

* Vectores tipo columna son arreglos verticales de n renglones y una columna:

nxl
zyw T, R
i Vectores con elementos o componentes escalares se encuentran dentro de
corchetes o paréntesis,

T

T2 T .
£ = .| =[x, 22 -+ z,] dondez; eR, i=1,2---,n.

Tr

Para los propésitos de la presente obra, los componentes o elementos x; € IR de

un vector & € IR™ seran considerados exclusivamente niimeros reales.

Definicién 2.4: Producto interno I

El producto interno entre dos vectores (también es conocido como producto punto o producto
escalar) a € R" y b € IR", y por tanto, con n componentes como a continuacién se indica:
a=[a ay --- ﬂn]T yb=1[bh by -- bn]T., es denotado por a - b o a’'b, cuyo

resultado es un escalar: a-b € IR o a’b € IR, viene dado como sigue:

by
b. n
a-b=a'b = (a1 a --- an]T 2 = aiby + aibs + - -+ apb, = Zaibi eR. (2.2)
i=1
bl’l
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I |
(@)

® Ejemplo 2.1

Obtener el producto punto de los siguientes vectores: a = [3 1 —4 2]T v
b=[2 -5 3 —6] .

Solucion

El producto punto entre a y b es representado por @ - b o también como a”b; produce como

resultado el siguiente escalar:

a-b=a"b = [3 1 -4 2] 5 | =32 +1(=5)+(—4)3+2(-6) = -23.

Definicion 2.5: Matriz I

Una matriz es un arreglo bidimensional de datos, conformados en n renglones y p columnas.

SUS entradas o elementos escalares son numeros reales.

En el contexto de este libro, una matriz sera representada por medio de letras maytsculas de
los alfabetos castellano o griego A, B,C---,Z, A, B,I',---Q y sus elementos son escalares
representados con la misma letra, pero en mintiscula a;j, bij, ¢ij -+, 2ij, @vij, Bij, Vij -+ s Wij-
El doble subindice indica la posicién del elemento escalar dentro del arreglo rectangular a la
que pertenecen, es decir: ¢ representa el renglon i-ésimo, para ¢ = 1,2, - n; mientras que j

indica la j-ésima columna, para j = 1,2,---,p.

Por ejemplo:

T11 T12 B 5 P a11 112 e Alp

I921 T -+ Ton @21 a2 -+ QA2p
X = R A =

Tnl Tpz2 - Tpp Apy Qpz - anp

En el primer caso, note que la matriz X es cuadrada de dimensién n x n, mientras que A es

una matriz rectangular, cuya dimension corresponde a n x p.

® Dado un vector € IR", también admite la representacion de una matrix @ € R™1L,

es decir, tiene n renglones v una columna.
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® (lon respecto a la notacion entre vectores y matrices, debe quedar claro que € IR"

oz € IR™*! son representaciones del mismo vector por estar en miniscula y en bold,

mientras que X € IR™ ™ representa una matriz (en este caso cuadrada), ya que se

encuentra en mayuscula. Por lo tanto, son entidades matematicas diferentes; es decir,

no se debe confundir la notaciéon de un vector @ con una matriz X .

Definicion 2.6: Matriz diagonal I

Sea X una matriz cuadrada, X € R™*". Una matriz diagonal es aquella donde todos sus

elementos sobre la diagonal principal son diferentes de cero: z;; # 0sii =7,y ;; = 0 si

i g

Definicion 2.7: Matriz transpuesta I

(2.3)

Sea X una matriz con n filas o renglones y p columnas. En este caso el elemento x;; de

la matriz original X se convertird en el elemento x;; de la matriz transpuesta; la matriz

transpuesta es denotada como X7

r; €EX=>z;€XT,1<i<n, 1<j<p

Ejemplos de matrices transpuestas son los siguientes:

i1 Ti1z2 o Tip Tin T21 0 Tyl

T2y T22 - I2n T T2 T22 - Tn2
X = : . . . | =X =

LTnl Tn2 ~°° Tpn Tin T2n " Tpn

) 2 4

2 -3 B .
A = |=4aT=|-3 1

—4 —6

5 =6
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Definicion 2.8: Suma de matrices I

Sean A € R™*? y B € IR"*? dos matrices con las mismas dimensiones, la suma de A y B

denotada como A + B, viene dada como:

a1 12 e dip }J“ blf_) blp apy +b“ (112+le2 [Ilp+F)1p
@21 Qgzz - dgp bay baz -+ by asi + b2 asz+boa - agy+boy

AB = + = (2.5)
Ipt  @p2 - f(pp bnl bn?. T bnp n1 + bn] n2 + bni st Onp W bnp

® Ejemplo 2.2

3 5 1 2
Considere las siguientes 2 matrices de 2 x 2 elementos: A = [1 2:| id Ei— |:4 5] :

realice un programa en M ATLAB para obtener la suma A+ B entre las dos matrices.

Solucion

De acuerdo con la regla para sumar matrices (2.5), A+ B se desarrolla de la siguiente forma:

3 5 1 2] [3+1 5+2 4 7
A+B = + = - .
1 2| " [4 5 144 —245 5 3

El codigo fuente en MATLAB para realizar la suma de dos matrices se encuentra

descrito en el cuadro de codigo 2.1. En las lineas de programacion 6 y 7 del programa

cap2 SumadeMatrices.m se incializan las matrices A y B, respectivamente.

La forma usual de realizar la suma de matrices C1 = A 4+ B es como la que presenta la
linea 8. Sin embargo, una manera interesante e ilustrativa para llevar a cabo dicha suma de
matrices es por medio de un algoritmo recursivo, es decir, implementado por medio de la
ecuacion (2.5). Con esta finalidad, primero se obtiene la dimensién de la matriz a través de
la funcién size(-), para obtener el ntimero de renglones y columnas, tal y como se muestra

en la linea 10.

El algoritmo recursivo para sumar matrices de dimensién n se encuentra comprendido entre
las lineas 12 y 16 usando instrucciones for en forma anidada, el for externo se utiliza para
los renglones: i = 1,2 - - - renglones, mientras que el for interno para el procesamiento de las
columnas: j = 1,2- .- columnas. El resultado de este procedimiento se exhibe en la pantalla
de comandos de MATLAB por medio de la linea de programacién 17, la matriz C2 contiene
registrado el resultado de este procedimiento recursivo; el lector puede verificar que dicho

resultado es idéntico al que se presenta en la linea 8.
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‘\ Codigo MATLAB 2.1 cap2 SumadeMatrices.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 2. Aprendizaje de Maquinas: Regresion lineal

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento” A/_\l

Programa: cap2 SumadeMatrices.m MaATrAB version 2020b

Y

cle; % limpia pantalla.

2 clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.

5]

close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.

4 format short % formato corto con 4 digitos después del punto decimal.
% se declaran e inicializan las matrices A, B € IR**2,
A=[3,5;1,-2;% a- [‘13 52].

B=[1, 2; 4 5;% B = F 2]

4 5]
8 Cl1=A+B % exhibe resultado estdndar de la suma de matrices A + B.
% obtiene la dimension de la matriz A.

%]

(=2}

-3

=}

10 [renglones, columnas|=size(A);
11 % algoritmo recursivo para sumar matrices.

12 for i=1:renglones

13 for j=1:columnas

14 ‘ C2(i,j)=A(i,j)+B(i,j); % regla para sumar matrices: ecuacién (2.5).
15 end

16 end

17 C2% exhibe resultado de la suma de matrices del algoritmo recursivo (2.5).

El codigo fuente del programa cap2 SumadeMatrices.m se encuentra disponible en el sitio

Web de la presente obra.
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Definicion 2.9: Producto de matrices I

Sean A € R™*" y B € R"*? dos matrices tal que el nimero n de columnas de la matriz

A es igual al niimero n de filas de la matriz B; el producto entre A y B, denotado como

AB € R™*?, viene dado como:

a1 a2 - ap | [bu bz oo by
a1 G2 - a2, bai baa - by
AB = _
Aml Am2 - Omn bp1 bpo - bnp
ai1biy + ai2boy + -+ a1pbyr - @11biy + arebay + -+ anbyy
asibyy + agebor 4+ -+ agnbyr - agibip +agsbap + - 4 ag,byy (2.6)
a'-mlbll + (ngbgl =fpmer s~ amnb?ll e ﬂ'm,lblp + arrl?b?p e e amn.b'n.p

_ Un caso particular de matriz diagonal (ver definicién (2.6), pagina 47) es la matriz
identidad, donde todos sus elementos sobre la diagonal principal son unitarios y se

representa por I € R

0 0
0

I={0 0 0 0 (2.7)
0 0 0 1]

_ El producto de una matriz A € IR™*™ por la matriz identidad I € IR™*", satisface:
IA = AI e R™",

Sean dos matrices A € R"*" y B € IR™™", en general el producto de A y B no es
conmutativo, es decir AB # BA. Sin embargo, solo en el caso de que A, B € R"*"
sean ambas matrices diagonales, entonces se satisface la propiedad conmutativa del

producto de matrices; es decir: AB = BA € R™*".
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® Ejemplo 2.3

Suponga las siguientes 2 matrices de 2 x 2 elementos:

5 12
1 =2 45

Desarrollar un programa en MATLAB que realice la multiplicaciéon AB.

Utilizando la regla de multiplicacion entre dos matrices (2.6), el producto AB realizado a

mano entre A € R?*? y Be R#*# produce lo siguiente:

3 5][1 2}:[13(1)%(4) 3(2)+5(5)]:{23 31]_

¢ = AB:[1 —9ll4 5 () +(—2)4 1(2) +(—-2)5 -7 -8

El cédigo fuente en MIATLAB para realizar el producto de dos matrices A € R™*" y
B € R™ P se encuentra contenido en el programa cap2 MultiplicaAB.m (ver cuadro de
codigo 2.2). En las lineas de programacién 5 y 6 se definen e inicializan las matrices A y B,

respectivamente; en la linea 12 se presenta la multiplicacion estandar AB en MATLAB.

Una condicién necesaria que se requiere para realizar la multiplicacién de las matrices AB
es que el numero de columnas n de la matriz A sea el mismo nimero n de renglones
en la matriz B, tal y como lo especifica la definicion (2.9), de tal forma que la matriz
resultante es AB € IR™*?. Por este motivo en las lineas de programacién 7 y 8 se obtienen
las dimensiones de las matrices A y B, respectivamente; para verificar que sus dimensiones
sean compatibles por ejemplo, en la linea 9, se comprueba dicha compatibilidad para llevar a
cabo la multiplicacion, en otro caso se indica al usuario que hay un problema de dimensiones
en las matrices A y B. En este ejemplo estamos tratando con matrices cuadradas, donde el
nimero de renglones es igual al niimero de columnas, es decir, m = n = p. Sin embargo, en

general pueden ser matrices rectangulares.

Si las dimensiones de las matrices A y B son adecuadas, es decir, el niimero de columnas
de la matriz A es el mismo nmimero de renglones que la matriz B, entonces en la linea 11 se

realiza el algoritmo iterativo de la multiplicacién AB, cuyo resultado estd en la linea 20.

Es importante hacer notar al lector que el producto de matrices no es conmutativo, en general
AB # BA. Se puede verificar que el resultado de AB es diferente a BA (con excepcién
para matrices diagonales). Si para matrices rectangulares A y B hay compatibilidad de

dimensiones para realizar AB, entonces BA no necesariamente se puede realizar.
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‘\ Cédigo MATLAB 2.2 cap2 MultiplicaAB.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robdética y Automatizacion.
Capitulo 2. Aprendizaje de Maquinas: Regresion lineal.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap2_MultiplicaAB.m MaATLAB version 2020b
cle; % limpia pantalla.

clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.

close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.

format short % formato corto con 4 digitos después del punto decimal.

A=[3,5:1,-2;;% A= ["j _511.

B=[1,2% 4,5,%B=|, :|-
[m, nl|=size(A); % % obtiene la dimensién de la matriz A.
[n2, p|=size(B); % % obtiene la dimensién de la matriz B.
if (nl~=n2)% determinan compatibilidad de dimensiones de las matrices.
disp( 'La multiplicacién de AB no puede realizarse: dimensiones inadecuadas.' )
else
C1=AxB % resultado de la multiplicaciéon AB estandar en MATLAB.
for i=1:m % nimero de renglones.
for j=1:n1 % ntmero de columnas.
| C2(1,j)=A(i,:)*B(:,j); % regla de multiplicacién de matrices (2.6).
end

end

end

end

C2 % resultado de la multiplicacién AB por el método iterativo (2.6).
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Definicién 2.10: Determinante de una matriz I

Sea A una matriz cuadrada de n X n elementos, es decir: A € IR™*"™. El determinante de A,

denotado como |A|, viene dado como:

4] =

Y sgn(o) I aiq,
Te

Pn

(2.8)

donde, como se sabe, la sumatoria es calculada sobre todas las permutaciones ¢ del conjunto
{1.2,---,n}. La posicién del elemento i-ésimo después de la permutaciéon o se denota como
;. El conjunto de todas las permutaciones es p,,. Para cada o, sgn(o) es el signo de 0. La
funcién sgn(eo) retorna los siguientes valores: +1si o > 0; 0si 0 = 0; y -1 si ¢ < 0. Entonces,
sgn(o) es +1 si la permutacién es par (resulta positivo) y si es impar (resultado negativo)

adquiere el valor de sgn(o)=-1.

Para cualquiera de los n! sumandos (donde n! = (1)(2) -+ (n — 1)(n). El término n! se lee
n factorial), la notacién I, a; ,, denota el producto de las entradas en la posicién (i, o;),
donde va desde 1 hasta n: a; 5, @24, - - @y, . Por ejemplo, la forma practica de calcular el

determinante de matrices cuadradas de dimension 2 x 2 v 3 x 3 es la siguiente:

3 ail a2 .
En el caso de una matriz de 2 x 2. A = [ ] el determinante es:
a1 a2
ap;p a2
|A‘ = ‘ = @aj11a22 —A12a21. (29)
az1 a2

Para el caso de una matriz A de dimensién 3 x 3, el determinante de A puede calcularse

utilizando los cofactores de cualquier fila o cualquier columna, de la siguiente manera:

ayy a2 a3
A = as) a2 93 (2.10&)
az; G3z2 a33
Qa2 Qa3 21 Qg3 a1  A22
|A| = an — a2 + as (210b)
a3z a3z az; ags az) a32
a1z Q13 ay; a3 ay; Qa2
|[A] = —an + ago — Qa3 (2.10c)
aza 133 azy ass azy asz
22 Q23 a1 @23 ail a2
Al = aa — a32 + a3 (2.10d)
a2 Q23 a1 @23 21 022
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® Ejemplo 2.4

Suponga las siguientes matrices de A € R**? y B € R**3:

3 &5 =17 =11 1
1 =2
6 3 -3

obtener sus respectivos determinantes.

Solucion

El determinante de la matriz A € IR**? se obtiene utilizando la expresién (2.9):
3 5
1 -2

|| = =3(=2) —1(5) = =6 — 5 = —11.

Para el caso de la matriz de B € IR**? se utiliza la expresién (2.10a) que viene dada como
sigue:
£ = 4 -2 4 7
|B| = -—17

3 -3 6 -3 6 3
= —17(-21+6)+11(—-12+12) +1(12 — 42) = 255 + 0 — 30 = 225.

ot 2

En MATLAB la funcién que calcula el determinante de una matriz A € IR™"*"

es: det(A). Por ejemplo, en la ventana de comandos se puede verificar el siguiente

codigo:

Ffe>> A=[3,5; 1.-2]; Jx >> B=[17,-11,1;4,7,-2: 6, 3,-3]; <
fxr >> deterA=det(A) fx >> deterB=det(B) «

fx >> deterA=-11 Jx >> deterB=225

Definiciéon 2.11: Matriz adjunta I

Sea A una matriz cuadrada IR™*", la matriz adjunta de A denotada como Adj(A) es la

transpuesta de la matriz de cofactores de A:

a1y @12 rr Qlp
a1 d22 -+ Q2

Adja) = | . T (2.11)
Qpl1 Qp2 *** Anpn
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® Ejemplo 2.5

Considere la siguiente matriz de 3 x 3 elementos:

A = |00 3 2

obtener la matriz adjunta Adj(A).

La matriz adjunta Adj(A) viene dada como sigue. Los cofactores de los nueve elementos de

la matriz A son:

-3 2 17 0 2 1 0 -3 6
(1 = = - (4} = — [IRE: = 2=
11 1 5 12 2 5 13 9 1

2 -1 - -1 - 1 2 3
= s T T e 5| T =g 1] T

2 =1 i 1 -1 5 1 2 ‘ 3
(1« = = (1 = = - (la- = = -
31 3 9 32 0 2 33 0 —3

Luego entonces, la traspuesta de la matriz de estos cofactores da como resultado la matriz
adjunta de A:

31 a1 a3 T =17 —11 1
Adj (A) = 91 a9y 923 = 4 7 -2
az; dzz as3 6 3 -3

Definicion 2.12: Matriz inversa I

Sea A una matriz cuadrada de A € IR"™", la matriz inversa de A es representada por
At e R™*™ y viene dada como:

| Adi(4)

47=Ta

(2.12)

Observe que la inversa de una matriz A existe, si su determinante |A| es diferente de cero:

| 4] # 0.
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® Ejemplo 2.6

Considere la siguiente matriz A € R**:

obtener la matriz inversa A—1L.

Solucion

La matriz inversa de A € IR**®, en términos de la ecuacién (2.12) viene dada como sigue:

e La matriz adjunta Adj(A) es la que se obtuvo en el ejemplo 2.5.

e Fl determinante de la matriz A se obtiene de la siguiente forma:

-3 2 0 2 0 -3
det(4) = (1 — (2 + (-1
at) = | |-, o+eo]) 7
= —15—-2+4+8-6=-15.
e La matriz inversa de A estda dada por:

Adj(A) . =17 11 1 }—5 % —-11—5
Y i i | i PN 9| =]|_-4 L 2
A 15 7 1k 135 1;
6 3 -3 —1 i s

1.1333  0.7333 —0.0667
= —0.2667 —0.4667 0.1333
—0.4000 —0.2000  0.2000

e Fl cddigo en MATLAB para verificar los cdlculos numeéricos es el siguiente. En la
ventana de comandos:

fﬂ? >> A:[laz']-, 0-)'3.‘2: 2’]"5‘] L
fz >> det(A)

fxr >> ans= 15
fr>> inv(A) <
ans= 1.1333 0.7333  —0.0667

—0.2667 —0.4667 0.1333
—0.4000 —0.2000  0.2000
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@ Tipos de aprendizaje

L. AM puede ser llevado a cabo de manera supervisada, semi-supervisada, no
supervisada y por refuerzo (también se conoce por reforzamiento). A continuacién

se describe cada una de estas clasificaciones.

Aprendizaje supervisado

Para llevar a cabo este tipo de aprendizaje se parte de una coleccién de datos etiquetados:

{(@1t1). (@2ta),, (®ptr), =, (@ptp) }. Cada elemento @; = [z1, z2, - -+, z,] T se conoce

en la literatura como vector descriptor, en el cual, cada elemento escalar o entrada del
vector z;, i =1, 2, -, n, representa un rasgo que describe a un objeto o concepto de alguna
forma. Si, por ejemplo, @ es el conjunto que representa a la familia de los coches, el primer
rasgo z; ; puede representar la potencia del motor en caballos de potencia; el segundo rasgo

x; » puede representar el niimero de asientos y asi sucesivamente.

En cualquier caso, para todos los ejemplos en la base de datos, el i-ésimo rasgo siempre
contendra el mismo tipo de informacién. En otras palabras, si x; ; representa la potencia en

caballos para el auto x;entonces zj ; representard también el caballaje para todo ejemplo
xp, donde k =1,2, - p.

Por otro lado, la etiqueta ti puede tomar diferentes formas. Por ejemplo, una de las etiquetas
del conjunto {1 , 2,..., p}, podria ser un real o cualquier otro objeto 1til para la tarea. El

objetivo de cualquier algoritmo de aprendizaje supervisado es utilizar un conjunto de datos

describiendo un problema para producir un modelo que sea capaz de recibir como entrada
un vector & y que en respuesta seleccione por ejemplo, del conjunto de etiquetas {1, 2,...,p}

la mds apropiada a dicho vector .

Aprendizaje semi-supervisado

Para este tipo de aprendizaje, el conjunto de datos se divide en dos sub-conjuntos: uno
con datos etiquetados y otro no etiquetado. En muchas ocasiones, el conjunto de datos no

etiquetados es mayor que el de los datos etiquetados. El objetivo en este caso, es el mismo que
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58 Aprendizaje de Maquinas: Regresion lineal

para el aprendizaje supervisado. Se espera que el uso de muchos datos no etiquetados ayude
al algoritmo de aprendizaje a derivar un modelo aceptable de la informacién. Puede sonar
contradictorio que el aprendizaje se beneficie de la adicién de datos no etiquetados, pareciera
que anade incertidumbre al problema. La verdad es que al agregar mas datos, aunque no
etiquetados, se incrementa informacion al problema. Un buen algoritmo de aprendizaje semi-
supervisado tedricamente deberia de utilizar la informacion extra para obtener un mejor

modelo.

Aprendizaje no-supervisado

En este caso, el conjunto de informacién solo contiene datos no etiquetados, esto es:
{x1, 29, , g, -~ ,a:p}. De nuevo, cada & es un vector descriptor con sus entradas de la
forma @ = [z1, 22, -, 2,7 . El objetivo del aprendizaje no-supervisado es derivar un modelo
a partir del conjunto de vectores para obtener un vector nuevo que pueda ser usado para

resolver un problema dado.

En acumulacién o agrupamiento de datos, el modelo proporciona el identificador del ctimulo
correspondiente conjunto en la base de datos. En reduccion de dimensionalidad, la salida
del modelo serd un vector descriptor con menos rasgos que el de entrada x. Finalmente, en
deteccion de valores atipicos, la salida serd un niimero usualmente real, indicando qué tanto

x difiere del valor tipico de la base de datos.

Aprendizaje por reforzamiento

Este tipo de aprendizaje es una rama del AM. En este caso, se parte del hecho de que el robot
se encuentra en un medio ambiente dado y que es capaz de percibir el estado de ese medio
como un estado representado por el vector descriptivo . En una secuencia de imagenes:
I, I, -, I adquiridas a través del sensor del robot, cada I, puede ser descrita mediante
un vector descriptor axy:

L1

T2

L = | (2.13)
Thn

Sobre dichos estados el robot puede ejecutar diferentes acciones. Algunas de las cuales pueden
otorgarle premios a la maquina, eventualmente provocando que el robot pase de un estado

a otro.

IA AruicApA A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AZUELA e FERNANDO REYES CORTES



2.5 Regresion lineal 59

El objetivo del aprendizaje por refuerzo es asimilar lo que se conoce como “politicas”. Una
politica es una funcién similar a un modelo que recibe como entrada un vector descriptor
y produce un accion optimizada dentro dicho estado. En el ejemplo utilizado, el médulo
de aprendizaje por refuerzo del robot puede recibir como entrada una descripcién x de
una imagen dada; después procesarla para, en términos de la politica previamente derivada,
producir como salida una velocidad, angulo de giro, etcétera, segiin las necesidades. La accion

se dice ser 6ptima si esta maximiza la recompensa esperanza promedio.

Para méas detalles sobre los temas tratados en esta seccion, se recomienda al autor dirigirse

a la referencia [5].

@ Regresion lineal

I : N esta seccion se estudia el problema de la regresion lineal. Se parte de dos variables

medibles z e y pertenecientes a una muestra de n individuos: (z1,y1), -, (Zn, Yn)-
El objetivo consiste en analizar la relacién entre ambas variables, de forma que se pueda
predecir o aproximar el valor de y en términos de z. A y se llama variable respuesta o

dependiente, mientras que a x se le llama variable regresora o explicativa.

En el caso general, el modelo viene dado como sigue:
Yi = Bo + Bizir + Paziz -+ + BpTip = x; 8. (2.14)

En este caso, de acuerdo con lo visto en la definicién (2.4) de la seccién 2.3, la operacién
matematica @, B3 corresponde al producto interno o producto escalar entre los vectores
z; € RPFY vy B € RPMX!, siendo B = [ﬁ{,.ﬂl---,ﬁp]T el vector de parametros a
estimar, ya que los elementos 3; € IR son pardmetros desconocidos con i = 0,1,2,---,p.
Lo interesante es que los datos de entrenamiento pueden ser usados para aproximar los

valores de los pardmetros 3y, 81 -« -, 8.

Como es sabido, las n ecuaciones dadas por la ecuacién (2.14) pueden ser acomodadas en

forma matricial como sigue:

y = XB. (2.15)
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En este caso:

1
0 Y2 es el vector de valores observados ¥;, ¢ = 1,---,n, también
Y= 3 . ’
conocidos como variables dependientes.
y’.’l
${ 1 711 - ZTip
T es la matriz de vectores fila de la
I, 1 21 e T2p o
2) X = . = . i ) . forma T; = [I Til Tig -t :]Jip]
'T de regresores o variables conocidas.
T, 1 ZTpr o Eap
o 2
Bo
B . ! ; -
3) 3 3 es el vector de pardmetros de dimensién (p + 1) o coeficientes de
= | b2
regresion a estimar.
L Bp
Regresemos a nuestro problema de aproximar el conjunto de parametros o, 31, -, fp, a

partir del conjunto de datos de entrenamiento. Esto se puede lograr al saber por cuinto el
valor predicho 3y + Bixi1 + Bazis - -+ + Ppzyp, difiere del valor real y; para cada uno de los

pares (z1,Y1), -, (2, y,) del conjunto de entrenamiento.
Para esto:

1) Primeramente se toma la diferencia simple entre el valor real y el estimado, es

decir, el error e;: €; = y; — (Bo + Przi + Paziz - -+ + BpTip)-

1) Después se toma el cuadrado de esta diferencia o error e; y se suman todas las

n diferencias como sigue:

n

Z ef = Z [y — (Bo + Pizi1 + Poiia -+ + Bpip) |7 - (2.16)
=1

i=1

A esta suma, en la literatura, se le conoce como suma residual de cuadrados y es denotada
como SRC(A3), donde como ya vimos B = [Fy £ 5 ---ﬁp]T e RPT1*!. Se busca que

esta suma residual de cuadrados sea lo mas pequena posible.
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61

En otras palabras, se busca que el valor predicho 3y + B12;1 + Baxi2 - - - + BpTip sea los mas
cercano al valor real y;, y esto para cada par (zy,y1), -+, (Zn,yn). Al hacer esto, como es

bien sabido, resulta en la funcion lineal de las variables de entrada que mejor ajusta a los

datos de entrenamiento:

1) En el caso de una sola variable de entrada, una linea.

2) En el caso de dos variables de entrada, un plano.

3) En el caso general, un hiper-plano.

Al minimizar la suma residual de cuadrados SRC(8), se obtienen los estimados

[Bo Bi B2 DBp ]T. A este método en la literatura se le conoce como el método de minimos

cuadrados [6].

En lo que sigue utilizaremos este método para obtener la solucién al problema deseado.

Partiendo del conjunto de datos:

I’T il Lir - Tip
mg 1 o1 -+ 9
X = . =
T
T, 1 Zpy - Zpp

(2.17)

De acuerdo con lo visto, si se toma la diferencia simple o error e € IR"*!, entre el valor real

y el estimado:

M T I "1 Ty vt Ty B ";Th
-
Uy T B 1 a2y - o B 7
e=y—X ﬂ = J _ _2 .2 - p .2 B -2
L¥n :':3;‘ ﬁn \~ 1 Tp1 o mnp pdn \~ Yn

ry1 — [Bo+ Brzin + - + Bpxap

Yo — [Bo + Pizar + - - + Bpxap ]
Do+ !

LY — [Bo+ Binr + -+ + Bpnp]

donde: SRC(B) = eTe = (y — XB)T(y — X3).

Bo + Prxyy + -+ Bpriy
G+ Biray + -+ Bproy
4o B4 wse of
IHD + 311??;1 o R o -"J’p"rup

(2.18)
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Al derivar a SRC(8) = e’'e con respecto a cada pardmetro §;, donde j = 0,1,2,---,p, se

obtiene el siguiente vector:

aSRC(/) aeTe
EEN

ZED —2(1;-+-1, ) (y — XB) L o 1n
e sieT el
%'@ ﬂfw—ll —2(z11 -z ) (y— XB) ) Tl vt Tpl ( X8)
= = . =2 . | (=
PE00) 2etel —2(@1p- - anp) (y— XB) Tip o0 Tmp
= aXT(y- XB). (2.19)

De manera similar, al tomar la segunda derivada de SRC(/3), esto es 52 ["—S?ﬁ%ﬁ’], se obtiene
) J

la matriz: 2X7 X, la cual se conoce en la literatura como matriz Hesiana [Web70].

e Se deja al lector demostrar la matriz Hesiana: ;2 [igfﬂ] = 2xTx (ver problema
i I

propuesto 2.7.11, pagina 79).

Por la prueba de la segunda derivada, si la matriz Hesiana de SRC(3) es un punto critico

entonces es positiva definida y, por tanto, en esa localidad tiene un minimo local [Web71].

Al igualar a cero el vector -2X 7 (y — X3), esto es:

2XT(y-XB) = 0= —2XTy+2XTXB=0—=— XTy=X7X]

B = [XTX]'X"y.

Es decir, el vector que minimiza la suma residual de cuadrados del error e, SRC(3) (también

conocido como minimos cuadrados), se obtiene el vector de estimacion de pardmetros f‘] de

la siguiente manera:

 Bo ]
Bi

B = |B|=[xTx] ' xTy. (2.20)

[ Bp

Para reforzar el conocimiento adquirido hasta el momento, procedamos a aplicar la ecuacion

anterior a los siguientes dos ejemplos ilustrativos.
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ee Ejemplo 2.7

Considere el siguiente conjunto de datos de entrenamiento mostrado en la figura
2.2a; (5131:?}1) = (273): (3:2;?}2) = (574)1 (3331'93) = (516)7 (3‘-41,9'4) = (87 7) Estimar
los valores de los parametros asociados By y 3, mediante el método de minimos

cuadrados, asi como el estimado para z = 10.

Solucion

El conjunto de datos de entrenamiento se presenta en la figura 2.2a, de la teoria vista:

(52 B W]

3
4
6
7

b
I
~
I

T T T
L'~
I

o

1 271! 3
5 = '@0]:[XTX]_1X%: [1 11 1] 1 5 [1 1} 4
B 2 55 8|15 2 55 8||6
(18 7
~[4 2077'[20] [ 16389 —0.2778][20] [L.6667
120 118] [112}_{—0.277’8 0.055(5‘[112]_[0.6667}

Luego entonces, de acuerdo con el algoritmo de minimos cuadrados establecido por la

ecuacion (2.20) se obtienen los pardametros identificados [3’0 y Bl; por lo que se tiene la

siguiente ecuacion: y = B + f1z = 1.6667 + 0.66672. Finalmente, el estimado de y para

x = 10 estd dado por: y = 1.6667 + 0.6667(10) = 8.3333.

En el cuadro de cédigo 2.3 se describe el programa en MATLAB cap2 MinCuadradosA.m,

los datos de entrenamiento para la matriz X se encuentran en la linea 5 y para el vector

y en la linea 6. Observe que en la linea 7 se encuentra implementada la ecuacién (2.20),

la cual permite estimar el vector de parametros B por el método de minimos cuadrados.

Mientras que en la linea 8 se obtiene el valor estimado de y (como escalar) para z = 10; la

. . 1
representacion grafica de la recta y = 5y + g1z = 1.6667+0.6667z = [1.6667 0.6667 | [10:|
se ilustra en la figura 2.2b.
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y y
A A
10 10}
(10, 8.3333)
8| g
e,
s (56) )
= | & %]
5]
9 2
9 1T T T 1% 0 T = T 1%
2 4 6 8 10 2 4 6 & 10
a) b)

Figura 2.2: Conjunto de datos de entrenamiento descritos en la figura a) y

en la figura b) se encuentra el valor estimado de y para z = 10

sobrepuesto en la recta: y = [5’0 + 311? = 1.6667 + 0.6667x.

‘ Cédigo MATLAB 2.3 cap2_MinCuadradosA.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robdética y Automatizacion.
Capitulo 2. Aprendizaje de Maquinas: Regresion lineal.
Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.

Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap2_MinCuadradosA.m MATLAB versién 2020b
cle; % limpia pantalla.

clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.

close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.

format short % formato corto con 4 digitos después del punto decimal.
X=[1, 2; 1, 5; 1, 5; 1, 8]; % datos de entrenamiento para la matriz X.
y=[3; 4; 6; 7]; % datos de entrenamiento del vector y.
beta_estimado=(X*X)"(-1)*X sy % 5 - [gT] = [XTx]t xTy= [;zzz”, ec. (2.20).
y_estimado=beta_estimado(1,1)+beta_estimado(2,1)*10 %valor de y para = = 10.
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En el cuadro de cédigo 2.4 se describe el codigo fuente en MATLAB del programa
cap2 MinCuadradosB.m, el cual implementa este ejemplo. En las lineas de programacion
5 v 6 se realiza la asignacién de datos de entrenamiento para la matriz X € R**® y vector
y € R, respectivamente. La linea 7 contiene la estimacién del vector de pardmetros B

a través de la ecuacién (2.20) y en la linea 9 se obtiene la estimacién de y para el vector

1
3.
3

#\ Codigo MATLAB 2.4 cap2 MinCuadradosB.m

=

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 2. Aprendizaje de Maquinas: Regresion lineal.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap2 MinCuadradosB.m MaTrAB version 2020b

1 cle; % limpia pantalla.

clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.

close all; % cierra gréficas, archivos y recursos abiertos.

format short % formato corto con 4 digitos después del punto decimal.
X=[1,1,1;1,2,1;1, 1, 2; 1, 2, 2]; % datos de entrenamiento de la matriz X.

y=[2; 1; 1; 3]; % datos de entrenamiento del vector y.

(=2 B~ L S S - I

' ' B 0.25
beta estimado=(X *X)A (-1)xX*xy % 5= |:,H?:| — [ xTx]  xTy= [ 0.5

B2 0.5

], ec. (2.20).

1
% Estimado de y para el vector = = H

3

e ]

y_estimado=beta_estimado(1,1)+beta_estimado(2,1)*3+beta_estimado(3,1)*3

=]

Para mas detalles sobre los temas tratados en esta seccion, se recomienda al autor dirigirse

a la referencia [7].
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e ¢ o Ejemplo 2.8

Considere el siguiente conjunto de datos: (z1,y1) = “1] ,2}, (x2,72) = “2] ,1],

il |
(23, 3) = “;] ,1], (x4,y4) = [E] 3

3
y 32 mediante el método de minimos cuadrados, asi como el estimado para = [3] .

. Estimar los valores de los parametros 5y, 51

La presentacion de los datos de entrenamiento se realiza de la siguiente manera: para la

matriz X se usa la ecuacién (2.17):

& 111 2
z3 121 1
A = e | = , el vector y =
z] 11 2 1
x5 1 2 2 3

Entonces, usando la expresion para (2.20), el vector de parametros ﬁ:} viene dado:

oo 1 1 1 -1 2
By 1111 11 11
X , I 121 1
ﬂ:fJ'lz[)(_'X]Xy:1212112 12121
Ba 1122 11 2 2
- 1 2 2 3
(4 6 6] '[7 475 -15 —15][7
= 6 10 9 11| = | =15 1 0 11
|6 910 11 -15 0 1 11
[0.25
= 0.5
| 0.5
Luego entonces, de acuerdo con la ecuacién (2.20) se obtiene el siguiente regresor para:
1
y=Bo+ Bz + Baza = [025 05 05] |z
L)

1
3
Finalmente, el estimado de y para z = [2} es:y=[025 05 0.5]]|3]| =3.25.
3
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® Ejemplo 2.9

Considere un robot de un grado de libertad (gdl) tipo péndulo, el cual esta formado

por un servomotor y una barra de aluminio de longitud /,,, como el que se muestra
en la figura 2.3. El péndulo se mueve en el plano vertical = — y, sometido a la accién

de la gravedad g. El modelo de cinematica directa del péndulo estd dado por:
{"’”] — [ Iy sen(q1) ] (2.21)
y —lp cos(q1)

donde z, y son las coordenadas cartesianas, ¢; es la coordenada articular del péndulo,
cuya posicion de casa (¢ = 0 rad) es con respecto al eje y_, es decir en la interfaz

del III y IV cuadrante del plano x — y.
a) Obtener el modelo de regresién lineal del péndulo.

b) Implementar el algoritmo de minimos cuadrados, ecuacion (2.20) para estimar
el valor de la longitud de la barra de aluminio /,. Considere un valor teérico

para [, = 0.45 m y un conjunto aleatorio de dngulos de rotacién gq;.

Solucion

El sistema de referencia del péndulo se elige de tal forma que, el eje z coincida con el eje de

rotacién del servomotor (en este caso, perpendicular al plano  — y) y determinado por la
regla de la mano derecha (el sentido de giro de ¢; es en direccién contraria a las manecillas
del reloj), tal y como se ilustra en la figura 2.3. La accion de la gravedad ¢ estd dirigida en

direccion del eje y negativo, es decir: y_.

Figura 2.3: El robot tipo péndulo es un servomecanismo de un gdl.
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El modelo de regresién lineal se establece a partir del modelo de cinematica directa (2.21)
de la siguiente manera:
[r] B [ I, sen(qy) ] B {1 sen(qy) ] [ﬁg}
v —lp cos(q1) 1 —sen(q)] | Al
— ~ W N —
v

X B

Note que en este caso 8 = [ fp, b1 ]T = [0y ]T; el vector y esta formado por el conjunto de
1 sen(q) ]

coordenadas cartesianas (z,y) del péndulo: y = [z y]T y la matriz X = {1 o
— sen(q;

FEntonces, la problemética consiste en encontrar los valores estimados de ,C:] = [Bﬂél}
Con esta finalidad, considere un conjunto de datos arbitrarios para la posicién articular del
péndulo ¢;. El programa cap2 pendulo.m contiene el cédigo fuente en MATLAB descrito
en el cuadro de cédigo 2.5, el cual implementa el algoritmo de estimacién paramétrica por
minimos cuadrados del vector ﬁ En las lineas de programacién 5 y 6 se definen la dimensién
del vector B € IRP*! (p = 2 , nimero de pardmetros) y niimero de observaciones n = 10
define el niimero de renglones de la matriz X € IR?**? y del vector y € IR*"*!). En la linea 6,

el lector puede probar con varios valores de observaciones, por ejemplo: n = 20, 50, 100, 1000.

La linea 7 genera los n valores aleatorios para el angulo ¢;. En la linea 10 se define el valor
tedrico de la longitud [, de la barra del péndulo (el lector puede definir su propio valor para
I, > 0). Las lineas 11-12 calculan la cinematica directa del péndulo, para los n datos de
observaciones aleatorias de los angulos de g;. Por otro lado, la programacién comprendida
entre las lineas 13 y 18 se forman las componentes de las 2n filas o renglones y p columnas
de la matriz X € IR***? y 2n renglones del vector y € IR*"*!. Con estos elementos se tiene
completo el regresor del algoritmo de minimos cuadrados (2.20). Las anteriores lineas de
programacion preparan los elementos requeridos y necesarios por el algoritmo de minimos

cuadrados (2.20), el cual se encuentra implementado en la linea 19.

Importante

La convergencia paramétrica (ﬁ —+ ) del algoritmo de minimos
cuadrados (2.20) depende que la matriz [ XTX ]"1 sea invertible, esto
se garantiza si se cumple la condicién de excitacién persistente (ver [7]

y [43]), la cual incide directamente en los elementos de la matriz X. Sin

embargo, dicho topico se encuentra fuera de los alcances de esta obra.
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69

© W N e o A

10
11
12
13
14
15
16
17
18

19

2

o

‘\ Codigo MATLAB 2.5 cap2_pendulo.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 2. Aprendizaje de Maquinas: Regresién lineal.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento” L(_\l

Programa: cap2 pendulo.m MaATrAB version 2020b

cle; % limpia pantalla.
clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.
close all; % cierra gréficas, archivos y recursos abiertos.
format short % formato corto con 4 digitos después del punto decimal.
p=2; % dimensién del vector de pardmetros 8 € IRP*1.
n=10; % niimero de muestras (2n renglones de la matriz X € R*>"*?).
for k=1:n % conjunto de n datos aleatorios para los dngulos ¢;.

’ ql(k,1)=random( 'mormal' , 0, 1);
end
1 p=0.45; % wvalor tedrico de la longitud de la barra de aluminio.
x_p=I_p*sin(ql); % coordenada z del péndulo, en el plano = — y.
y-p=-1 p*cos(ql); % coordenada y del péndulo, en el plano = — y.
for k=1:1% se forma el esquema de regresién: X € IR?"*? y ¢y e IR#"*L,
X(k, 1:p)=[1, sin(ql(k,1))]; % componentes . 1,z 2 de X € R?**P,
X(k+1, 1:p)=[1, -cos(ql(k,1))]; % comp. zxi1,1,2ir12 de X € R2¥P,
v(k,1)=x p(k,1); % componente y; ; del vector y € R2"*1,

Y(k+1,1)=y,p(k,1), %o componente y; 41,1 del vector y € R2nx1,
end
beta.estimado=(X%X)"(-1)*X sy % 5= [ ] = (x7x17* x7y ec. (2:20).

% despliega el resultado: B=| . | = .
0 despliega u B {,31 045
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ee Ejemplo 2.10

Considere un robot manipulador de dos gdl como el que se presenta en la figura 2.4,

formado por dos servomotores y dos barras de aluminio de longitud [, y o, para las
articulaciones del hombro y codo, respectivamente. El robot manipulador (también
conocido como brazo robot) se mueve en el plano vertical z — y, sometido a la accion

de la gravedad g. El modelo de cinematica directa del brazo robot estd dado por:

[m,.] B [11 cos(q1) + la cos(q1 + ¢2) (2.22)

y-] Ll sen(q1) + lo sen(qr + g2)

donde z,,7, son las coordenadas cartesianas del extremo final del robot; g1.¢2
representan las coordenadas articulares de los servomotores; la posicién de casa
(g1 = g2 = 0 rad) es en el primer cuadrante sobre el eje (z4); el sentido de rotacién

es positivo cuando ¢; o g2 giran en direccién contraria a las manecillas del reloj.
a) Obtener el modelo de regresion lineal del robot de 2 gdl.

b) Implementar el algoritmo de minimos cuadrados, ecuacion (2.20) para estimar
el valor de las longitudes I y I». Sean: ¢;={0, 0.1, 0.2, 0.6, 0.8, 0.7, 0.6, 0.8,
0.78, 0.12} rad y ¢2={0.1, 0.2, 0.3, 0.7, 0.9, 0.8, 0.7, 0.9, 0.68, 0.25} rad.

Solucion

El modelo de regresion lineal del brazo robot de 2 gdl se establece a partir de su modelo de

cinematica directa (2.22), por lo que usando el algoritmo de minimos cuadrados (2.20) se

tiene que establecer cudles son los vectores 3, y, asi como la matriz X.

.1‘

Figura 2.4: Brazo robot o robot manipulador de 2 gdl.
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Primero, establecemos el regresor lineal de la siguiente forma:

Bo
[g;r] Fl cos(q1) + l2 cos(q1 + qz)] [1 cos(q1) cos(q1 + Q2)] 3 (2.23)
=l = 3 . .
Y Iy sen(qq) + Iz sen(q1 + q2) 1 sen(q1) sen(q+q2) 3
L ~ o 2
v X ——
B
Note que By = 0, B1 = Iy y B2 = lo, entonces: B=[By B Bo]' =[0 L L]" e R¥,
por el que el nimero de pardmetros es: p = 3. La matriz X tiene tres columnas y dos
1 cos(q:) cos(q+gz)

renglones y queda determinada como: X = ;
1 sen(q1) sen(gs + ga2)

Ahora, establecer el niimero de mediciones que se obtendrén, lo cual define endntos renglones
tendrd el vector y y también para la matriz X. Es decir, por cada medicion de q; v qa, el
vector y tendra dos renglones (un renglén para la coordenada cartesiana z, y otro mas
para y,). De igual forma para la matriz X, por cada medicién se obtienen dos renglones

adicionales. Por lo tanto, dado n mediciones, obtenemos: y € R¥"*! y X € R*"*?,

En nuestro caso n = 10; ademas, se cuenta con un patrén ya definido para los dngulos de
rotacion ¢ y gz, del hombro y codo, respectivamente. Sin embargo, el lector puede definir su
propio patrén de rotaciones o utilizar valores aleatorios para los angulos de las articulaciones,

asi como el nimero de mediciones n.

En el cuadro de codigo MATLAB 2.6 se encuentra descrito el programa cap2 robot2gdl.m,
el cual implementa el algoritmo de minimos cuadrados, ecuacién (2.20), para estimar las
longitudes de los eslabones del hombro y codo de un brazo robot de dos gdl. El niimero de
parametros a identificar se define en la linea 5, mientras que en las lineas 6 v 7 se especifica el
patrén de datos para las coordenadas articulares ¢, v go correspondientes a las articulaciones

del hombro y codo del robot manipulador, respectivamente.

El niimero n de observaciones del patrén de datos para las articulaciones se obtiene en la
linea 8; mientras que, las lineas 10 y 11 respectivamente, se calculan con las coordenadas
cartesianas x, y ¥, usando la cinematica directa del brazo robot, la cual es empleada en los
elementos del regresor lineal a través del cédigo comprendido entre las lineas 12 y 17. Esta
informacion se utiliza en la linea 21 para realizar el cdlculo de los valores estimados de las
longitudes en los eslabones del robot (conocidos también como pardmetros geométricos del

robot) por medio del algoritmo de minimos cuadrados, ecuacién (2.20).
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Aprendizaje de Maquinas: Regresion lineal

=R v T O = B . E S - B

10
11
12
13
14
15

16

17

18

1

©

‘\ Cédigo MATLAB 2.6 cap2 robot2gdl.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robdética y Automatizacion.
Capitulo 2. Aprendizaje de Maquinas: Regresion lineal.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap2_robot2gdl.m MaATLAB version 2020b
cle; % limpia pantalla.

clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.

close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.

format short % formato corto con 4 digitos después del punto decimal.
p=3; % dimensién del vector de pardmetros 8 = [ 5o, 51, ﬁz]T e RPXL.
ql=[0; 0.1; 0.2; 0.6; 0.8; 0.7; 0.6; 0.8; 0.78; 0.12];

q2=[0.1; 0.2; 0.3; 0.7; 0.9; 0.8; 0.7; 0.9; 0.68; 0.25];

n=size(ql); % nimero de observaciones (X € R*™*! y ¢ R*"*1,

11=0.40; 12=0.45; %longitudes de los eslabones del hombro y codo, respectivamente.

x r=l1xcos(ql)+12xcos(ql+q2); % cinematica directa: coord. cartesiana .
y_r=l11#sin(ql)+12+sin(ql+q2); % cinemética directa: coord. cartesiana y.
for k=1:n % se forman los elementos de regresién: X € R*"*P, y € R*"*!,
X(k, 1:p)=[1, cos(ql(k,1)), cos(ql(k,1)+q2(k,1))]; % k-ésimo renglén de X.
X(k+1, 1:p)=[1, sin(ql(k,1)), sin(ql(k,1)+q2(k,1))]; % & + 1-ésimo renglén de X.
y(k,1)=xr(k,1); % k-ésimo renglén del vector y.

y(k+1,1)=y r(k,1); % k + 1-ésimo renglén del vector y.

end
' ' Ao
beta_estimado=(X*X)"(-1)+X xy % 5 = [;—fh] = [xTx]"1 xTy ec. (2.20).
B2

% despliega el resultado: g =

Bo 0
,!;1 = 10.40].
Ba 0.45

IA ApruicADA A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AZUELA e FERNANDO REYES CORTES




2.5 Regresion lineal (£

e ¢ o Ejemplo 2.11

Sea el brazo robot de tres gdl que se ilustra en la figura 2.5, compuesto por tres

servomotores y tres barras de aluminio de longitud [y, /s y I3 de las articulaciones de
la base, hombro y codo, respectivamente. El robot manipulador (también conocido
como robot industrial o brazo robot) se mueve en el espacio tridimensional, su modelo

de cinemética directa (sin tomar en cuenta la orientacion de la herramienta) es:

Ty cos(q1) [l2 cos(gz) + I3 cos(g2 + g3) ]
yr | = | sen(q) [l sen(qa) + I3 sen(gz + g3) | (2.24)
o Iy + 1 sen(ga) + I3 sen(gs + q3)

donde .., 1, z, son las coordenadas cartesianas del extremo final del robot; q;. g2, g3

representan las coordenadas articulares de los servomotores.
a) Obtener el modelo de regresién lineal del robot manipulador de 3 gdl.

b) Implementar el algoritmo de minimos cuadrados, ecuacién (2.20), para estimar
el valor de las longitudes fl, fg, I5. Considere un patrén aleatorio formado por
1000 datos para cada articulacién qi,q2 y g3 del robot.

Solucion

El modelo de regresién lineal del brazo robot de 3 gdl se establece a partir de la cinemética

directa (2.24). entonces para utilizar el algoritmo de minimos cuadrados (2.20) se requiere

determinar los vectores (3, y, asi como la matriz X.

Figura 2.5: Robot manipulador o robot industrial de 3 gdl.
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Primero, establecemos el regresor lineal del robot manipulador de 3 gdl de la siguiente forma:

Ty COS(QI) “2 COS(QQ) + 13 COS((IQ + 9‘3)]
yr | = | sen(q1)[la cos(ga) + I3 cos(qa + g3)]
2y Iy + 12 sen(ga) + I3 sen(ga + g3)
y
Bo
1 0 cos(qi) cos(ga) cos(q1) cos(gz + g3) 3
= |1 0 sen(q)cos(q2) sen(q1) cos(gz + gq3) ,Bl (2.25)
L1 sen(q) sen(@ +a5) | |
X ——
B

Los componentes del vector de parametros 3 son: 8y = 0, 51 = b1, B2 = la y B3 = I3,
entonces: B = [By B1 P ﬁg,}T =[0 L I l3]T e R*!, por el que el nimero de
parametros es: p = 4. El vector y tiene tres renglones por cada medicién de q;,¢2 y g3, €s
decir y € R*"*!. De manera analoga, la matriz X tiene cuatro columnas, sin embargo, con
respecto a los renglones tiene tres filas por cada medicién de qy,qs v ¢3. Por lo que, queda

determinada como:

1 0 cos(q) cos(qz)  cos(q) cos(qz + g3)
X = |1 0 sen(q)cos(qz) sen(qy) cos(qa+gs)| € R**P,
. sen(gz) sen(g2 + q3)

El niimero de mediciones n define el niimero de renglones del vector y € R*™*! y también la
matriz X € IR*"*!. Se han considerado n=1000 datos aleatorios para q, g2 v 3. El programa
cap2_robot3gdl.m contiene la implementacién del algoritmo de minimos cuadrados, ecuacién
(2.20), para estimar los valores geométricos del robot B = [fo B P2 s ]T. La
documentacion técnica se encuentra en el cuadro de codigo MATLAB 2.7. El niimero
de pardmetros p = 4 a identificar se define en la linea 2 y el nimero de mediciones u
observaciones (n = 1000) se registra en la linea 3. El c6digo comprendido entre las lineas 4 y
8 asigna los 1000 valores aleatorios a cada una de las articulaciones del robot. Las longitudes

de los eslabones de cada articulacién se declaran en la linea 9.

La cinematica directa convierte las coordenadas articulares a coordenadas cartesianas, este
proceso se realiza en las lineas 10-12 para obtener las coordenadas z,, ¥, 2, respectivamente.
Esta informacién es utilizada por los elementos del regresor lineal a través del cddigo
comprendido entre las lineas 13 y 20. El algoritmo de minimos cuadrados (2.20) que estima
el valor numérico de las longitudes de cada uno de los eslabones correspondientes a las
articulaciones de la base, hombro y codo del robot, se lleva a cabo en la linea de programacién

21.
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‘\ Codigo MATLAB 2.7 cap2_robot3gdl.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 2. Aprendizaje de Maquinas: Regresién lineal.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap2 robot3gdl.m MaATrAB version 2020b

1 cle; clearvars; close all; format short

2 p=4; % dimensién del vector de parametros 3 = [ Bo, 1, P2, ﬁ3]T e RP%:

3 n=1000; % nimero de mediciones define 3n renglones del vector y y matriz X.

for k=1:n % genera n posiciones aleatorias para las articulaciones del robot.
ql(k,1)=random( mormal' , 0, 1); % articulacién de la base ¢;.
q2(k,1)=random( mormal' , 0, 1); % articulacién del hombro ¢s.
q3(k,1)=random( mormal' , 0, 1); % articulacién del codo gs.

end

© W N O W A

11=0.85; 12=0.55; 13=0.45; % longitudes de la base, hombro y codo, respectivamente.
10 x.r=cos(ql).*(12*cos(q2)+13*cos(q2+q3)): % coordenada z,.

11 y.r=sin(ql).*(12*cos(q2)+13*cos(q2+q3));: % coordenada y;.

12 z_r=11+12%sin(q2)+13*sin(q2+q3); % coordenada z,.

13 for k=1:n% se calculan los elementos de los regresores para cada qix, ¢k, ¢3-

14 X(k, 1:p)=[1, 0, cos(ql(k.1)).*cos(q2(k,1)),cos(ql(k,1)).*cos(q2(k,1)+q3(k,1))]: % k-ésima fila.
15 X(k+1, 1:p)=[1, 0, sin(ql(k,1)).*cos(q2(k,1)), sin(ql(k,1)).¥cos(q2(k,1)+q3(k,1))]; % k + 1.
16 X(k+2, 1:p)=[1, 1, sin(q2(k,1)), sin(q2(k,1)+q3(k,1))]; % k + 2-ésima fila de la matrix X.

17 v(k1)=xr(k.1); % k-ésima fila del vector y correspondiente a: gy, Gox, g3 -

18 v(k+1.1)=y.r(k,1); % k + 1-ésima fila del vector y correspondiente a: g1}, gax, g3k -

19 v(k+2,1)=z.r(k,1); % k + 2-ésima fila del vector y correspondiente a: g1, Gk, g3k -

20 end

21 beta_estimado=(X%X)"(-1)X %y % 5= x7x]-* xTy ec. (2.20).

22 % Despliega resultado: B=[3 5 B AT =[0 085 055 0457, X € ]RQHXP, Y e RexL
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@ Resumen

I j N este capitulo se estudiaron algunos de los fundamentos mas representativos del AM.

Primeramente, se dio una introduccién a este campo de investigacion que hoy por hoy
se reconoce ser el principal motor de la Inteligencia Artificial. Enseguida, se describio el

proceso de como el AM opera.

Después, se describieron de manera breve cada uno de los cuatro tipos de aprendizaje que
se pueden dar en una maguina, a saber: supervisado, semi-supervisado, no supervisado y
aprendizaje por refuerzo. Mas adelante, se presenté un conjunto de definiciones y conceptos

del dlgebra lineal.

Después, se expuso el tema central de este capitulo: regresion lineal e ilustrado con ejemplos

resueltos para una facil asimilacion del material expuesto.

@ Problemas propuestos

N esta seccion se proporcionan un conjunto de problemas propuestos para ser resueltos
por el lector, cuyo desarrollo y solucién le permitiran reafirmar el conjunto de conceptos

vistos en este capitulo.

2.7.1 Sean los siguientes dos vectores:

2 -7

-3 —4
a = b =

5 —12

—6 2

a) Realizar el producto punto: a”b.

)

b) Obtener b’ a.

c) (Son los mismos resultados obtenidos en los incisos a) y b)?
d)

. Dependera el resultado del orden de multiplicacion de los vectores?
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e) Desarrolle un algoritmo en MATLAB, para obtener el producto punto o

producto escalar entre dos vectores de cualquier dimensién euclidiana.

Justifique adecuadamente sus respuestas.

2.7.2 Considere las siguientes matrices:

2 4 -5
—2 6 -1

A = ,B=|14 7 1

—5 -2 4 ‘

-8 -7 B

a) Obtenga las respectivas matrices transpuestas, es decir: AT y BT,

b) Desarrolle un programa en MATLAB que obtenga la transpuesta de cualquier

matriz.

2.7.3 A continuacion se declaran las siguientes matrices:

2 4 -5 4 3 8 2 -4 1
A=1|4 7 1|,B= -3 9 |,C=|-6 8 =3
-3 -7 3 2 5 -1 4 -9 5

a) Realice las siguientes operaciones:

A+ B,
A+C,
B3C,
A4 B4C
A+B-C.

b) Escriba un programa en MATLAB que le permita verificar todos los resultados

numéricos del inciso a).

2.7.4 Sean las signientes tres matrices:

7 1 2 3
1 7 2

A = y B=|3 =8|, C=]4 § 6
-4 3 -2

-3 7T 89

a) ;Qué condiciones se deben cumplir para realizar el producto entre dos matrices?
b) Obtenga AB.
¢) ;Es posible realizar los siguientes productos: AC 'y BC?
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2.7.6

2.7.7

2.7.8

2.79

2.7.10

d) Escriba un programa en MATLAB para realizar el producto entre dos matrices.
En la elaboracién del programa, tome en cuenta los requisitos solicitados en el

inciso a).

Calcule el determinante de las siguientes matrices:

3 _6 -2 3 6
2 8
-8 7

Calcule la matriz adjunta de las siguientes matrices:

3 _g -2 3 6
2 8
-8 7

Calcule la matriz inversa de las siguientes matrices:

3 3 1
3 —6 % & 0 4 2 8 -5
= : —
A = B=|4 8 -5|,Cc= _
2 8 6 -6 7 2
9 -8 7
2 —2 9

Considere el conjunto de datos de entrenamiento mostrado en la figura 2.6: (z1,4;) =
(1*2) (3:21 y?) = (2 4)* ($3’y3) = (4-6) h (3:4: y-i) = (6 7) Estimar los valores de los
parametros asociados [y v [, mediante el método de minimos cuadrados, asi como el

estimado para z = 9.

Considere el siguiente conjunto de datos:

27 3
(551:9'1) = _3“ 3 4 ’ (-'Ez-,yQ) = -3‘ ) 3

21 [3
(z3,y3) = 4] 3|, (x4,) = 4] 5

Estimar los valores de los parametros mediante el método de minimo cuadrados, asi
5

6l

o

como el estimado para @ =

Elabore en MATLAB un programa que permita el cdlculo, mediante el método de
minimos cuadrados, descrito en la seccidn 2.5, de los parametros 3y, 1.+ para un
problema dado. Verifique la correcta funcionalidad de dicho programa al aplicarlo a

los problemas 2.8 y 2.9 antes descritos.
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¥
A

10+

b
(4.6)

Figura 2.6: Conjunto de datos para el problema 2.8.

2.7.11 Demostrar que la matriz Hessiana 23RBS0 _ ,x7x (ver pdgina 62).
L

2.7.12 Considere el siguiente sistema mecatrénico tipo centrifuga, como el que se muestra
en la figura 2.7, el cual corresponde a un electrodoméstico conocido como maquina
lavadora. El modelo cinematico proporciona las coordenadas cartesianas del extremo

final de la barra [ y se encuentra dada por:

z. = I cos(¢) cos(qr)

ye = Iz cos(¢) sen(q1)
K

Ze = L+ T ls sen(o)

donde:

® I, Y., Z. son las coordenadas cartesianas del extremo final de la barra [5.

e ¢ es el angulo de rotacion del servomotor, el cual gira alrededor del eje z en el

sentido contrario a las manecillas del reloj.
e [; es la longitud de la base.

e /2 es la longitud de la segunda barra, la cual mantiene un angulo de rotacion
¢ con respecto a la horizontal; este angulo ¢ permanece constante en todo

momento.

e « es el radio del pequerio cilindro que sirve como acoplamiento mecdnico entre
la barra Iy y ly. Por razones de simetria considere que dicho cilindro tiene la

misma altura «.

HUMBERTO S0ssA AZUELA e FERNANDO REYES CORTES IA ApLicADA A ROBOTICA ¥ AUTOMATIZACION



80 Aprendizaje de Maquinas: Regresion lineal

servomotor

Figura 2.7: Sistema mecatrénico tipo centrifuga.

Sean los valores conocidos para [; = 0.45 m, el didmetro x = 0.3 m y el
siguiente patrén de datos de entrenamiento: ¢; = {—0.1022, -0.2414, 0.3192,
0.3129, -0.8649, -0.0301, -0.1649, 0.6277, 1.0933, 1.1093} rad; para las coordenadas
cartesianas los siguientes: z. = {0.2852,0.2784, 0.2722, 0.2728, 0.1860, 0.2866, 0.2828,
0.2321,0.1318,0.1277} m; y. = {—0.0293, —0.0686, 0.09,0.0882, —0.2182, —0.0086,
—0.0471,0.1684, 0.2546, 0.2567 } m.

a) ;Coémo puede establecer el modelo de regresién lineal de la centrifuga a partir

de su modelo de cinemdtica directa?

b) Implementar en MATLAB el algoritmo de minimos cuadrados, ecuacién (2.20)

para estimar el valor de los parametros /% v Bl == fnz sen(qfﬂ)).

¢) ;Qué procedimiento puede proponer para encontrar de manera individual el

valor numérico de la barra [ y el dngulo ¢?

d) Note que la coordenada z. es una constante, luego entonces: ;Cémo puede

determinar el valor numérico de la coordenada z.?
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Discriminacion lineal y
regresion logistica

~
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Bk+1) = B(k)+[XTWX] ' X7 [y -p]

Capitulo

3.1 Introduccién

3.2 Discriminacion lineal

3.3 Region logistica

3.4 Resumen

3.5 Problemas propuestos



Descripcion del capitulo

En este capitulo se presenta el problema de la clasificacion de
patrones a través del método de discriminacién lineal. Por otro
lado, se describe el problema de la regresion logistica, util también
para la clasificacién de patrones a través de la estimacion de la
probabilidad de sus correspondientes clases. Ambas técnicas son
presentadas mediante ejemplos ilustrativos acompanados por pro-
gramacion en codigo fuente MATLAB para una facil comprension.
Al final del capitulo, se muestra un conjunto de problemas propues-
tos para que el lector ponga en accién sus habilidades y reafirme
los diferentes conceptos, definiciones y métodos aprendidos.

Los siguientes temas son abordados:
Discriminacién lineal.
, Regién logistica.

, Ejemplos ilustrativos.

EERE

’ Programaciéon en MATLAB.
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@ Introduccion

I : STE capitulo estudia el problema de la clasificacion de patrones a través del método

de discriminacion lineal, el cual contempla la probabilidad de p ntmero de clases;
para propositos de ilustracion y una facil exposicion al lector, sin pérdida de generalidad,
se tratard el problema bi-clase, es decir, cuando p = 2. La construccion de la funcién de

probabilidad se lleva a cabo de manera indirecta usando el conocido teorema de Bayes.

Primeramente, se construye la funcién de probabilidad a posteriori, como va se dijo, a través
del poderoso teorema de Bayes. Después, se modela la funcién de probabilidad mediante
distribuciones gaussianas multivariables. Enseguida, se construyen las correspondientes
funciones de discriminacion lineal. Finalmente, dichas funciones de discriminacion son

estimadas y utilizadas.

Por otro lado, también se presenta el problema de regresion logistica. Al igual que en el caso
del analisis de discriminacion lineal, se desea estimar la probabilidad de clases tal que, se
pueda elegir la clase C'* con la probabilidad més alta; pero en lugar de estimar la probabilidad
de manera indirecta, como en el caso de discriminacion lineal, ahora se determina de manera

directa.

En primer lugar se modela la funcién de probabilidad a posteriori. Para esto, se utiliza
el logaritmo del cociente de probabilidades de una clase y su complemento. Enseguida, se
estima la funcién de probabilidad mediante el producto de probabilidades de los datos,
lo cual permite obtener la llamada funcién de verosimilitud. Finalmente, esta funcién de

verosimilitud es maximizada a través del método de Newton-Raphson multivariable.

Los ejemplos presentados para ambas técnicas, regresion lineal y discriminacion logistica
son ilustrados mediante programacién en cédigo fuente para MATLAB, con su adecuado

acompaniamiento pedagdgico v documentacion técnica, para una facil comprension.
Al final del capitulo, el lector encontrara un conjunto de ejercicios que le permitiran reafirmar

el conocimiento adquirido y también mejorar sus habilidades de programador a través del

diseno de cddigo fuente en MATLAB.
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. @ Discriminacion lineal

I :1\; esta seccion se estudia el problema de la clasificacion de patrones mediante el

método de diseriminacion lineal. Para esto se debera primero calcular la probabilidad a
posteriori P(y = C*|x = x), esto es, la probabilidad de que y sea la clase C*, k =1,2,---,p

(con p el nimero de clases), dado que el vector x sea el vector x.

Una vez calculada esta probabilidad para un vector & dado, se seleccionara la clase C* para
la cual la probabilidad P(y = C j"|x = x) sea la mas grande. Una vez esto, el patrén = es

clasificado como perteneciente a la clase C'*. Para lograrlo, se procede como sigue:

1) Construccién de la funcién de probabilidad a posteriori. A través
del teorema de Bayes, se puede demostrar que la probabilidad a posteriori
Ply = C*|x = x) que el vector x sea el vector x, dado que y sea la clase
C* viene dada como:

P(x = =zly = C*)P(y = C*)

=1 P(x = zly = CI)P(y = CI)’

Py =C*|x = =) (3.1)

2) Modelado de la funcion de probabilidad a posteriori. Para poder estimar
esta probabilidad P(y = C*

x dado y = C* puede ser modelada a través de una funcién del tipo Gaussiano

X = ) se asume que la distribucion condicional de

multivariable:

N(p,B) = +e—%($ — ) = (- ), (3.2)

Luego, entonces:

Ply=Clx==) = - — ~  (3.3a)

plymcne (8 — )57 ()
2 Pry=cire 3T — B Y=z — )

(3.3b)

Se puede demostrar que el denominador de la ecuacion anterior es igual a

(2m)%| 32

1 .
ZP(x = ), en consecuencia:

Py = CF)e—2(T — pi) (2 — )
(2m) 3| L |7 P(x = @)
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3) Construccién de funciones de discriminacién lineal. Tomando en cuenta
que se desea escoger la clase C* para la cual la probabilidad a posteriori dada
por la ecuacién (3.4) sea la mas grande. Debido a que la funcién logaritmo
preserva el orden, el maximizar la probabilidad a posteriori P(y = C*|x = x)

es equivalente a maximizar su logaritmo.

Al tomar el logaritmo de la ecuacién (3.4), se tiene:

2
: Ply=ctye (T — Ber ) = (@ — pck )
log (P(y = C*Ix ==)) = log( AP

= log (Ply = C¥)eH(@ — ot )57 (@ — o))

o)

= log(Ply=0") — 3 (2~ o )5 (@ — pics )

—log ((277)3

—log ((:Zw)’z‘

= log(P(y=C") - g [2TE 12 — 22T 5 T pen |

—log ((gw)%

" 1 ;
= & B ugh — 2”0“2 L +1Dg( (y:(jk))

1
2

(CIES

1
~§:1:T2ﬁ1:13 —log ((27‘1’)

> ’P(xzm)).

Ya que el término —jz"S "'z — log ( 2r)% |32 P(x ) no depende de C*, entonces
Pl=ctie 3 (E — i )= (2

(2m) % LEJ"P( =)
término =TS po — Lpli X pok +log (P(y = C*)).

al maximizar: log

ok ) . 6ot
es equivalente maximizar el
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4) Estimacién de funciones de discriminacién lineal. De acuerdo con lo visto,
nuestras funciones de discriminacion lineal tendrén la siguiente forma:

1 .
fdor(@) = @' per — sper T pex +log (P(y =C*))  (3.5)

Para poder trabajar este tipo de funciones. es suficiente con estimar los valores

de los pardmetros P(y = C*), p,. v 2.

La probabilidad P(y = C*) para cada clase C* se estima como el cociente entre

el niimero de muestras o patrones de la clase C*(n.) y el mimero total de
Thos
ny °

muestras del problema (nr), esto es: por =

El vector promedio para clase C*, uc« puede ser estimado a través de la siguiente

formulacion:

T T2 Lry g1
) 1 1,2 22 Tn k.2

Ry = — + R X

T o %
Tin T2n H;nck,n

1
T ok = . Ir'* 1
L(" primeros
componentes

T

Hp
1 E :1:1'*.2 L E Ly

= a Mt segundos
n(d vectores de componentes
" la clase CF

:I"t‘i "

neks  p-ésimos
componentes

= —[xy+xo+---+x,| vectores de clase c*.
T

Por otro lado, la matriz de covarianza ¥ puede ser estimada a través de la

siguiente expresion:

3 = ;Zz_l Y] (@= i) (2= i) (3.6)

N — x; € {vectores
T p de la clase cF

donde p es el niimero de clases.
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e ¢ o Ejemplo 3.1

Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.1(a):

=Ll o= o] == [a] o0} 7 =] o= L] == [s] =)

Note que tres vectores pertenecen a la clase C'', mientras que otros tres pertenecen
a la clase C2. Hacer lo siguiente:

a) Encontrar los estimados de los discriminantes: fdei(z) y fdez(x).

b) Encontrar la linea de separacién o de decisién entre ambas clases, y

4 6
¢) Determinar la clase de los patrones: @; = [4] y & = [4] .

Solucion

Para este ejemplo el niunero de rasgos n = 2 y el ntimero de clases p = 2. Por ofro
lado, el niimero total de muestras np = 6, mientras que el nimero de muestras pa-
ra la clase C! es n; = 3 y el niimero de muestras para la clase C? es ny = 3.
R X,
A A
10 10
8 8
1 |
6 C 6 C o,
(5.6) (8,6) (5,6)/ (8.6)
L [ /
(3.5) 3 4 tﬁ.S)o /
s s}
4 (74 p bé (';’f-_n
3 / )
23 = 2.3 =
2 . C 2 A C
(5.2) / (5.2)
L j L.
0 ] I I 0 71 I =
2 4 6 8 10" 2 4 6 8 107
a) b)

Figura 3.1: a) Conjunto de datos, funcién de separacion entre las dos
clases y posiciones de dos patrones a clasificar, el primero con
coordenadas (4,4) representado por un circulo y el segundo
con coordenadas (6,4) denotado por un cuadrado, b).
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A continuacién se ilustra el proceso numérico:

Then

. 3.
Per — e = E = 0.-)
. M § B

p(-z — nr = 6 = 05

1A AprLicapa A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AzuELA e FERNANDO REYES CORTES



3.2 Discriminacion lineal

89

Por lo que, la matriz de covarianza inversa L ~! y los estimados de las funciones
? o

discriminantes obtienen las siguientes formas:

i—l 44272 36117
| —3.6117  3.2621
1
fdor(@) = @S ier — e S e +logP(y = C7)
o [4.4272 —3.6117][‘—3] L [4.4272
= lewl] genr seen | [u] 2ls W] genr
—2.0971
= [z1 = — 3.9353 — 0.6931
3.1845
= —2.0971z; + 3.1845z, — 4.6284.
1
fde2(z) = 2T ge — 7 e e + logP(y = C?)
= TE ][4.4272 —3.611?][%9]_1[@ i [4.4272
=T senr osoea | 2] 20 | genr

15.068

—11.0291

— 15.068z; — 11.029z, — 28.8601.

—3.61177 [ 22
’ } [ 1*41| + log(0.5)
&

3.2621

—3.6117} [3,9} B .
) 5 | + log(0.5)
32621 | [ 12

b) La frontera de separacién o de decisién entre ambas clases C' y C? puede

ser obtenida primeramente al restar las dos funciones de discriminacion antes

obtenidas:

fdez2(x) — fdei(®) = 15.06792; — 11029625 — 28.8601 — (—2.0971; + 3.1845x5 — 4.6273)

= 17.165z — 14.214125 — 24.2328.

Enseguida, igualamos a cero y despejamos para la variable s como sigue:

g5 = 1.2076z, — 1.7048.

La figura 3.1b muestra la frontera de separacién entre las dos clases C' y C2.

Note como esta frontera pasa entre las dos clases, incluso tiende a pasar en medio

de ambas clases.
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¢) La pertenencia de un patrén @ a una de las dos clases C' y C? queda deter-
minada por el signo del resultado al sustituir dicho patrén en la ecuacion de la
frontera de decisién obtenida en el paso b). Si el signo es negativo, el patrén x
es clasificado en la clase C'!; cuando el signo obtenido resulta positivo, entonces

el patrén @ es clasificado en la clase C?.

% 4
Para el patrén = = [4]: 17.165(4) — 14.2141(4) — 24.2328 = —12.4292, por lo tanto, el

patrén a = j es puesto en la clase C!. En la figura 3.1b se puede verificar que

el patron se encuentra de lado izquierdo de la frontera de decision.

Ahora, con respecto al patrén z = [2] . 17.165(6) — 14.2141(4) — 24.2328 = 21.9008,

- - z 6
esto significa que el patrén = [4} es puesto en la clase C2. Por lo que se puede
verificar que el patrén se encuentra de lado derecho de la frontera de decision,

tal y como se ilustra en la figura 3.1b.

Para este ejemplo, el procedimiento anteriormente descrito ilustra los calculos numéricos
realizados a mano. Otra opcién interesante para resolver el problema planteado es por medio
de un algoritmo escrito en lenguaje MATLAB. Con esta finalidad, a continuacién se detalla la
programacion requerida que no solo reproduce los calculos numéricos ya mostrados, también

presenta programacion simbolica para obtener las funciones de discriminacién.

El cuadro de cédigo 3.1 describe el c6digo MATLAB del programa cap3_DiscriminacionLineal.m,
el cual reproduce el desarrollo numérico de este ejemplo. Las lineas de programacion 6-9 re-

gistran el conjunto de datos para llevar a cabo las funciones de discriminacion.

Los vectores f1.. y ft.. se encuentran definidos en las lineas 21 y 22, respectivamente. La
linea 15 reproduce los datos mostrados en la figura 3.1a. Las lineas de programacion 25 y
30 contienen el procedimiento para obtener la matriz de covarianza i, la cual se realiza de
acuerdo con la expresion (3.6). Sin embargo, el cilculo completo de esta matriz se obtiene

en la linea 31.

En la linea 33 se utiliza programacioén simbolica para obtener las funciones de discriminacién
fder () y fde2(x) en las lineas 37 y 40, respectivamente. Por otro lado, los valores numéricos
de dichas funciones se encuentran en las lineas 35 y 38, respectivamente. La reproduccion

de la figura 3.1b se obtiene en la linea 42.
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‘\ Codigo MATLAB 3.1 cap3 DiscriminacionLineal.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 3. Discriminacién lineal y regresién logistica.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento” A

Programa: cap3_DiscriminacionLineal.m MaATrAB version 2020b

1 cle; % limpia pantalla.

2 clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.
3 close all; % cierra gréficas, archivos y recursos abiertos.

4 format short % formato corto con 4 digitos después del punto decimal.
5 % conjuntos de datos para las clases C! y C2.

x1=[2; 3]; x2=[3; 5]; x3=[5; 6]; % vectores de la clase C".
Clx=[x1(1), x2(1), x3(1)]; % eje de abscisas en la figura 3.1a.
Cly=[x1(2), x2(2), x3(2)]; % eje de las ordenadas en la figura 3.1a.
x4=[5; 2]; x5=[T; 4]; x6=[8; 6]; % vectores de la clase C?.

10 x=[x1, x2, x3, x4, x5, x6]; % se registran vectores de C' y C?.

11 C2x=[x4(1), x5(1), x6(1)]; % eje de abscisas en la figura 3.1b.

12 C2y=[x4(2), x5(2), x6(2)]; % eje de las ordenadas en la figura 3.1b.

e o 9 o

13 n=2; p=2; nT=6; % nimero de rasgos, clases y muestras total, respectivamente.
14 nC1=3; nC2=3; % niimero de muestras de las clases Cly C2, respectivamente.
15 % Figura 3.1a.

16 plot(Clx, Cly, 'ko' , C2x, C2y, k+' , 'MarkerFaceColor' ,[0,0,0])

17 axis([0, max([Clx C2x|)+1, 0, max([Cly C2y|)+1]); % limites de los ejes.
18 grid on % activa la reticula o malla de representacion.

19 p_C1=nC1/nT;

20 p C2=nC2/nT;

21 mu_Cl=(1/nC1)*(x1+x2+x3); % vector fi...

22 mu_C2=(1/nC2)*(x44+x5+x6); % vector fi ..

23 mu=[mu_C1, mu.C2];

24 Sigma e=zeros(2,2); % inicializa la matriz de covarianza .
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¢\ Continta cédigo 3.1: cap3 DiscriminacionLineal.m

for clase=1:2 % algoritmo que obtienen la matriz de covarianza 3.

for k=1:3
Sigma_e=Sigma e+(x(1:2, k+3*(clase-1))-mu(1:2, clase))x...
(x(1:2, k+3%(clase-1))-mu(1:2, clase))’; % ec. (3.6).

end

end

Sigma_e=(1/(nT-p))=Sigma e % calculo de la matriz de covarianza 3.

inv(Sigma_e) % matriz de covarianza inversa 31,

syms x1 x2 real % variables para programacién simbdlica.

digits(5) % formato numérico a 5 digitos para programacién simbdlica.

fdC1=[x1, x2]*inv(Sigma_e)*mu_C1-(1/2)*mu_C1 ...
inv(Sigma_e)*mu_Cl+log(p-C1);

simplify(collect(vpa(fdC1))) % solucién simbélica de fd (x).

fdC2=[x1, x2]*inv(Sigma_e)*mu_C2-(1/2)*mu_C2'%...
inv(Sigma_e)*mu_C2+log(p-C2);

simplify(collect(vpa(fdC2))) % solucién simbolica para fdco(x).

figure % figura 3.1b.

plot(Clx, Cly, 'ko' , C2x, C2y, k+' , 'MarkerFaceColor' ,[0,0,0])

hold on

x1=6; x2 = 1.2076xx1 -1.7048;

x = [0 x1]; y = [-1.7048, x2|; plot(x,y, --r' )

x=4; y=4;

plot(x,y, ko' )

x=6; y=4;

plot(x.y, 'ks' )

axis([0, max([Clx C2x])+1, -1.7048, max([Cly C2y])+1]); grid on
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e ¢ o Ejemplo 3.2

Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.2a:

{er=l] ==[]} < @
T = y &g = € C

{%— }e o3

5

| 8

9 .
{$5=L44,$6=_ } e G3

Para este ejemplo, dos vectores pertenecen a la clase €', dos vectores tienen

17

y Ly =

S O 00 g Ot N

J L

pertenencia a la clase C? y dos se encuentran en la clase C®.

Hacer lo siguiente:
a) Encontrar los estimados de las funciones discriminantes:
fdci (), fdc=(x) y fdes(x)

b) Encontrar las lineas de separacién decisién entre pares de clases, y

¢) Determinar la clase de los puntos: [2 } el cual estd representado por un

%
cuadro negro H; [

7] se encuentra descrito por un cuadro blanco O; y

s 7
denotado por un pentdgono ¢ a: [ 4].

Solucion

El ntimero de rasgos, clases y total de muestras son n = 2, p = 3 y np = 6, respectivamente.
Mientras que el niimero de muestras para la clase C! es ng, = 2, el ntimero de muestras

para la clase C? es ng, = 2 y el nimero de muestras para la clase C? es ng, = 2.

En la figura 3.2a se presenta el conjunto de datos de las clases O, C?.C? a analizar. El

desarrollo numérico realizado a mano es el siguiente:

a) Se obtiene la estimacion de probabilidad de cada clase de datos:

. Ne 2 1 N2 2 1 . o Mo 2 1

p(q = — —7;13(11:7:7— “(.‘_ = ==

nr 6 3 nr 6 3P T "6 3
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Figura 3.2:

X X2
A A
10 10
2 fdiy (58 (18
8- o & o 8 . () )
(58 (78 \ 4 d.
\ G o .’f 23
6- + 6- 4 / o+
! (9,6) ! \ /06
(2,5) 1 (2:5) | ‘\\ /0
.1 C ) o C \ / @
3 3 23) ! 3
2- C 2 \ C
\
0 : > 0 , L fds >
. | ] ] I 1 T [
4 X
2 4 6 8 10 2 4 6 & 10
a) b)

a) Conjunto de datos, funciones de separacion entre los pares

de clases y posiciones de los dos patrones a clasificar, b).

1 [Ty ! 21 1271 4 9
T St O | gy | T 2RS35 ¥ 5] 5 é] - M
1 B2 (51 T711 _ %71 _[6
Tiga v s i € | 20 | =a(@mto)=z||g|*|g]| = 121’] - M
1 EEF 791 79 e 9
Mes doctuse O | p gy | =3 (@5 @) =3 14 ] N L6 B 17“] B [5}

P

1 ) .
nr—p Zk_lmZ;“dmﬂm (= faor) (2 — facr )

1 2 2 21 12117 rr21 r21mirrel r2n’t
6—3 Hs} - [4” Hs] Tlal] T -[5_ - _4-] L - 4“
(GBI ]+ ] - BN ] -

8 8 8] Lsl) | " |Lls) [8]]LLs) L8]]
[ET-BIE- G ]+ 1B -G
4 5 al IsJ] | " [Lle] [sl)Lle] L[5]]
[0 a0 -17. 1
5-3 [_1][0 1]+h}[0 1]+[U][ 1 0]+[0][1 0]
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- 1 [0 ]+[0 0]+[1 0]+[1 D]JF[O 0]+[0 0]
 6-3 |10 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
12 0] _[% O
300 4] [o 3

De donde:
ZA)—I - [1.5 0]
1o 075
s 1, i
fdor(@) = @' aer = e D fren +logP(y = C*)
N b S I N A L5 0 ]2 '
= [ az][o 0-75] [4] 5(2 4]]:0 0_75] [4}+log(ﬂ.3)
3
= [z mg][g]—9—1.204—3$1+3m2—10.0993
N 1. _§
fde2(xz) = mTz_lﬂcz—i 522 1}1(32 +log'P('y=C’2)
[ ¢ - B I B ) Y 15 07176
= [ "’2][0 0.75] [8] 26 8][0 0.75] [8%10,;(0.3)
9
= (@ mg][ﬁ — 51 — 1.204 = 9z, + 622 — 52.099
1. 1. . :
fdes(z) = ='E lucs—ipgsﬁ Litos +logP(y = C?)

15

0 Hg] i 5] [1.5 0 Hg} R

0.75

5 0 075][5

13.5
= [&1 2] [3 75] —70.125 — 1.204 = 13.52; + 3.75z5 — 71.224.

b) Las fronteras de separacién o de decisién entre clases se obtienen como ya vimos,

primeramente, al restar dos a dos las tres funciones previamente obtenidas:

fde2(x) — fder (®) =

fdes(@) = fder(x) =

f(lcs (:B) — fdcz (ZB) =

HUMBERTO S0ssA AZUELA @ FERNANDO REYES CORTES

9.’E1 + 61132 —52.204 — (31"1 -+ 31[’2 = 10204)
6.751 + 311!2 —42.

13.5z1 + 3.75xs — 71.329 — (321 + 3z2 — 10.204)
10.521 + 0.7522 — 61.125.

13.521 + 3.75z5 — T1.329 — (9z; + 625 — 52.204).
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Enseguida, igualamos a cero cada una de las funciones obtenidas y en cada caso

despejamos para la variable x5 como sigue:
Frontera entre la clase C' y C? : 2o = —22; + 14.
Frontera entre la clase C* y C! : 9 = —1421 + 81.5.

Frontera entre la clase C? y C? : x5 = 2z, — 8.5.

En la figura 3.2b se muestran las tres fronteras de separacién. Note como cada

frontera pasa entre pares de clases.

La pertenencia de un patrén x a una de las tres clases C', C? y C® queda
determinada por la combinacién de signos del resultado al sustituir dicho patrén

en las ecuaciones de las fronteras de decision obtenidas en el paso b).

Como se puede ver de la figura 3.2b, la regién de la clase C'' queda delimitada
por las fronteras de decisién fdi» v fdis, la regién para la clase C? queda
delimitada por las fronteras de decisién fdio v fdaz, mientras que la region

para la clase C® queda delimitada por las fronteras de decision fd3 v fdas.

Para este problema se tienen por tanto, tres casos:
1) Si al sustituir el patrén x los signos obtenidos para las fronteras de
decision fdy5 v fdy3 son negativos “-”, el patrén es clasificado en la

regién de la clase C'.

2)  Si al sustituir el patrén x los signos obtenidos para las fronteras de

Wn

decision fdys v fdas son “+7 y “7 respectivamente, el patron es

clasificado en la regién de la clase C2.

3) Si al sustituir el patrén x los signos obtenidos para las fronteras de
decision fdis y fdas son ambos positivos “+7, el patron es clasificado

en la regién de la clase C3.

5
Al sustituir & = [3] en las fronteras de decision fdya y fdis:

fdes(x) — fdor(x) = fdiz = 10521 + 0.T522 — 61.125 = 52.5 + 1.5 — 61.125 = —7.125.

fdea(z) — fder(x) = fdio =621 + 322 —42=30+9 — 42 = —3.
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Funciones de separacién entre los pares de clases v posiciones de los dos patrones
a clasificar, el primero (5,3) representado por un cuadrado negro; el segundo
con coordenadas (7,7) indicado por un cuadrado blanco y el tercero (7,4) con

un pentagono ©. Como los signos de fdys v fdiz son ambos negativos, el
5
patrén x = [3] es puesto en la clase C''. Al observar la figura 3.2b note que

efectivamente dicho punto se encuentra dentro de la clase correspondiente a la

clase C'.
; 7 o c i
Para el patron @ = 7| al sustituir en las fronteras de decision fdyo y fdas:

fdc-? (.’B) - fdcl (m) = fd]_g = 6517]_ + 3:]32 —42 =42 + 21 — 42 =21.

fdos(@) — fdoa(x) = fdoy = 4521 — 2.2529 — 19.125 = 31.5 — 15.75 — 19.125

= 3.375.
Debido a que los signos de fdis y fdaog son “7 y “+7. respectivamente, el
patrén @ = v es puesto en la clase C2. Al observar la figura 3.2b note que

efectivamente dicho punto se encuentra dentro de la clase correspondiente a la

clase C2.

Finalmente, para el patron x = [4], al sustituir en las fronteras de decision

fdm ¥ fdzsi

fdez2(x) — fder(x) = fdio =06z +322 —42 =42+ 12— 42 = 12.

fdes(x) — fdee(x) = fdoz = 4.52) — 2.2525 — 19.125 = 31.5 — 9 —19.125
= J3.375.

14
puesto en la clase C3. Al observar la figura 3.2b note que efectivamente dicho

7
Como los signos de fdyo y fdsy son ambos positivos, el patron & = [ ] es

punto se encuentra dentro de la clase correspondiente a la clase C3.

El c6digo fuente escrito en MATLAB que reproduce el desarrollo numérico de este ejemplo se
encuentra en el programa cap3 DiscriminacionLineal A.m (ver cuadro de cédigo 3.2), cuya

implementacion es similar al cuadro de programacion en MATLAB 3.1 del ejemplo 3.1.
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‘\ Cdédigo MATLAB 3.2 cap3 DiscriminacionLineal A.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robdética y Automatizacion.
Capitulo 3. Discriminacién lineal y regresion logistica.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap3_DiscriminacionLineal A.m MaATLAB version 2020b

1 cle; % limpia pantalla.

clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.

close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.

format short % formato corto con 4 digitos después del punto decimal.

% conjuntos de datos para las clases C1, C? y C3.

x1=[2; 3]; x2=[2; 5]; % vectores de la clase C.

x3=1[5; 8]; x4=[T; 8]; % vectores de la clase C*.

x5=[9; 4]; x6=[9; 6]; % vectores de la clase C3.

Cx=[x1(1), x2(1), x3(1), x4(1), x5(1), x6(1)]; % eje de abscisas en la figura 3.2a.

10 Cy=[x1(2), x2(2), x3(2), x4(2), x5(2), x6(2)]; % eje de las ordenadas en la figura 3.2a.

1 x=[xl, %2, x3, x4, %5, x6};

=R v T O = B . E S - B

12 n=2; p=3; nT=6; % niimero de rasgos, clases y muestras total, respectivamente.
13 nC1=2; nC2=2; nC3=2 % niimero de muestras de las clases C1, C2 y €3, respectivamente.
14 % Figura 3.2a.

15 plot(x1(1),x1(2), ko' , x2(1), x2(2), ko' , MarkerFaceColor' ,[0,0,0])
16 hold on

17 plot(x3(1), x3(2), 'ko' , x4(1), x4(2), 'ko' )

18 plot(x5(1), x5(2), k+', x6(1), x6(2), 'k+' )

19 axis([0, max(Cx)+1, 0, max(Cy)+1]); % limites de los ejes.

20 grid on % activa la reticula o malla para representar.

21 p_C1=nC1/nT; p_.C2=nC2/nT; p_.C3=nC3/nT;

22 mu_Cl=(1/nC1)*(x1+x2); % vector fu...

23 mu_C2=(1/nC2)*(x3+x4); % vector fi ..

24 mu_C3=(1/nC3)*(x5+x6); % vector fi ..
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4\ Continiia cédigo 3.2: cap3 DiscriminacionLineal A.m

25 mu=[mu_C1, mu C2, mu C3];
26 Sigma_e=zeros(2,2) % inicializa la matriz de covarianza 3.

27 for clase=1:3

28 for k=1:2

29 Sigma e=Sigma e+ (x(1:2, k+2x(clase-1))-mu(1:2, clase))x...
30 (x(1:2, k+2%(clase-1))-mu(1:2, clase))’ % ec. (3.6).
31 end

32 end

33 Sigma_e=(1/(nT-p))*Sigma_e % cédlculo de la matriz de covarianza 3.
34 inv(Sigma_e) % matriz de covarianza inversa %'

35 figure % figura 3.2b.

36 plot(x1(1),x1(2), ko' , x2(1), x2(2), ko' , MarkerFaceColor' ,[0,0,0])
37 hold on

38 plot(x3(1), x3(2), 'ko' , x4(1), x4(2), 'ko' )

39 plot(x5(1), x5(2), 'k+' , x6(1), x6(2), k+' )

40 axis([0, max(Cx)+1, 0, max(Cy)+1]);

41 grid on

42 syms x1 x2 real

43 digits(5)

44 fdC1=[x1, x2]*inv(Sigma e)*mu C1-(1/2)*mu C1 ...

45 inv(Sigma_e)*mu_Cl+log(p_C1);

a6 Y% versi6n simbdlica de la ecuacién: fdei(x) = 321 + 3z — 10.0993.
47 simplify(collect(vpa(fdC1)))

a8 fdC2=[x1, x2]*inv(Sigma e)*mu C2-(1/2)*mu C2'%...

49 inv(Sigma_e)+*mu_C2+log(p_C2);

50 % versién simbdlica de la ecuacion: fdp2(x) = 921 + 622 — 52.099.
51 simplify(collect(vpa(fdC2)))

52 fdC3=[x1, x2]+inv(Sigma_e)+mu_C3-(1/2)*mu_C3 x...

53 inv(Sigma_e)*mu_C3+log(p-C3);

54 simplify(collect(vpa(fdC3))) %version simbédlica de: fdgs(z) = 13.5z1 + 3.75z2 — 71.224.
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4\ Continta cédigo 3.2: cap3_DiscriminacionLineal _A.m
55 x 1=3; x2 =-2xx_1+14; x = [x_1, 5.5]; y = [8, 3]; plot(x,y, '—k' )
56 x1=>5.5; x2 =-14%x1+81.5; x = [5.5 5.8]; y = [3, 0]; plot(x,y, k' )
57 x1=2; x2 = 2«x1 -8.5; x = [5.5 8]; y = [3, 7]; plot(x,y, '--k' )

58 % tipos de clases:

59 plot(5,3, 'bs' ,'MarkerFaceColor' ,[0,0,0]) % representado por un cuadro M.
60 plot(7.7, 'bs' ) % descrito por un cuadro blanco 0.
61 plot(7,4, 'bP' ) % denotado por un pentagono Q.

- @ Regresion logistica

N esta seccion se estudia el problema de la conocida regresién logistica. Al igual
E que en el caso del andlisis de discriminacion lineal, se desea estimar la probabilidad
P(y = C*|x = x) con el fin de elegir la clase C* cuya probabilidad sea de nuevo la m4s
alta. En esta seccion en lugar de estimar dicha probabilidad de manera indirecta mediante

el teorema de Bayes, se hard de manera directa.

Sin pérdida de generalidad, se tratara el problema bi-clase, esto es el problema para el cual
p = 2. Dichas clases C* y C? seran denotadas por las etiquetas 0 y 1. Para estimar la

probabilidad P(y = C*|x = x) se aplican las siguientes tres fases:

1. Modelado de regresion logistica de la funcién de probabilidad a
posteriori. Se supone que el modelo de regresion logistica es lineal. Para esto

se considera el siguiente cociente:

Py = C*|x = z)
(1-Ply=CFlx ==))
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Suponga ahora el logaritmo de este cociente, esto es:

111(( Py = C*x =) )

=Py =CHx =2))

Asuma, como es costumbre en regresion logistica, que este logaritmo es una

funcién lineal de los componentes de @, eso es:

Py =CF|x = =)
m(U—Pw=Cﬂx=ﬂ)

) :;[30+/81I1+"'+r8n.$n

Resolviendo para P(y = C*|x = z):

e By By +-- -+ Bpan

(v=Chx=o)= 1o (3.7
En resumen, para estimar la probabilidad P(y = C*|x = z) es menester primero
estimar el vector de pardmetros [ 5y, 81, fn }T.

Estimado de la funcién de probabilidad a posteriori. Para estimar esta
funcion de probabilidad, como es costumbre, se parte de un conjunto de datos.
Sea este conjunto de datos: (z1,y1), (T2,y2), . (Zp,yp). En lo que sigue se
supondrd que los valores de las variables y,---,1, son 0 o 1. La probabilidad
de los datos viene dada por el producto de las probabilidades de que y = 1 para
aquellos x; sea 1 y las probabilidades de que y = 0 para aquellos x; sea (), esto
es:

II Py=1x==2) II Ply=0x==z)

i pura los cuates Y; = 1 i pars los evales 3 = ()

Debido a que P(y =0|x = =;) =1 —P(y = 1|x = x;):

II ry=tx=2) I py=ox=z) = I »r@) I (1-r)). (3.8)

ara los cuales Iy = 1 1 para los ctiales 47 = (1 i para los cunles Jfi = 1 ¥ parn lom cunles 3 = 0

Para poder estimar la funcién de probabilidad a posteriori P(y = C*|x = z), ya

vimos que es necesario encontrar el vector de parametros:

Bo
B
Bn
esto es, encontrar el vector 3 que maximice el producto dado por la ecuacién

(2.20).
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A esta nueva funcion, que depende ahora del vector de pardametros 3, se le conoce
en la literatura como funcién de verosimilitud [8]. Para estimar el vector 3 es
menester maximizar entonces esta funcién de verosimilitud:
fv(B) = I p@) II (1-p@))
4 para losicuales 3y = 1 i pars los cunles 3f; =0

Es bien sabido que el maximizar fv(3) es equivalente a maximizar In(v(3). Esta

nueva funcién es la llamada funcién del logaritmo de verosimilitud [8]. Note que:

m(fr(@) = X hp@.B)+ 2 l-P@.p)
= Z [y n(P(i, B)) + (1 — yi) In(1 — P(xi, B))]

P
= Z [y?:ﬁT:vm —In(1 - P @ia )] (3.9)
=1
1
Tial
Con x;, = .| . como vector aumentado.
Tian

Maximizacion de la funcion logaritmo de verosimilitud. Para maximizar
esta funcién usualmente se emplea el método de Newton-Raphson multivariable
[9]. Solo para recordar, la aplicacién de este método supone el uso de los

siguientes tres pasos:

3.1 Escoger un valor inicial para el vector de pardametros. Sea este valor
B(0).

3.2 Actualizar el valor del vector 3(k) como sigue: B(k+1) = B(k)—H 'y
In(B(k)), donde como es bien sabido H = 572 In(B(k)).

3.3 El In(B(k)) alcanza un méaximo para el valor del vector 3 al cual la
secuencia de valores 3(0),3(1),- - converge.
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El lector puede demostrar que si:

(251
g = .
LYn
[‘®ig ®1L + Big
x _ . ;
LLp0  Lp1 Lpn
[ P(x1,8)
p = :
_P(mprﬁ)
P(z1,B) [1—P(z1,8)] - 0
W= : :

entonces, el gradiente y el hessiano de la funcién In(3) vienen dados,

respectivamente como:
,
vin@) = Y @[y —P@:.B)]=X"(y—p)
=1

P
H = vzm(ﬁ):ﬁzmia mﬂp(w!:ﬂ)[lkp(g"uﬁ)]
i=1
= —-XTwx.

Al sustituir estas dos expresiones en el segundo paso del método de Newton-

Raphson:

Blk+1) = P(k)-H ' vhn(B(k))
= Bk) - [-XTWX]| ' X" [y —p]
= Bk)+[XTWX]" X" [y —p] (3.10)
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104 Discriminacioén lineal y regresion logistica

e ¢ ¢ Ejemplo 3.3

Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.3a:

((=1=[3] w=0). (m=[}] w=0). (=[], w-0)} e
{(ma=[g]- m=1). (== 5] m=1). (m=[g] w=1)}ec?

Aplicar el método de regresion logistica para estimar la funcién de probabilidad y

clasificar el punto con coordenadas (2,9), representado como un circulo vacio “0”,

mostrado en la figura 3.3a, con base en esta probabilidad estimada.

Solucion

X2 X,
A A
104 10
2,9
o )
. 2.9)
i g -
(55) ('?5) (5#3) ('?53
6- ¢l 4 6- Ty G4
(7.6) . (1,6)
%) %) “.x,=9.88-0.975 x,
4 C 4 !
. L
23) 2.3)
2- L 2- )
(5.2) (5.2)
0 T T l >x| 0 \ i T T i ';

Figura 3.3: Conjunto de datos, figura a) y funcién de separacién fd(x)

entre las dos clases C* = 0 y C? = 1, figura b).

De acuerdo con la ecuacién (3.10), primero que todo encontramos los valores de la matrices

X, W y vectores: y, p, como sigue:

1 2 37 o

1 5 2 0 Plx:1,8)

1 92 5 0 P(x2,3)
4¥ — = —

15 gl ¥ 1 P :

178 ! P(xs,8)

|1 7 6] L1
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Plz. B)[L - P(z1.8)] 0 0 0 0 0
Pls. B) [1 - Plza, 3) ] 0 0 0 0
Plws, B)]1 - Plzs. B)] 0 0 0

0 Plae, B)[1 - Plxi, B)] 0 0

0 0 Plxs, 8) [1—P(ws.8)] 0

0 0 0 Plwg, B)[1 - P(wy, B) ]

TR — IO Yo T
e e

T (k)
Enseguida, sabiendo que en paso de iteracién k-ésimo P(z;,,B3(k)) = e ) se

1 + e(B (B)zi,)
escoge un valor inicial B(0) para el vector B(k). Supongamos que este valor es 8(0) = 0. En

consecuencia:

oo o o O R

e RS W = £ JR9*8,

VT Tl (S e ST S el el [
o O = O O O

o O O O RO
== TN B < A =]
o oo O O O
= o O O O

Al aplicar el primer paso de iteracién (k = 1) a través de la ecuacién (3.10 ):

02 0 0 0 0 0 /123 0 1
! 0 025 0 0 0 0 15 2 » - 0 =
_ | 325886|l 0 0 02 0 o o025 b8 8 61|y 1
ﬂ(l)_[[’]+(232577] 00 0 03 0 0 |15 8 (352"7’7)1§
9 111111 o0 0 0 02 0 |17 s R 1 1
0 0 0 0 0 02\1 76 1 1
07 [47
s 1
0 15 7 81 "'/3 2588 6)\|]|° 2
= lo|+|7 39 u 25 257 7|[|%-]2
0 8 41 505 111111 L z
1 5
1] 1L
[0 5.31797235023041 —0.470046082949308 —0.460829493087557 0
= 0] + | —0.470046082949308  0.216589861751152  —0.101382488479263 5
_U —0.460829493087557 —0.101382488479263 0.175115207373272 6
[0 —5.11520737 —5.11520737
= 0 + ] 047465438 | = | 0.47465438
| 0 0.5437788) 0.5437788)
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106 Discriminacién lineal y regresion logistica

Al aplicar el segundo paso de iteracion (k = 2):

[0.0734704801492283 7 0.068 0.000 0.000 0.000 0000 0.000 ]
0.160518144043816 0.000 0.1347 0.000 0.000 0.000 0.000 A
0.190462987822969 ~ 0000 0000 0.1541 0.000 0.000 0.000 S
g o= W= , B(2) = | 0.80023996
0.833174525407095 0.000 0.000 0.000 0138 0.000 0.000
0.87902665
0.928082679254701 0.000 0.000 0.000 0.000 0.0667 0.000
| 0.813064390312151 | L0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.1519

Al aplicar el tercer paso de iteracion (k = 3):

" 0.01502405 T 70.014 0.000 0.000 0.000 0.000 0.0007

0.06529767 0.000 0.061 0.000 0.000 0.000 0.000
~11.65931515
0.08129268 ~|0.000 0.000 0.075 0.000 0.000 0.000
p = "l w= . BB3) = | 1.12245563

0.93168645 0.000 0.000 0.000 0.064 0.000 0.000 L adETag)
0.98541929 0.000 0.000 0.000 0.000 0.014 0.000 '

[ 0.92094925) | 0,000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.073 ]

Si continuamos con este proceso iterativo hasta la décima iteracion, por ejemplo, se puede
demostrar que el vector de probabilidades estarda tomando valores muy cercarnos a cero en

sus primeros tres componentes y valores muy cercanos a uno en sus ultimos tres componentes.

El vector de parametros [3, por otro lado, habra tomado los siguientes valores en la iteracién
10: B(10) = [ —34.78053313, 3.43230622, 3.51891718 ]T.

Si detenemos el proceso en esta iteracién, podremos representar la linea de separacion

correspondiente entre las dos clases.

fd(x) = 3.43230622z; + 3.51891718z2 — 34.78053313. (3.11)

Al igualar a 0 y despejar para 2, se tiene que:
o= 9.8839 — 0.9754z;.

En la figura 3.3b aparece representada esta linea de separacion. Finalmente, procedamos a
representar el punto con coordenadas (2,9), representado como un circulo vacio “0” y
mostrado en las figuras 3.3a y 3.3b. Como ya vimos, para encontrar la clase de pertenencia de

este punto, sustituyamos sus coordenadas en la ecuacién (2.21):
fd(z) = 3.43230622 x 2+ 3.51891718 x 9 — 34.78053313 = 3.7543.

1A AprLicapa A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AzuELA e FERNANDO REYES CORTES



3.3 Regresion logistica 107

Como el signo es positivo, de acuerdo con la teoria, el punto con coordenadas (2,9) se
considera como perteneciente a la clase C* = 1, lo cual es coincidente con lo observado en

la figura 3.3b, donde se ve que dicho punto se encuentra del lado de la clase C2.

El procedimiento numeérico realizado a mano para este ejemplo puede ser verificado a través
del programa cap3 RegresionLogistica.m, cuya programacion fuente en MATLAB y se
encuentra documentado en el cuadro de cédigo 3.3. El conjunto de datos para las clases C' y

C? estd declarado en las lineas de programacién 6 y 7, respectivamente. Mientras que la
formacién de elementos del vector y € R®*!se realiza en la linea 10, asi como las entradas de

la matrix X € IR®*%en la linea 12.

Generalmente es comiin tomar como condiciones iniciales 3(0) € IR**! del vector (k) €
R**! al vector 0 € IR**!, es decir, todas sus componentes son cero (como se ilustra en la
linea 13). Por otro lado, la figura 3.3a que indica los datos de las clases C* y C? se obtiene

usando el codigo comprendido entre las lineas 14 a la 23.

El algoritmo para implementar la ecuacidon recursiva (3.10) se realiza entre las lineas
24 y 41. El lector puede ejecutar el programa cap3_RegresionLogistica.m y verificar el
comportamiento numérico en cada k-ésima iteracién de los vectores p y B(k) vy de la matriz
W. Con esta finalidad en la linea 40 se inserta la funcién pause, la cual detiene la ejecucién
del programa, manteniendo la exhibicién de valores numéricos en la ventana de comandos de
MATLAB; entonces el usuario puede presionar cualquier tecla para continuar con la

siguiente iteracion.

La figura 3.3b se obtiene a través del codigo contenido entres las lineas de programacién 42
y 49. Observe que la figura 3.3b muestra la linea de separacién entre las dos clases de datos

C* 5B,

También se puede ver que la funcién de probabilidad »(z,, ,8(k)) = ¥ se encuentra

1+ ['F" kb )
implementada como parte del codigo del programa principal (ver linea 51). La funcion de
probabilidad permite la actualizacién numérica en cada iteracion del vector B(k) a través

del vector p y de la matriz diagonal W.
A continuacion se presenta en el cuadro de codigo 3.3 la descripeion y documentacion
del programa cap3-RegresionLogistica.m con el cédigo en MATLAB para resolver el

planteamiento de este ejemplo.
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108 Discriminacién lineal y regresion logistica

‘\ Coédigo MATLAB 3.3 cap3 RegresionLogistica.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robdética y Automatizacion.
Capitulo 3. Discriminacién lineal y regresién logistica.

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap3_RegresionLogistica.m MaATLAB version 2020b

1 cle; % limpia pantalla.

clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.
close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.

format longG % formato largo.

% vectores de las clases C* y C2.

x1_a=[1; 2; 3]; x2_a=[1; 5; 2]; x3_a=[1; 2; 5]; % vectores de la clase C.
x4_a=[1; 5; 8]; x5_a=[1; T; 8]; x6_a=[1; 7; 6]; % vectores de la clase C2.
y1=0; y2=0; y3=0; yd=1; y5=1; y6=1; % componentes del vector y € IR®*!,
% vector y € IR6%!,

10 y=[y1; y2; y3; y4; y5; y6];

11 % matriz X € IR®*6.

12 X=[xla';x2a ;x3a ;x4a ;x5a ;x6.a;

13 beta k=[0; 0; 0]; % condiciones iniciales del vector B(0) € R3*!.

14 figure % figura 3.3a.

=R v T O = B . E S - B

15 % vectores de la clase C*.

16 plot(x1.a(2)x1 a(3),'ka , x2.a(2), x2.a(3), 'ko' , x3.a(2), x3.a(3), ko, MarkerFaceColor ,[0,0,0])
17 hold on

18 % vectores de la clase C?.

19 plot(x4.a(2), x4_a(3), 'k+' , x5.a(2), x5.a(3), 'k+' , x6.a(2), x6.a(3), 'k+' )
20 % punto con coordenadas (2,9), representado como un circulo vacio o

21 plot(2,9 ,'%ko' )

22 axis([0, 10, 0, 10]);

23 grid on
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)

24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

51

52
53

Continta cdédigo 3.3: cap3 RegresionLogistica.m

for k=1:10 % proceso recursivo del vector g(k+1) = B(k) + [X"WX | ' XT [y — p|.
p=[probab(x1 a, beta k);
probab(x2_a, beta k);
probab(x3_a, beta k);
probab(x4 a, beta k);
probab(x5_a, beta k);
probab(x6_a, beta k)|; % vector p € IR%*L,
W=[probab(x1 a, beta k)*(1-probab(x1 a, beta k)), 0, 0,0,0.0;
0, probab(x2_a, beta k)*(1-probab(x2_a, beta k)), 0, 0, 0, 0;
0, 0, probab(x3_a, beta k)*(1-probab(x3_a, beta k)), 0,0,0;
0,0,0, probab(x4 a, beta k)*(1-probab(x4 a, beta k)),0,0;
0,0,0,0, probab(x5_a, beta k)*(1-probab(x5 a, beta k)),0;
0,0,0,0,0,probab(x6_a, beta_k)*(1-probab(x6_a, beta_k))|; % w e R6*6.
k % despliega la k-esima iteracion.
beta k=beta k+ (X*W*X)"(-1)xX *(y-p) % ec. (3.10).

disp( 'Para continuar, oprima cualquier tecla.' )

pause

end

figure % figura 3.3b.

plot(x1.a(2),x1a(3), ko' , x2.a(2), x2-a(3), 'ko , x3.a(2), x3-a(3), ko' , 'MarkerFaceColor' [0,0,0])
hold on

plot(x4.a(2), x4.a(3), k+' , xb.a(2), x5.a(3), 'k+' , x6.a(2), x6.a(3), 'k+' )
plot(2,9 , ko' )

axis([0, 10, 0, 10]);

grid on

plot([1, 10], [9.88-0.975x(1), 9.88-0.975x(10)], k' )

% funcién probabilidad P(z;,, B(k))

function probalidad=probab(xia, beta k)
‘ probalidad=exp(beta_k'sxia)/(1+exp(beta_k #xia)); %P(x:, , B(k)) =

el A k), )
ik e ew"(m:.":

end
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Se recuerda al lector que el cédigo fuente en MATLAB de todos los programas que refuerzan
a los ejemplos con solucién se encuentran disponibles en el sitio Web de esta obra (previo

registro).

A continuacién se presenta otro ejemplo minuciosamente desarrollado para ilustrar la meto-

dologia de regresion logistica.

e ¢ o Ejemplo 3.4

Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.4a:

(om0 (e = [ dsrm ] o [ =)
(o= ] w=1) (o= [[] - m=). (o= [ o] o)} e

Aplicar el método de regresion logistica para estimar la funcién de probabilidad y

(19 ]

clasificar el punto con coordenadas (4,8), representado como un circulo vacio “0”,

mostrado en la figura 3.4a, con base en esta probabilidad estimada.

De manera similar al ejemplo 3.3, usando la ecuacién (3.10 ), primero que todo encontramos

los valores de la matrices X, W y los vectores y, p, como a continuacién se indica:

L R )

1T
o =~
B Oy 00 O W o

= ===l
1

r
L
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P(x1, B(k))
P(z2, B(k))
p = .
P(xg, B(k))
Plzy. BUEN |1 — P{ey. STK)) | 1] 0 1 o [ l
] Plas. Blk)) [1 = Plza Blk))] 0 i (] 0
F . 0 1] Play, Bk [ — Plea, BIE)) | 1l o [
W e n 1] 0n Play. B(k)) [ 1= Plzy, BN ] (1] ]
0 0 [1] i} Ples, B(k) [1 - plxs, Bk))] 0
L i 0 (] 1] ] Plza. kN | 1 —Plxe. Alk1) |J
X2 X2
A A
10 10
(5,8) L(5.8)
8 o4 8 AR
(4.8) (4.8) .
(0§ \ &
8
. . 6 « o+
R ) (5.6 ('.F.?t-ij . (5,6) ‘\‘ (7,6
(2,5) (2,5) “:*.
4 + 4-
c' ., 6 c'| | | \&p
@) @3
2 2- i
4
0 S A T T T 1 'ji
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
a) b

Figura 3.4: Conjunto de datos y punto a clasificar.

Enseguida, como parte del procedimiento de iteracion de la funcion de probabilidad

o
ol B k= )

Pl Bk)) = , se requiere un valor inicial (también conocido como condiciones iniciales)

14 L,:ai-ux‘,s

B(0) € R**! para el vector B(k) € IR***. Supongamos que este valor es el vector 0 € IR***.

En consecuencia:

oo oo O R

EBGXI, I,v*: c ]R.GXG-

o O O O k= O
o Ok O O O
O - O O O O

- O o O O

o O O e= O O

B el Tl T e ST T Rl T
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Al aplicar la primera iteracién (k = 1) a través de la ecuacién (3.10), un calculo a mano

conduce al siguiente resultado:

—5.1744186
B(l) = 0.6627907
0.34883721

Al aplicar la segunda iteracién, es decir cuando k = 2, se obtiene lo siguiente:

—7.15885021
B(2) = | 097173851
0.39690093

Si se procede asi hasta la octava iteracién (k = 8), entonces el siguiente resultado numérico

se obtiene:

—8.47069131
B(’) = | 1.17223909
0.4235152

De nuevo, si detenemos el proceso en esta iteracion, podremos representar la linea de separacion

correspondiente entre las dos clases.

fd(x) = 1.17223909z; + 0.4235152z5 — 8.47069131. (3.12)

Al igualar a 0 y despejar para g, se tiene que:
o= 20.0—2.7679z;.

En la figura 3.4b aparece representada esta linea de separacién.

Finalmente, procedamos a representar el punto con coordenadas (4,8), representado como un
circulo vacio “0” y mostrado en las figuras 3.4a y 3.4b. Como ya vimos, para encontrar la clase

de pertenencia de este punto, sustituyamos sus coordenadas en la ecuacién (3.12):
fd(z) = 1.17223909 - 4 + 0.4235152 - 8 — 8.47069131 = —0.3936.

Como el signo es negativo, de acuerdo con la teoria establecida, el punto con coordenadas
(4,8) se considera como perteneciente a la clase C'!, lo cual es coincidente con lo observado

en la figura 3.4b, donde se ve que dicho punto se encuentra del lado de la clase C*.
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A continuacién se describe en el cuadro de cédigo MATLAB 3.4 la documentacién y

explicacion técnica del programa fuente cap3 RegresionLogisticaA.m, con el cual se da la

solucion al ejemplo 3.4.

(S ]

ot

© w = o

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

‘\ Cédigo MATLAB 3.4 cap3 RegresionLogisticaA.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 3. Discriminacion lineal y regresion logistica.
Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.

Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap3 RegresionLogisticaA.m MaTLAB version 2020b

cle; % limpia pantalla.

clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.
close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.

format longG % formato largo.

x1_a=[1; 2; 5]; x2_a=[1; 4; 3]; x3_a=[1; 6; 6]; % vectores de la clase C.

x4 a=[1; 5; 8]; x5_a=[1; 7; 6]; x6_a=[1; 6; 4]; % vectores de la clase C*.
y1=0; y2=0; y3=0; y4=1; y5=1; y6=1;

% vector y € IR6%L,

y=[yL; ¥2; ¥3; y4; y5; y6];

% Matriz X € RS,

X=[xla';x2a';x3a ;x4a ;x5a ;x6a |;

% condiciones iniciales del vector 3.

beta k=[0; 0; 0]; % valor inicial 3(0) = [0,0,0]%.

figure

plot(x1.a(2),x1_a(3), ko' ,x2.a(2),x2.a(3), 'ka' ,x3.a(2), x3.a(3), 'ko' , 'MarkerFaceColor' ,[0,0,0])
hold on

plot(x4_a(2), x4 a(3), k+' , x5.a(2), x5.a(3), k+', x6.a(2), x6.a(3), k+')
plot(4,8 ,'ko' ) % punto con coordenadas (4,8).

axis([0, 10, 0, 10));

grid on
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)

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47

48

49
50

Contintia cédigo 3.4: cap3 RegresionLogisticaA.m

for k=1:8% proceso recursivo del vector B(k +1) = B(k) + [XTWX | ' XT [y - p].
p=|probab(x1 a, beta k);
probab(x2_a, beta k);
probab(x3_a, beta k);
probab(x4 a, beta k);
probab(x5_a, beta k);
probab(x6_a, beta k)J; % vector p € IR%*!.
W=[probab(x1 a, beta k)*(1-probab(x1 a, beta k)), 0, 0,0,0,0;
0, probab(x2_a, beta k)x(1-probab(x2_a, beta k)), 0, 0, 0, 0;
0, 0, probab(x3_a, beta k)*(1-probab(x3_a, beta k)), 0,0,0;
0,0,0, probab(x4 a, beta k)(1-probab(x4 a, beta k)),0,0;
0,0,0,0, probab(x5_a, beta k)*(1-probab(x5 a, beta k)),0;
0,0,0,0,0,probab(x6_a, beta_k)#(1-probab(x6_a, beta k))|; %ow e Rx6.
k % despliega el nimero de iteraciones.
beta k=beta k+ (X*xWX)*(-1)xX*(y-p) % B =B + [XTWX] ™ X7 [y - p]
disp( 'Para continuar, oprima cualquier tecla' )
pause
end
figure
plot(x1.a(2),x1 a(3), ko' ,x2.a(2),x2-a(3),'ko' ,x3.a(2),x3.a(3), 'ko' , 'MarkerFaceColor' ,[0,0,0])

hold on

plot(x4_.a(2), x4 a(3), k+' , x5.a(2), x5.a(3), 'k+', x6.a(2), x6.a(3), k+')
plot(4,8 ,'ko' ) % punto con coordenadas (4,8) a clasificar.

axis([0, 10, 0, 10]);

grid on

plot([4, 7], [20-2.7679%(4), 20-2.7679%(7)], k' )

% Funcién probabilidad P(z;,, B(k))
function probalidad=probab(xia, beta k)
I probalidad=exp(beta k'sxia) /(1+exp(beta k'sxia)); % P(xi, , B(k)) = . e(ﬁm):“' 3
+ AT
end
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Con la finalidad de fortalecer los conocimientos del lector en la metodologia de regresion
logistica, en el sitio Web de la presente obra, se encuentran ejemplos adicionales desarrollados

con programacién en MATLAB.

@ Resumen

N este capitulo se estudiaron dos técnicas muy ttiles para el aprendizaje de maquinas.
La primera técnica 1til para la discriminacién entre clases de patrones en forma lineal
se fundamenta en el calculo de las probabilidades a posteriori de las diferentes clases de

patrones.

Primeramente, la probabilidad a posteriori de cada una de las clases involucradas en
el problema es calculada. Con base en estas probabilidades, enseguida la funciéon de

probabilidad a posteriori es calculada a través del conocido teorema de Bayes.

Estas funciones de distribucidn a posteriori son después modeladas mediante funciones
multivariables de tipo gaussiano, las cuales son usadas mas adelante en la construccién
de las correspondientes de discriminacion por clase. Finalmente son utilizadas para estimar
las funciones de discriminacion entre clases, para asi emplearlas en la determinacién de la

clase de pertenencia de un patron de entrada dado.

La segunda técnica estudiada en este capitulo, conocida como regresion logistica, también
estima la probabilidad de la clase de pertenencia de un patrén de entrada. Dicha estimacion
se hace de manera directa, en lugar de manera indirecta a través del bien conocido teorema

de Bayes, como se hace en el caso de la discriminacion lineal.

Para esto, la funcién de probabilidad a posteriori es modelada. Esto se hace a través
del logaritmo del cociente entre la probabilidad y su complemento de cada clase, lo cual
permite representar la probabilidad de cada clase como un cociente entre dos exponenciales.
Enseguida, se estima la funcién de probabilidad a posteriori. Esto se hace mediante el
producto de probabilidades de los datos, lo cual permite obtener la conocida funcién de
verosimilitud. Finalmente, esta funcién de verosimilitud es maximizada a través del método

de Newton-Raphson multivariable.
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116 Discriminacioén lineal y regresion logistica

En ambos casos, en discriminaciéon lineal y regresion logistica se presentan ejemplos
ilustrativos para que el lector entienda y asimile de manera facil el material expuesto
con su correspondiente programacion en codigo fuente MATLAB, acompanado de su

documentacién técnica.

Enseguida, se presenta un conjunto de ejercicios que permitirdan reafirmar el conocimiento

adquirido y ejercitar las habilidades como programador.

. @ Problemas propuestos

I :N esta seccion el lector encontrard un conjunto de problemas propuestos, cuyo
desarrollo y solucién le permitiran reafirmar el conjunto de conceptos vistos en este

capitulo.

3.5.1 Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.5:

SHES R
o[ e[ e

Note que tres vectores pertenecen a la clase C L mientras que otros tres pertenecen a

la clase C?. Realizar lo siguiente:

a) Encontrar los estimados de las funciones discriminantes: fde(x) v fdez2(x).

b) Encontrar la linea de separacion o de decision entre ambas clases.

4 6
¢) Determinar la clase de los patrones: z, = [5] V@I, = [6] :

IA AruicApA A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AzuELA e FERNANDO REYES CORTES



3.5 Problemas propuestos 117

X2
A
104
8- o
+
o e @7
@%)
4 .
. C‘+
(3.3) i (8.3)
¢ ©2)
0 I %
2 4 6 8§ 10

Figura 3.5: Conjunto de datos para el problema 3.5.1.

3.5.2 Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.6:

o= o= = =[] = [
O R R P B

Para este ejemplo, cinco vectores pertenecen a la clase C'* y cinco vectores pertenecen
a la clase C2. Hacer lo siguiente:

a) Encontrar los estimados de las funciones discriminantes: fdoi(x) y fdez(x).

b) Encontrar las lineas de separacion de decisién entre pares de clases, y
: 3 . ’ ;
¢) Determinar la clase de los vectores: @, = descrito por un circulo vacio 0,

V&= [8} representado por un cuadro en blanco 0.

+ o+
(45 (o) (88 (08

- ..l
Bat
5
e

=3

bel

s

e 3
i

-
24 54

“@a

(A3

[

o 1 =
2 4 6 & 107!

Figura 3.6: Conjunto de datos para el problema 3.5.2.

HUMBERTO S0ssA AZUELA e FERNANDO REYES CORTES IA ApLicADA A ROBOTICA ¥ AUTOMATIZACION



118 Discriminacioén lineal y regresion logistica

3.5.3 Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.7:

o g o [ - [
e o 2]}
o[- [ [

Para este ejemplo, tres vectores pertenecen a la clase C!, tres vectores pertenecen a

la clase C? y tres pertenecen a la clase C2. Llevar a cabo lo siguiente:

a) Encontrar los estimados de las funciones discriminantes: fde:(x), fdez(x) vy
fdos(x).

b) Encontrar las lineas de separacién decisién entre pares de clases.

5} T 8
c¢) Determinar la clase de los puntos: @ = {2] ;= [7] ¥ &= [5}

o
(8,10)

C
o o
(58 (7.8)

2% @)

.
(2,3)

Figura 3.7: Conjunto de datos para el problema 3.5.3.
3.5.4 Elabore en MATLAB un programa que permita encontrar mediante el método de
discriminacién lineal descrito en la seccidn 3.2, lo siguiente:

a) Los estimados de las funciones discriminantes: fdq1, fdez, - fdes.
b) Las lineas de separacion entre pares de clases.
¢) Determinar la clase de un punto & = (z1, 22, ,2,)" .
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Verifique la correcta funcionalidad de dicho programa al aplicarlo a los problemas
3.5.1 y 3.5.3 antes descritos.

3.5.5 Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.8:

(= []om=0). (=[] =0). (0= 1] 0]

Aplicar el método de regresion logistica para estimar la funcién de probabilidad y
clasificar el punto con coordenadas (2,7), representado como un circulo vacio “0” y

mostrado en la figura 3.8, con base en esta probabilidad estimada.

X2
A
10
~ G c
@)
6 4
! 9.6)
(6,5)
1 ¢ e L ¢
(53)
3 )
0 1 I | I

X
2 4 6 8& 10!

Figura 3.8: Conjunto de datos para el problema 3.5.5.

3.5.6 Considere el siguiente conjunto de datos mostrado en la figura 3.9:

{(mlj[j].m:o). (@:{g].m:o). (m;;:[i].y;;:o). (m:[g].m: )
(== [1] =1) (o= 5] w=1): (or= 3] s=1). (= [}] =)}
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120 Discriminacioén lineal y regresion logistica

a) Aplicar el método de regresién logistica para estimar la funcién de probabilidad
y clasificar el punto con coordenadas (5,4), el cual se encuentra representado
como un circulo vacio 0" y mostrado en la figura 3.9, con base en esta

probabilidad estimada.

X2
A
10-
8_
@ h ¢
6 \
(6,6)
+
N G5 |
C? (5:4) (8:4)
) |
7 °
(8.2)
ahy
0 — T T T 1%

X
2 4 6 8 10!

Figura 3.9: Conjunto de datos para el problema 3.5.6.

3.5.7 Elabore en MATLAB un programa que permita encontrar, mediante el método de
regresion logistica descrito en la seccién 3.3, la funcion de probabilidad requerida para

poder clasificar un punto con coordenadas
€T
T2
€2 =
T

Verifique la correcta funcionalidad de dicho programa, si se aplica a los siguientes:

a) Problema 3.5.5, antes descrito.

b) Problema 3.5.6, anteriormente descrito.
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Filtrado de imédgenes

for y=h hasta y=(m-1)

for x=h hasta x=(n-1)
v=0);

for i=1 hasta i=h
for j=1 hasta j=h
| v=v(fleH+1-h, y+j+1-h) *hope(ig)):
end

end

g(x,y)=trunc(v);

end

Capitulo

end

4.1 Introduccion

4.2 Conceptos basicos sobre imagenes

4.3 Acondicionamiento de imagenes

4.4 Filtrado de imagenes

4.5 Resumen

4.6 Problemas propuestos



Descripcion del capitulo

En este capitulo se presentan los conceptos fundamentales, asi co-
mo las técnicas basicas de filtrado relacionadas con el tratamiento
o procesamiento digital de imagenes. Primeramente, se ofrecen los
conceptos de imagen, imagen digital, imagen binaria e histograma
de una imagen. En todos los casos se muestran ejemplos alusivos
para que el lector asimile rapidamente y de manera sencilla dichos
conceptos. Enseguida se dan los detalles sobre el acondicionado
de una imagen. Se expone el concepto de ruido en una imagen y
se muestran ejemplos. Después se habla del proceso de filtrado
como herramienta computacional para reducir el efecto del ruido
causado en una imagen. Se expone la operacion de tres filtros
muy usados por la comunidad en el acondicionado de una imagen:
filtrado promedio aritmético, filtrado gaussiano y filtrado mediano.
En los tres casos se presentan ejemplos. Mas adelante, se explica
como una imagen puede mejorarse en su contraste a través de la
modificacién de su histograma. Al final se ofrece un conjunto de
ejercicios para que el lector afiance los conocimientos aprendidos y
ponga en practica sus habilidades como programador.

Los siguientes temas son abordados:

Procesamiento basico de imdgenes.

Ruido en imagenes.

Acondicionamiento y filtrado de imagenes.

Filtrado por promedio aritmético, gaussiano y mediano.

Mejoramiento del contraste de una imagen.
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@ Introduccion

OY en dia, los robots se utilizan en multiples situaciones: en labores de rescate, de

manipulacion de residuos solidos, en la ensenanza, etcétera. Para que estos robots
sean capaces de desplazarse y llevar a cabo las tareas dentro de su espacio de trabajo, dichas
maquinas se valen de sensores, por ejemplo, la camara digital; a través de este dispositivo, el
robot adquiere imagenes o video del entorno circundante. Estas imagenes deben ser tratadas
y analizadas para que el robot sea capaz de ubicar e identificar los objetos a su alrededor y asi
desplazarse entre ellos y eventualmente para realizar tareas especificas con los mismos, como
manipuladores. Para esto el sistema de computo del robot debe realizar sobre las imdgenes
adquiridas un conjunto de pasos estratégicamente escogidos, con el objeto de obtener el

mejor desempetio posible.

En la figura 4.1 se muestra una de tantas estrategias. Como se puede ver después de que una
imagen ha sido adquirida a través de la cimara o una de las camaras del robot, es tratada
para reducir de ella el ruido causado inherente al proceso de adquisicién, las condiciones
atmosféricas, diferentes fuentes de iluminacion, brillos en los objetos, sombras entre objetos,
etcétera. Otra operacion de tratamiento que se puede hacer sobre la imagen de entrada es

mejorar su contraste con el objetivo de realzar su apariencia visual.

Imagen adquirida a través
de la cidmara del robot

l o Acondicionamiento de la imagen:

— Filtrado, ——3mf Segmentado de imagen

mejoramiento de constraste, etc.

Deteccion, identificacion, Extraccion de rasgos

-

clasificacion, etcétera descriptivos

~€——— Post-filtrado de ruido

Figura 4.1: Secuencia de pasos realizados sobre una imagen a la entrada
del sensor del robot para que este ultimo sea capaz de
ubicarse, desplazarse y realizar tareas con los objetos a su

alrededor dentro de su espacio de trabajo.
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Una vez que la imagen de entrada ha sido tratada en forma digital, esta debe ser segmentada,
es decir, dividida en regiones con un significado lo mas cercano al de los diferentes objetos
en la escena observada por la cdmara. Las regiones segmentadas todavia pueden venir
acompanadas de ruido parasito. Este ruido deberia ser eliminado o reducido para un mejor
éxito en etapas posteriores. Esto se puede lograr mediante téenicas de post-filtrado, como se
muestra en la figura 4.1. Enseguida, para cada uno de los objetos segmentados de la imagen
se calcula un conjunto de rasgos de tipo geométrico o topolégico que permiten describirlos en
forma global o local. Estas descripciones pueden ser usadas en una etapa final para detectar,
identificar y ubicar dentro de la imagen v, en consecuencia, dentro del espacio de trabajo

del robot a los diferentes ohjetos.

En este capitulo describe en primer lugar, un conjunto de técnicas cominmente utilizadas
para reducir el ruido en imdgenes. Para esto se presenta un conjunto de conceptos y
definiciones 1itiles para que el lector sea capaz de entender la operacion de los métodos
y técnicas expuestas. Los conceptos que se presentan son el de imagen, el de imagen digital,
el de imagen binaria y el de histograma. Los cuatro conceptos son ilustrados con ejemplos

para que lector entienda y asimile de manera sencilla los conceptos.

En segundo lugar se presentan los conceptos fundamentales relacionados con el tratamiento
o acondicionado de una imagen. Se muestra la operacién de dos conjuntos de técnicas, por
un lado, las relacionadas con el filtrado de una imagen para reducir el efecto del ruido que
puede venir durante el proceso de adquisicion. Por otro lado, se ilustra cémo el histograma
de una imagen puede ser usado para mejorar el contraste al ensanchar o ecualizar los niveles

de gris de la imagen. Todos los casos se ilustran con ejemplos.

@ Conceptos basicos sobre imagenes

N esta seccién se presenta un conjunto de definiciones basicas sobre imdgenes para
E seguir facilmente la lectura del material correspondiente de este capitulo y también de
los subsecuentes. Se proporcionan las definiciones de imagen, imagen digital y de imagen
binaria. Ademas, se presenta e ilustra el concepto de histograma el cual, como veremos més
adelante, resulta muy 1til para la segmentacion de imagenes asi como para el mejoramiento

de contraste.
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Definicion 4.1: Funcién imagen I

Una funcién de imagen o imagen es cualquier funcién real g(x, y) con integral finita y soporte

compacto SC tal que, para todo punto p € SC, z > 0, y > (.

Para ser util, una imagen de acuerdo con la definicién anterior requiere ser muestreada
y cuantizada [16] y [17]. Estas operaciones se realizan normalmente a través de lo que se
conoce como digitalizador o numerizador. Para mas detalles, referirse por ejemplo a [16]. El
resultado de digitalizar una imagen, segin la definicién (4.1), da como resultado una imagen

digital, la cual puede ser definida como sigue:

Definicién 4.2: Imagen digital I

Una imagen digital denotada como f(z,y) es un arreglo bidimensional € Z x Z, si (z, y) son

nimeros enteros de Z x Z, y f una funcién que asigna a cada par (z,y) un nimero de Z;

donde Z es el conjunto de los enteros.

Ejemplo 4.1

En la figura 4.2 se muestran tres imagenes digitales discreteadas a una resolucién de 416 x 312

pixeles, la primera con tres objetos, la segunda con cuatro y la tercera con cinco. Note la

complejidad variable de los objetos en las tres imagenes.

Figura 4.2: Tres imagenes digitales muestreadas a una resolucion de

416x 312 pixeles y cuantizadas a 256 niveles de gris.

Definicion 4.3: Imagen binaria I

Una imagen binaria denotada como b(z,y) es una imagen digital f(z,y) que ha sido

cuantizada a dos niveles de intensidad, 0 y 1.
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Ejemplo 4.2

En la figura 4.3 se muestran tres versiones binarias de las imagenes digitales de la figura 4.2.

Note que a pesar de que la informacion de las iméagenes originales fue reducida de 256 a dos
niveles de gris, la informacién esencial de los objetos contenidos se sigue manteniendo. Esto,
como veremos mds adelante, es esencial en tareas como la deteccién y la identificacién de

objetos.

Figura 4.3: Versiones binarias de las tres imagenes

digitales de la figura 4.2.

Definicion 4.4: Histograma de una imagen I

El histograma de una imagen f(z,y) con [ niveles de intensidad o de gris en el rango [0,1—1],

denotado como h(r;), es una funcion discreta, dada por:

T

h(r;) = — (4.1)

donde 7; es el i-ésimo nivel de gris, n; es el nimero de pixeles en la imagen con el nivel de

intensidad r; y, nr el nimero total de pixeles en la imagen f(z,y).

® Ejemplo 4.3

Desarrollar un algoritmo en MATLAB que permita obtener el histograma de una

imagen en tonos de gris.

Solucion

En la figura 4.4 se muestran dos imagenes de 416 x 312 pixeles en 256 niveles de gris, una ima-

gen con tres objetos y la otra con seis y sus correspondientes histogramas. Un procedimiento
sencillo para obtener el histograma de una imagen es el que se muestra con pseudocodigo

en el cuadro 4.1.
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®~ %

Histograma original Histograma original

A

Figura 4.4: Dos imagenes de 416x312 pixeles y 256 niveles de

gris, una con tres objetos y la otra con seis objetos
y sus correspondientes histogramas. Note como en

ambos casos los histogramas son bi-modales.

Pseudocddigo 4.1

Algoritmo para obtener el histograma de una imagen f(z,y)

Definir un contador ¢ con tantas casillas como niveles de gris se puedan encontrar en la
imagen. Si se sabe por ejemplo, que la imagen fue cuantizada a 256 niveles de intensidad,

entonces el contador ¢ contendra 256 casillas.

Inicializar en cero todas las casillas del contador ¢(i) =0, i=1,---,1.
for y=1 hasta y=m

for x=1 hasta x=n
i=f(x,y); % f(z,y) es el nivel de gris del pixel con coordenadas (z,y).

c(i)=c(i)+1; % la casilla 7 del contador ¢(i) es incrementada en 1.
end
end

Dibujar histograma;

Al final de la ejecucién de este procedimiento, el contador (i) se encontrard lleno de niimeros.
Cada uno de estos niimeros representard, como ya se dijo anteriormente, las veces que un

nivel de gris dado se encuentra en la imagen.
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La idea presentada en el pseudocddigo 4.1 se encuentra implementada en lenguaje MATLAB
con el programa cap4 Histograma.m, cuya documentacion y descripcion estan contenidas en
el cuadro de codigo 4.1. En la linea de programacion 4 se descarga a memoria la imagen de
prueba cap4 imapruebal.png, v su correspondiente visualizacién se realiza en la linea 6. Las
dimensiones n x m de la imagen f(z,y) se obtienen en la linea de programacién 8; mientras
que el contador ¢(i) se inicializa en ceros (ver linea 9). Las dos imdgenes de prueba fueron
cuantizadas en 256 niveles de gris, estos se asignan a la variable: niveles, tal y como se indica

en la linea 10.

Procedimiento para ejecutar el programa: cap4_Histograma.m

Entrada: imagen en niveles de gris f(z,y).

i
Salida: histograma h(r;).

Los archivos de las imagenes de prueba: cap4 imapruebal.png vy
cap4 imaprueba2.png, asi como el codigo fuente en MATLAB del pro-
grama cap4_Histograma.m (ver cuadro de c6digo 4.1) se encuentran disponibles
en el sitio Web de esta obra.

Descargar todos los archivos en la misma carpeta, cuya trayectoria en disco

duro es definida y seleccionada por el usuario.

El cédigo principal del histograma se encuentra entre las lineas 11-16; observe que las
dimensiones obtenidas en la linea 8 se utilizan para hacer el barrido adecuado de los n
renglones y m columnas de la imagen f(z,y). De hecho, en la linea 13 se obtiene el nivel de
gris de la imagen f correspondiente a sus respectivas coordenadas (z,y). Este nivel de gris,

se contabiliza en el registro i-ésimo de la variable contador ¢(3).

En la linea 14 se dibuja el histograma de la imagen f(z,y); y, para propésitos de andlisis,
este resultado se compara con el histograma de la misma imagen f(z,y) usando la funcién

de MATLAB imbhist(f) en la linea 20 (su resultado grafico se lleva a cabo en la linea 21).

El lector puede también probar el algoritmo con la imagen cap4 imaprueba2.png. Como se

esperaba, en ambos casos, los dos histogramas son bi-modales.
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‘\ Codigo MATLAB 4.1 cap4 Histograma.m
Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 4. Tratamiento de imdgenes.
Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento” A
Programa: cap4 Histograma.m MaATLAB versiéon 2020b
1 cle; % limpia pantalla.
2 clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.
3 close all; % cierra gréficas, archivos y recursos abiertos.
4 f=imread( 'cap4 imapruebal.png' ); % lee imagen de prueba f(z,y).
5 figure(1)
6 imshow(f) % muestra imagen de prueba (ver figura 4.4).
7 title( 'Tmagen original' )
8 [n, m|=size(f); % dimensiones de la imagen f(z,y).
9 c=zeros(256,1); % inicializa en ceros el registro del contador c(i).
10 niveles=1:256; % niveles de gris.
11 for x=1:n % barrido en renglones de la imagen f(z,y).
13 for y=1:m % barrido en columnas de la imagen f(z,y).
13 i=f(x,y); % obtiene el nivel de gris de f(z,y).
14 c(i)=c(i)+1; % contador de pixeles a niveles de gris.
15 end
16 end
17 figure(2) % (ver figura 4.4).
18 fill(niveles,c,'b' ); % dibuja histograma h(r;) de la imagen f(x,y).
19 title( 'Histograma original' ); figure(3)
20 [Contador matlab,nivel gris|] = imhist(f); % hist., con funcién MATLAB.
21 fill(nivel gris,Contador matlab, 'x' , niveles, Contador, 'O' );
22 title( 'Histograma con funcién de Matlab' );
HER

HuMs
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@ Acondicionamiento de imagenes

N esta se seccion se describe, por un lado, un conjunto de técnicas para reducir la
E influencia de ruido en imagenes. En particular, se expone la operacién de tres filtros
en el dominio de la imagen: 1) filtro promedio aritmético, 2) el filtro gaussiano y 3) el filtro
mediano. Los dos primeros son de tipo lineal, mientras que el tercero es de tipo no lineal.
Por otro lado, se estudia un conjunto reducido de técnicas para modificar el contraste de la

imagen de entrada o pre-procesada a través de un filtro de ruido.

El objetivo de la aplicacion de un modificador de contraste de imagen es mejorar su
apariencia visual. En ambos casos se busca que el desempeno del sistema completo de
deteccion y reconocimiento de objetos ofrezca el mejor desempeno posible para que en
consecuencia el robot sea capaz de realizar correctamente la tarea encomendada dentro

de su espacio de trabajo.

Ruido en imagenes

Las imagenes al ser adquiridas usualmente vienen contaminadas con algin tipo de ruido.
El ruido puede deberse a varias causas, por ejemplo, durante el proceso de adquisicién. Al
tomar varias imagenes de una misma escena a través del mismo captor, aun en situaciones
controladas, uno puede darse cuenta de que el valor de un pixel a lo largo de la secuencia

de imédgenes no es el mismo.

Estas fluctuaciones pueden introducir errores en procesamientos posteriores. El ruido puede

deberse también a las siguientes causas:

1) Fluctnaciones espurias en los niveles de gris de los pixeles, introducidas por el sistema

de adquisicion.

2) Fluctuaciones aleatorias o inexactitudes en los datos, precision limitada del equipo

de cémputo usado o redondeo.

3) Agrupamientos erroneos de partes de los objetos en las imdgenes.
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Algunos tipos de ruido

En la seccién anterior se mencioné que las imagenes al ser adquiridas pueden venir
contaminadas con ruido. Esto puede afectar la operacién del sistema de deteccion e
identificacién de objetos. Algunos tipos de ruido que suelen usarse para probar el desempeno
de filtros son los siguientes. Sea f(z,y) una imagen adquirida mediante una de las cAmaras
del robot. En lo que sigue, diremos que esta imagen puede venir alterada o contaminada
con ruido mezclado como se muestra. Una versién ruidosa f (z,y) de la imagen de entrada

f(z,y) se obtiene al sumar o restar al azar a cada pixel de f(z,y) un entero ¢, tal que

Flo.y) = Jlzyy) e

Una manera de generar una version ruidosa f(x,y) de una imagen f(z,y), es la siguiente:

~ _ {f(:c,y) a<l*

f(z,y) floy) L amP (4.2)

En este caso, a € [0,1] es una variable aleatoria uniformemente distribuida, el pardmetro I*
controla cuanto de la senal f(x,y) es contaminada, la variable ¢ determina qué tan severo
es el ruido. Cuando b = 1 el ruido adicionado a f(z,y) es de tipo aditivo. De igual forma,

cuando b = —1 el ruido adherido al patréon es de tipo substractivo.

En el caso de imagenes con valores en el rango [0, [ — 1], el valor de ¢, sustraido o adicionado

a cada pixel serd tal que:
0 < flz,yxec<i-1 (4.3)

Cuando no se conoce la naturaleza del ruido presente en una imagen, se asume que este sigue
un comportamiento de tipo gaussiano. En este caso la variable ¢ toma valores de acuerdo

con la siguiente ecuacién:
2
c = g 243 (4.4)

donde z € Ry U0, y 0 € Ry es un pardmetro de amplitud gaussiana.

Ejemplo 4.4

En la figura 4.5a se muestra una imagen v tres versiones ruidosas con ruido mezclado

gaussiano para tres valores de o. Note que conforme el valor de ¢ aumenta, el efecto del ruido
sobre la imagen incrementa tendiendo a una pérdida cada vez mas notoria de la informacion,

tal y como se ilustra en las figuras 4.5b-4.5d, respectivamente.
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Figura 4.5: Imagen con seis objetos a), b)-d) son tres versiones de la

misma imagen pero contaminadas con ruido gaussiano,

og=0.1,0 =02y o= 0.3, respectivamente.

Otro tipo de ruido que suele acompanar a las imdgenes es el tipo sal y pimienta. Es-
te ruido se caracteriza por saturar el valor de uno o mas pixeles de f(x,y) hacia el
extremo positivo (ruido tipo sal, I — 1) o hacia el extremo inferior (ruido pimienta,
0). Para generar ruido saturado tipo sal y pimienta usando la ecuacién (4.2), es su-
ficiente que para cada pixel con coordenadas (z,y), b = 1 y ¢ = 0 (pimienta) o

¢ = | —1 (sal), con [ el valor miximo de saturacién que cada pixel puede tomar.

Ejemplo 4.5

En las figuras 4.6(b-d) se muestran tres versiones ruidosas con ruido mezclado sal y pimienta
de la imagen mostrada en la figura 4.6a, para tres valores del parametro [*. Al igual que
en el caso del ruido gaussiano, note que conforme el valor del pardmetro [* aumenta, mas

notorio es el efecto del ruido sobre la imagen.

Figura 4.6: Imagen con seis objetos (a), y (b-d) tres versiones

contaminadas de dicha imagen con ruido sal y pimienta,
las cuales corresponden a los casos I* = 0.1, [* =02y

[* = 0.3, respectivamente.
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@ Filtrado de imagenes

L objetivo de las técnicas de filtrado consiste en reducir o eliminar, en el mejor de los
E casos, el ruido presente en una imagen. Debido a que el proceso de modelado del ruido
es algo muy complicado, en un escenario ideal se obtiene una reduccién del mismo presente
en la senal. En esta seccion se estudia un conjunto de técnicas muy importantes para reducir
la influencia del ruido en varias ocasiones presente en las imdgenes adquiridas a través de la

camara del robot.
Se estudia la operacién de filtros de tipo lineal y no lineal en el dominio de los elementos de

la imagen de entrada. En particular se analiza la operacion del filtro promedio aritmético,

promedio gaussiano y mediano.

Filtro promedio aritmético

A continuacion se define el filtrado promedio aritmético.

Definicién 4.5: Filtro promedio aritmético I

En el dominio de los pixeles, un filtro promedio aritmético h,, es un arreglo de h x h ele-

mentos 0 pesos wy, Wa, -+, Wpxp), tales que w; > 0, usualmente es entero.

® Ejemplo 4.6

Aplicar el filtro aritmético hp, a una imagen de entrada f(z,y) para obtener una

version modificada g(z,y).

Solucion

En la figura 4.7 se muestran respectivamente, cuatro filtros de promedio aritmético, dos de

tamano 3 x 3 y dos de tamano 5 x 5. Note cémo, en todos casos, los pesos son enteros

positivos.

En su aplicacién, el filtro promedio aritmético h,, es desplazado a lo largo de la imagen
de entrada f(z,y), usualmente, de izquierda a derecha y de arriba abajo, para obtener una

version modificada g(z, y).
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Figura 4.7: Cuatro filtros de promedio aritmético, dos de tamano

3 x 3 y dos de tamano 5 x 5.

Resultado

Imagen de entrada fx,)) Imagen de salida g(x,y)

Resultado|

Imagen de entrada ffx,y) Imagen de salida g(x.y)

Resultado

>

Imagen de entrada f{x,)) Imagen de salida g(x,y)

Figura 4.8: Filtro promedio aritmético.
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La figura 4.8 muestra como el fil-
tro se desplaza sobre los diferentes
elementos en la imagen de entrada
para ir obteniendo sus correspondien-
tes valores de la imagen procesada
g(z,y). El resultado de aplicar el
filtro aritmético h,, sobre la posi-
cion (z,y) de la imagen de entrada
f(z,y) es puesto en la correspon-
diente coordenada cartesiana (z,y)

de la imagen de salida g¢g(z,y).

Otra forma de interpretar el resultado
de la aplicacién del filtro promedio
aritmético hp, sobre un pixel con
coordenadas (z,y) en la imagen de
entrada f(z,y), es que puede ser visto
como una suma ponderada entre el
vector de pesos wy, Wa, - -, Wipxp) del
filtro hp, y los valores de gris de la
imagen de entrada fi, fo, -, finxn)
dentro de la vecindad de tamano
h x h del filtro hy,, alrededor del
pixel p con coordenadas (z,y) en
la imagen de entrada f(z,y). Es
decir, puede ser expresado como el
producto punto o producto escalar.
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Entonces, el resultado puede ser descrito de la siguiente manera:

ro= I i (4.5)

Matematicamente, esta operacién puede ser vista como el producto punto escalar o producto
interno entre dos vectores de dimension h x h, el de pesos en la mascara o ventana de filtrado
y el de valores de nivel de gris de la imagen de entrada f(z,y) en la posicién (z,y), segin
lo mostrado en la figura 4.8. El resultado serd puesto finalmente en la posicién (z,y) en la
imagen de salida g(x,y) viene dado usualmente, por el valor truncado del promedio de la

suma de los i x h productos w; - f;, como sigue:

1 1
g(z,y) = trunc (h. 5 h?) = trunc (mwz . fl) : (4.6)

Como es bien sabido, un filtro de tipo promedio aritmético tiende a suavizar variaciones lo-

cales en la senal actuando por tanto, como un filtro pasa-bajas. Como tal, este filtro tiende
a desenfocar la imagen, mitigando a la vez los efectos del ruido asociados por lo general, con

altas frecuencias en la senal.

ee Ejemplo 4.7

Aplicar el filtro aritmético hy, a una imagen de entrada f(z,y) usando las ecuaciones
(4.5) y (4.6) sobre la posicion marcada en gris en la imagen de tamano 5 x 5 de la
figura 4.9a.

Solucion

En la figura 4.9b se muestra el resultado de la aplicacién del primer filtro de la figura 4.7 y

las ecuaciones (4.5) y (4.6) sobre la posicién marcada en gris en la imagen de tamano 5 x 5
de la figura 4.9a.

El valor 3 que se muestra en la figura 4.9b fue obtenido al aplicar las ecuaciones (4.5) y (4.6)

como sigue:
g(z,y) = tune (Gl fi)
1
= trunc(§(1-4+1-3+l-3+1-3+1-7+1-2+1-3+1-3+1-3))

= e (é (31))

= trunc(3.4444) = 3.
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Figura 4.9: Aplicacion del primer filtro de tamano 3 x 3 de la figura
4.7 sobre el pixel en la posicién central la imagen de
la izquierda f(z,y). El resultado es puesto en la misma

posicién, pero en la imagen de salida g(z,y).

Un procedimiento sencillo por filtrado promedio aritmético de una imagen f(z,y) usando
una ventana de tamano h x h para obtener la imagen filtrada de salida g(z.,y), es el que a
continuacion se presenta:

Pseudocdédigo 4.3

Algoritmo de filtrado promedio aritmético de imagenes

Procedimiento para filtrar una imagen f(z,y) € R™™™ con méscara hpq(i,7) de h x h

pixeles:

Entrada: imagen en niveles de gris f(z,y) € R™*™.
Salida: imagen filtrada g(x,y). % g(z,y) € R™™™.

g(x,y)=zeros(n, m); % la imagen g(z,y) € R"*™ se llena de ceros.
Disenar méscara hy,(i,j) de tamano h x h, con valores positivos.
for y=h hasta y=(m-1)

for x=h hasta x=(n-1)
v=0);
for i=1 hasta i=h
for j=1 hasta j=h
| v=v+(f(x+i+1-h, y+j+1-h)*h_pa(ij))/(h=h);
end

end

g(x,y)=trunc(v);
end

end

% fin del procedimiento.
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ee Ejemplo 4.8

Desarrollar un programa en MATLAB que permita filtrar una imagen f(z,y) a través
del filtrado promedio aritmético.

Solucion

En las figuras 4.10b-4.10d se muestra el efecto de aplicar un filtro promedio aritmético con

diferentes tamanos de mascara 3 x 3, 5 x5, 7TX 7,9 x 9y 11 x 11 a la imagen de la figura
4.10a. Notese cémo entre mas grande es la ventana de promedio, més severo es el efecto de

atenuacion o desenfocado, con la pérdida de detalle que esto conlleva.

Figura 4.10: Efecto de aplicar el filtro de promediado aritmético de varios
tamanos sobre una imagen con niveles de gris. a) Imagen
sin filtro, b) Imagen filtrada con mascara de dimensién 3x3,
c) Imagen filtrada con maéscara de 5x5, d) Resultado con
mascara de 7x7, e) Resultado con mascara de 9x9 y f)
Resultado con ventana de 11x11.

El cuadro de codigo MATLAB 4.2 describe el programa cap4_filtropa.m para implementar
el filtro promedio aritmético hy, de acuerdo con el pseudocddigo 4.3. El filtro h,, es aplicado
a la imagen f(z,y) sin filtro mostrada en la figura 4.10a. El primer filtro h,, que se utiliza,
corresponde al filtro 3 x 3 lleno de unos descrito en la figura 4.7, el cual reproduce a la figura
4.10b.
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‘\ Cdédigo MATLAB 4.2 cap4 filtropa.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robdética y Automatizacion.
Capitulo 4. Tratamiento de imdgenes.

Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.

Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento” A

Programa: cap4 filtropa.m MaTrAB versién 2020b

cle % limpia pantalla.
clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.
close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.
f=imread( 'cap4_GatoManchas.png' ); % lee imagen de prueba f(z,y).
figure(1)
imshow(f) % muestra imagen de prueba (ver figura 4.10a).
title( Tmagen original' )
[n, m|=size(f); % dimensiones de la imagen f(z,y).
g=zeros(n,m);
hpa=[1, 1, 1;

1 bl [ s

i IS
[ h, h]=size(hpa);
for y=h:(m-1)
for x=h:(n-1)
v=0; % se limpia la variable v de cémputo.
for i=1:h

for j=1:h
| v=ve(EGetit1-h, y+j+1-h)*hpa(i,j))/(hh);
end

end

end

g(x,y)= uint8 (round(v)); % registro del pixel filtrado por promedio aritmético.

end

IA AruicApa A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AZUELA e FERNANDO REYES CORTES




4.4 Filtrado de imagenes 139

4\ Contintia cédigo 4.2: cap4 filtropa.m

25 figure(2)

26 imshow(g)

27 title( Tmagen filtrada' )

28 imagesc(g,[0 255]); colormap(gray);

La linea de programaciéon 4 en el cuadro de cédigo MATLAB 4.2 del programa
cap4_filtropa.m lee la imagen de prueba y la descarga a memoria directamente en la variable
f(z,y). Esta imagen se despliega en la linea 6 para obtener la figura 4.10a. En la linea 8 se
obtiene la dimension de dicha imagen y con este resultado se declara la imagen de salida, es
decir, la variable g(x, y), la cual se llena de ceros; de esta forma, g(x,y) representa la imagen
de salida con la dimensién adecuada, tal y como se ilustra en la linea de programacién 9. El
filtro promedio aritmético h,, con dimensién 3 x 3 lleno de unos, se define en la linea 10. Si
bien la dimensién h x h del filtro h,, es conocida, puesto que el usuario la propone, en la

linea 13 se obtiene verificando en este caso que h = 3.

El cédigo principal del filtro promedio aritmético h,, se encuentra comprendido entre las
lineas 14 y 24. Su aplicacion se realiza con desplazamientos de izquierda a derecha y de arriba
hacia abajo a lo largo de toda la imagen f(z,y), obteniendo la imagen de salida g(z,y); es

decir, la imagen filtrada.

Es muy importante indicar al lector que en el proceso de filtrado, la variable de cémputo v
definida en la linea 16 se debe de limpiar o inicializar a cero, cada vez que se ha terminado
un barrido completo alrededor de una cierta region del pixel (z,y), es decir, aplicando el
filtro hp, en la regién (z +i+1—h,y+ j+ 1 — h). Antes de ser limpiada esta la variable
v, su valor ponderado debe ser registrado en la imagen de salida g(z,y) en las coordenadas
(x,y), entonces en el pixel filtrado por promedio aritmético se toma en cuenta inicamente
la parte entera del valor computado en v; para realizar esto, se utiliza la funcién round, tal

v como se indica en la linea 23.

El conjunto de pixeles filtrados v se van registrando en forma recursiva en la imagen de
salida filtrada g(z,y) como enteros positivos de 8 bits, la imagen filtrada es desplegada en
la linea 28, cuyo resultado es mostrado directamente en tonos de gris, como se ilustra en la

imagen de la figura 4.10b.
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El lector puede reproducir los resultados mostrados de las imagenes contenidas en las figuras
4.10c a la 4.10f, tomando ventanas de filtros h x h cada vez mas grandes, como las que se
describen en la figura 4.8. Es importante resaltar que entre mds grande sea la ventana
del filtro de promedio aritmético hy,,, entonces serd mas severo el efecto de atenuacién o
desenfocado; esto significa que se iran perdiendo los detalles de la imagen a medida que
la dimension de la ventana aumenta. Se invita al lector a modificar el cédigo fuente con
ventanas mds grandes de filtros hp, en el programa cap4 filtropa.m del cuadro de cédigo
MATLAB 4.2.

Filtro promedio gaussiano

Un tipo de filtrado diferente al promedio aritmético h,,, es el denominado filtro promedio
gaussiano representado por h,,, el cual incluye una forma estructural exponencial de las

coordenadas cuadraiticas (z,y) de la imagen. El filtro promedio gaussiano se define como:

Definicion 4.6: Filtro promedio gaussiano I

En el dominio de los pixeles, un filtro promedio gaussiano h,, es un arreglo de i x h elementos

0 Pesos w1, Ws, -, W(hxh), tales que w; > 0, son ajustados en términos de:
_1,2+y2
hye = Hizy) =ce 2o (4.7

donde ¢ es una constante de normalizacion.

Por lo que, de la ecuacién (4.7) se puede obtener lo siguiente:

H(i’—y) —e ook (4.8)

una vez seleccionado el valor de o2 se puede evaluar el niicleo para la ventana h.

Dada una imagen f(z,y) de dimensiones n x m pixeles, un procedimiento sencillo para filtrar
a la imagen f(z,y) usando un filtro promedio gaussiano establecido por la ecuacién (4.8) y
utilizando una maéscara de dimensiéon h X h pixeles para obtener la correspondiente imagen
filtrada g(z,y), es el que se encuentra descrito en el pseudocédigo 4.3 y que a continuacion

se describe:
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Pseudocédigo 4.3

Algoritmo de filtrado promedio gaussiano de imagenes

Procedimiento para filtrar una imagen f(z,y) € R"*™ con maéscara hy,(i, j) € I,
Entrada: imagen en niveles de gris f(z,y) € R™™™,

Salida: imagen filtrada g(z,y) € R™*™.

g(x,y)=zeros(n, m); % la imagen g(z,y) se llena de ceros.

Disenar mascara hyg(i,j) de tamano h x h, con valores positivos.

for y=h hasta y=(m-1)

for x=h hasta x=(n-1)
v=0;

for i=1 hasta i=h
for j=1 hasta j=h
| v=v+(f(x+i+1-h, y+j+1-h)*h pg(i,j));
end

end

g(x,y)=trunc(v);

end
end

% fin del procedimiento.

e e o Ejemplo 4.9

Considere la imagen f(z,y) mostrada en la figura 4.11a, desarrolle un programa en

MATLAB para implementar el filtro promedio gaussiano con 6> = 2y h =7y

obtenga la correspondiente imagen de salida filtrada g(z,y).

Solucion

Para obtener el filtro gaussiano con el parametro 02 = 2 y dimensién de la ventana 7 x 7 se

procede de la siguiente manera. Considere una ventana de dimension 7 x 7 con los siguientes
datos: z = {—3,-2,—1,0,1,2,3}, asi como y = {-3,-2,—1,0, 1,2, 3}, entonces los valores

de la ventana para el filtro establecido por la ecuacion (4.8), es decir: e 2% son

los que se muestran en la tabla 4.1.

La mascara de la tabla 4.1 utilizada de forma directa sobre la imagen f(x,y) de la figura
4.11a reduce la influencia del ruido sobre la imagen, obteniendo la imagen filtrada de salida

g(z,y) tal y como se muestra en la figura 4.11b.
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Figura 4.11: Imagen original a). En la figura b) se muestra la imagen

filtrada de salida g(z,y) procesada a través de un filtro

promedio gaussiano, usando ¢ = 2 y una ventana 7 x 7.

Tabla 4.1: Filtro gaussiano (4.8), con 0> =2y h=71.

(:E., y) -3
-3 0.0111
-2 1 0.0388
-1 1 0.0821
0 |0.1054
1 0.0821
2 0.3688
3 0.0111

-2
0.0388
0.1353
0.2865
0.3679
0.2865
0.1353
0.0388

-1
0.0821
0.2865

0.606
0.7788
0.6065
0.2865
0.0821

0
0.1054
0.3679
0.7788

1.0
0.7788
0.3679
0.1054

1
0.0821
0.2865

0.606
0.7788
0.6065
0.2865
0.0821

2
0.0388
0.1353
0.2865
0.3679
0.2865
0.1353
0.0388

0.0111
0.0388
0.0821
0.1054
0.0821
0.0388
0.0111

El cuadro de cédigo 4.3 contiene la implementacién en lenguaje MATLAB del filtro promedio
gaussiano, cuya descripcion se encuentra en el programa cap4filtropg.m; en la linea de
programacion 4 se descarga la imagen de entrada a memoria, almacendndola en la variable

f(z,y) y en la linea de programaciéon 6 se exhibe en pantalla, correspondiendo a la imagen

que muestra en la figura 4.11a.

Posteriormente en la linea 11 se inicializa la imagen de salida g(x, y) con ceros y también se

definen el parametro ¢ y la dimension de la ventana.
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2 2
El codigo que implementa al filtro promedio gaussiano e~ 2% | ecuacién (4.8) se encuentra

desarrollado entre las lineas 10 y 20. Observe que en la linea 15 se invoca a la funcién hy,,

la cual se ubica en la linea 27; esta funcién es la que genera la mascara de la tabla 4.1.

‘\ Cédigo MATLAB 4.3 capd filtropg.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 4. Tratamiento de imagenes.
Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.

Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento” tfh

Programa: cap4 filtropg.m MATLAB version 2020b

1 cle % limpia pantalla.

[}

clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.

close all; % cierra graficas, archivos y recursos abiertos.

W

f=imread( 'cap4_GatoManchas.png' ); % lee imagen de prueba f(zx,y).
figure(1)

imshow(f) % muestra imagen de prueba (ver figura 4.11a).

o

title( Tmagen original' )

[n, m|=size(f); % dimensiones de la imagen f(z,y).

© o N o

g=zeros(n,m); h=T7; sigma=sqrt(2); %

10 for y=h:(m-1) % cédigo MATLAB del filtro promedio gaussiano.
11 for x=h:(n-1)

12 v=0;

13 for i=1:h

14 for j=1:h

15 | v=v(f(ctitLh, y+i+1-h)*hpg i, sigma));

16 end

17 end

18 g(x,y)= uint8(round(v));

19 end

20 end
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¢\ Continda cédigo 4.3: cap4 filtropg.m

21 figure(2)
2

b3

imshow(g) % imagen de salida figura 4.11b.

23 title( Imagen filtrada' )

24 % representacién de la imagen en tonos de gris.
2

=

imagesc(g,[0 255]); colormap(gray);
26 Y0 Funcién filtro gaussiano

2.2+. 2
27 function filtro=hpg(x,y, sigma) % e~ 20
28 a=(x"2+y"2)/(2+sigma’2);
29 filtro=exp(-a);

30 end

Sin embargo, si se quiere trabajar directamente con valores enteros es necesario primero un
rescalamiento de los pesos de la méscara, de forma que el valor mas pequeno quede en 1.0.

El valor de rescalamiento k se calcula como se indica:

1
k = trunc(m)=90

la nueva mascara de filtrado gaussiano se presenta en la tabla 4.2, donde z representa los

renglones o filas, y las columnas.

Como en el caso del filtro de promedio aritmético descrito en la seccion 4.4.1, para que no se
presente una saturacion en los valores de la imagen resultante al aplicar la mascara obtenida

se agrega un factor de normalizacién obtenido por la suma de todos los pesos del nicleo:

e
Il
(R
=
Il
wf3

& = H(z;,y) (4.9)

~
I
|
(SR
o
Il
|
w3

para este ejemplo, c=14+3+7---+7+3+1=1128.

En la tabla 4.3 se presenta la normalizacién de los pesos del nucleo establecidos por la

ecuacion (4.9).
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Tabla 4.2: Nueva mascara de filtrado gaussiano.

3| 719 7,3 |1
12126 |33 |26 12
26 | 55 | 70 | 55 | 26
33 |70 190 | 70 | 33
26 | 55 | 70 | 55 | 26
33 |12 |26 | 33 | 26 | 12
113719 | 7]3

-] © =g W =
— W~ © =~ W

Tabla 4.3: Normalizacién de los pesos del nticleo.

1|13 (79 |T7]|3 |1

3112(26(33|26|12 |3
7 126|55|70|55]|26]|7
Tl 9 [33|70(90|70(33|9
7 126|55|70|55|26]|7
3312 |26(33(26|12|3
1|3|7|9]|7|3]1

Para demostrar en la practica que la nueva mascara gaussiana establecida en la tabla 4.3, con
normalizacion de pesos es correcta, se puede verificar el mismo resultado de filtrado sobre la
imagen de la figura 4.11a (obtenido anteriormente usando el cuadro de c6digo MATLAB 4.3
del programa cap4 filtropg.m); con esta finalidad, considere el programa cap4 filtropgA.m
descrito en el cuadro 4.4, el cual es una version modificada del cddigo para el filtro promedio

gaussiano.

Observe que en la linea de programacion 14 del cuadro 4.4 se encuentra implementada la
mascara gaussiana descrita por la tabla 4.3, v por lo tanto, en esta nueva version del codigo en
MATLAB ya no se requiere a la funcion del filtro promedio gaussiano que tiene el programa
capd filtropg.m (por ejemplo, ver la linea de programacién 27 del cuadro de cédigo 4.3).
La imagen de salida g(z,y) (imagen de la figura 4.11b) resulta de aplicar el filtro promedio

gaussiano a la imagen de entrada f(z,y) de la figura 4.11a.
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En

el codigo comprendido entre las lineas de programacién 21 a la 31 se encuentra la

implementacién del filtro promedio gaussiano, el cual utiliza la mascara de la tabla 4.3

en la linea de programacion 26. El resultado corresponde a la imagen de salida g(z,y) de la
figura 4.11b.

© W N @ v s W W

10
11
12
13

1

i~

15
16
17
18
19
20

‘\ Cédigo MATLAB 4.4 cap4 filtropgA.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 4. Tratamiento de imagenes.
Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.

Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap4 filtropgA.m MaTLAB version 2020b

cle % limpia pantalla.
clearvars; % remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.
close all; % cierra gréficas, archivos y recursos abiertos.
f=imread( 'cap4_GatoManchas.png' ); % lee imagen de prueba f(z,y).
figure(1)
imshow(f) % muestra imagen de prueba (ver figura 4.11a).
title( 'Tmagen original' )
[n, m|=size(f); % dimensiones de la imagen f(z,y) € R"*™.
g=zeros(n,m); % se declara la imagen de salida g(z,y) € IR™*™.
h=T; % dimensién para la ventana de la méscara del filtro.
sigma=sqrt(2); % % pardmetro o del filtro promedio gaussiano.
c¢=1128; % constante de normalizacién para la tabla 4.3.
% méscara gaussiana establecida en la tabla 4.3.
hpg=(1/c)*[1, 3, 7, 9, 7, 3, 1; % mascara de filtrado de la tabla 4.3.
3.12, 26, 33, 26, 12, 3;
7,26, 55, 70, 55, 26, T;
g9, 33, 70, 90, 70, 33, 9;
7, 26, 55, 70, 55, 26, T;
33,12, 26, 33, 26, 12, 3;
1,307, 90T, 3 1;
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4\ Continta cédigo 4.4: cap4 filtropgA.m

21 for y=h:(m-1) % cdédigo MATLAB del filtro promedio gaussiano.

22 for x=h:(n-1)

23 v=0;

24 for i=1:h

25 for j=1:h

26 | v=v(f(xtit1-h, y+j+1-h)*hpg(ij, sigma));
27 end

28 end

29 g(x,y)= uint8(round(v));

30 end

31 end

32 figure(2)

3

(9]

imshow(g) % imagen de salida figura 4.11b.
34 title( Tmagen filtrada' )
35 % representacion de la imagen en tonos de gris.

36 imagesc(g,[0 255]); colormap(gray);

ee Ejemplo 4.10

Considere la imagen de entrada f(z,y) que se presenta en la figura 4.12a, la cual se
encuentra contaminada con ruido gaussiano correspondiente a ¢2=0.05. Desarrollar
un programa en MATLAB que permita filtrar la imagen f(z,y) usando los filtros
promedio aritmético h,, y el filtro promedio gaussiano h,,, con 62 = 1 y una ventana

h =5, para ambos filtros.

Solucion

Como ejemplo ilustrado del filtrado promedio gaussiano, en la figura 4.12a se muestra una

imagen contaminada con ruido gaussiano correspondiente a 2=0.05. En las figuras 4.12b

v 4.12¢ se muestran las imagenes resultantes por utilizar un filtro promedio aritmético de
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5 x b y una méscara gaussiana también de 5 x 5 con 02 = 1.0. Note cémo el filtro gaussiano
tiende a reducir la influencia del ruido y, a la vez, a preservar mejor el detalle en la imagen

que el filtro promedio aritmético.

Figura 4.12: a) Imagen contaminada con ruido gaussiano con o = 0.05.
(b) Imagen filtrada usando filtro promedio aritmético con
ventana 5 X 5. (¢) Imagen filtrada con un filtro gaussiano de

dimensién 5 x 5y o2 = 1.

El programa en MATLAB cap4_programaejemplol0.m contiene el cédigo fuente de este

ejemplo y se encuentra disponible en el sitio Web de esta obra.

Procedimiento para ejecutar el programa del ejemplo 4.10

Entrada: imagen en niveles de gris f(z,y) (cap4_GatoManchas.png ).

A~

Salida: imagen filtrada g(z,y).

“hy

El archivo de la imagen de prueba: cap4_GatoManchas.png, asi como el cédigo

A |

fuente en MATLAB del programa cap4_programaejemplol(.m se encuentran

disponibles en el sitio Web de esta obra.

Descargar todos los archivos en la misma carpeta, cuya trayectoria en disco

[~

duro es definida y seleccionada por el usuario.
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Filtro mediano

FEl filtro mediano es uno de los mds usados para filtrar imagenes. Siendo del tipo no lineal,

basicamente lo que el filtro mediano hace es reemplazar el nivel de gris de la imagen de salida
g(z,y) por la mediana de los niveles de gris en una vecindad del pixel bajo consideracién en

la imagen de entrada f(z,y).

Este método es particularmente 1til cuando el ruido contiene valores pico que se salen del
promedio, los cuales se quiere eliminar. Solo para recordar, la mediana o valor mediano m
de un conjunto de valores es tal que la mitad de los valores en el conjunto es menor que m,

y la otra mitad es mayor que m.

Para aplicar este filtro a un pixel con coordenadas (z,y) hay que: ordenar los valores del
pixel y sus vecinos en forma ascendente. Determinar la mediana de este conjunto de valores,
y asignar este valor al pixel bajo consideracién en la imagen de salida g(z,y). En el caso dos-
dimensional, para una vecindad de 3 x 3, la mediana es el quinto valor: para una vecindad
de 5 x 5, la mediana es el treceavo valor, y asi sucesivamente. En la tabla 4.4 se ilustra el

procedimiento para facilidad de comprensién.

Tabla 4.4: Vecindades de 3 x 3 y 5 x 5, respectivamente. En el primer caso el
valor mediano a considerar se encuentra en la quinta posicion; en
el segundo caso, el valor mediano a considerar es el de la treceava

posicién.

11 (12 (13|14 | 15
16 | 17 |18 | 19 | 20
21 122|123 (24|25

HUMBERTO S0ssA AZUELA @ FERNANDO REYES CORTES IA ApLicADA A ROBOTICA ¥ AUTOMATIZACION



Tratamiento de imagenes

® Ejemplo 4.11

—
t
I |

Obtener el valor mediano en la vecindad de 3 x 3 de la tabla 4.5.

Solucién

El valor mediano de los nueve valores en la vecindad de 3 x 3, después del ordenamiento de

dichos valores es: 3.

Tabla 4.5: (a)Vecindad de 3 x 3 con valores de niveles de gris desordenados.

)
(b) Secuencia de valores ordenados.

2 (12
6|1 4 = 1111223 (4[4|5|6
3 5|4

De lo anterior, tenemos la siguiente definicién.

Definicion 4.7: Filtro mediano I

Un filtro mediano h,, en el espacio de los pixeles, es una funcién que toma una secuencia

desordenada de h x h valores de intensidad luminosas alrededor de h pixeles coordenadas

(z,y) en la imagen de entrada f(x,y):

1) Los ordena.

2) Selecciona de entre ellos el valor mediano.

3) Asigna dicho valor a la misma posicién (z,y), en la imagen de salida g(z,y).

Un procedimiento sencillo para filtrar una imagen f(z,y) mediante un filtro mediano a
través de una ventana de tamano m x n para obtener la imagen filtrada de salida g(z,y) es

el siguiente:
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Pseudocédigo 4.4

Algoritmo de filtrado mediano para imagenes

Procedimiento mediano para filtrar imagen f(x,y) de dimensiones n x m pixeles con
mascara de n x n pixeles:
Entrada: imagen en niveles de gris f(z,y).

Salida: imagen filtrada g(z, y).

Definir tamafio & x h de la mascara de filtrado.
for y=1 and x=1
| elxy)=0;

end
for y=1:m
for x=1:n
for i=1:h

for j=1:h

| h(x,y)=f(x+i+1-h,y+j+i-h);

end
end
Ordenar de menor a mayor valores dentro de mascara h(x,y);
Este procedimiento da como resultado una lista ordenada de valores lo(k);

Seleccionar valor mediano v como vm=lo(k/2+1);

g(x,y)=vm;

end

end

e e o Ejemplo 4.12

Considere la imagen f(z,y) mostrada en la figura 4.13a contaminada con ruido sal
y pimienta con [ = 0.2. Realizar un programa en MATLAB para filtrar la imagen de
entrada f(z,y) a través del filtro mediano.

Solucion

La funcién principal del filtro mediano es forzar a puntos con intensidades distintas a ser

mas como sus vecinos. En la figura 4.13a se muestra una imagen contaminada con ruido sal
v pimienta, con [ = 0.2. En las figuras 4.13b-4.13c¢ se muestra el efecto de la aplicacion del

filtro mediano con tamanos de 3 x 3 y 5 x 5, a la imagen ruidosa de la figura 4.13a, pimienta.
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En la figuras 4.13d-4.13e se muestra el efecto de aplicar el filtro promedio aritmético de
tamanos 3 x 3 y 5 x 5 sobre la misma imagen. Note, por un lado, como al aumentar
el tamano de la ventana del filtro mediana: 1) reduce mas el efecto del ruido y 2) la
superioridad del mismo filtro mediano, sobre el filtro promedio aritmético. cuando la imagen

viene contaminada con ruido sal y pimienta.

Figura 4.13: Efecto de aplicar el filtro mediano sobre una imagen
contaminada con ruido sal y pimienta.
La figura 4.13a muestra la imagen contaminada con ruido sal y pimienta con [ = 0.2.

En la figura 4.13b se presenta la imagen filtrada con un filtro mediano de tamano
‘ 3 x 3.

La figura 4.13c contiene la imagen filtrada con un filtro mediano de tamano 5 x 5.
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La figura 4.13d ilustra la imagen filtrada con un filtro promedio aritmético 3 x 3.

, Por 1ltimo, en la figura 4.13e se muestra la imagen filtrada con un filtro promedio

aritmético de tamano 5 x 5.

En el sitio Web de la presenta obra se encuentra el programa cap4_programaejemplol2.m

con el cédigo fuente MATLAB que resuelve este ejemplo.

Procedimiento para ejecutar el programa del ejemplo 4.12

Entrada: imagen en niveles de gris f(zr,y) de la figura 4.13a

e

(cap4_GatoManchasRuido.png ).

Salida: imagen filtrada g(z, y).

El archivo de la imagen de prueba: cap4 GatoManchasRuido.png, asi como

o~ )~

el codigo fuente en MATLAB del programa cap4 programaejemplol2.m se

encuentran disponibles en el sitio Web de esta obra.

Descargar todos los archivos en la misma carpeta, cuya trayectoria en disco

b

duro es definida y seleccionada por el usuario.

Mejorado de contraste en imagenes

Algunas veces las imagenes adquiridas por los sistemas de visién del robot pueden venir con
poco contraste. Esto se ve reflejado en el histograma de la imagen, el cual puede aparecer
comprimido, cargado a la izquierda, al centro o a la derecha. En la figura 4.14a se observa
una imagen bien contrastada. Su histograma se muestra en la figura 4.14e. Note como en
este caso, los niveles de gris se encuentran distribuidos a lo largo del eje horizontal del

histograma, esto habla de una imagen bien contrastada.
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b) ) d)
Histograma onginal Histograma original Histograma original Histograma original
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Figura 4.14: Imagen bien contrastada (a) y su histograma (e). Versiones
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(f-e) poco contrastadas de la imagen original (a), los

correspondientes histogramas en (f-h).

Por otro lado, en las figuras 4.14c, 4.14d y 4.14e se muestra la misma imagen, pero con
mucho menos contraste; en el primer caso cargado a la izquierda, en el segundo cargado al
centro y en el tercero, cargado a la derecha. En las figuras 4.14f, 4.14g y 4.14h se muestran los
histogramas correspondientes. Note como en los tres casos la imagen, como ya se dijo, aparece
poco contrastada. En aplicaciones robdticas, al igual que el ruido, el bajo contraste también
puede afectar el desempeno del sistema detector o identificador de objetos, ocasionando

errores de posicionamiento en el robot.
A continuacion se describe una técnica muy usada para mejorar el contraste de una imagen

captada poco contrastada. Se trata de la técnica de contrastado por ensanchamiento o

apertura.

Definiciéon 4.8: Mejora del contraste lineal I

En el dominio o espacio de los pixeles, un ensanchador o mejora de contraste lineal es una

funcién que toma como entrada el valor de intensidad v; de cada pixel con coordenadas
(z,y) de la imagen de entrada f(z,y), produciendo como salida un valor transformado v,

sobre la imagen de salida g(x,y), a través de la siguiente transformacion:

IA AruicApA A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AzuELA e FERNANDO REYES CORTES



4.4 Filtrado de imagenes 155

gz, y) = wy=tranc ((Uf(a:, Y) — Nemin) Ndmaz — Mmin + ndmm) (4.10)

Umaz — NMlmin

donde:

Ny, es el nivel de gris minimo detectado en la imagen o en el histograma.

“hy

Tl €5 el nivel de gris maximo detectado en la imagen o en el histograma.

Ny, €s el nivel de gris minimo deseado en la imagen de salida.

Nd.y €5 €l nivel de gris maximo deseado en la imagen de salida.

EED

Ejemplo 4.13

Considere la imagen de 8 x 8 con 8 niveles de gris, mostrada en la figura 4.15a.

3344|3433 0(0]12(2|]0(2]|0/0
416|6|6|5|6|5]|3 2177|7141 71410
416|4(4|4|3/6]|3 2(712(2|12|0(7]0
31641334 5 4 N 0/7/2/0/(0/2 4|2
3533|3453 0/4/0/0/0/2,4/0
4151413143 /6|4 2141202072
415/ 6|5/6,5 64 214 |714|714|7|2
3 4134|3434 0(2|0(2|]0]2]|0|2

Figura 4.15: La imagen de la izquierda de 8 X 8 con 8 niveles de
gris. La imagen de la derecha ampliada en su contraste

a través de la aplicacién de la ecuacion (4.10).
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Al observar esta imagen, el lector puede darse cuenta que na,;,=3 ¥ . = 6. Suponiendo
que los valores minimo y maximos deseados para la imagen de salida son, respectivamente,
Ndpin = 0y ndyqe = 7, uno se puede dar cuenta que la ecuacién (3.10) toma la siguiente

forma:

7—0
6 —

98]

e = =t (e -9 1= 40) mtome (Gte-9.) @

Al aplicar esta ecuacién, por ejemplo, al primer pixel con nivel de gris 3 de la imagen de la

figura 3.16 (a) se tiene que:

vo(z,y) = trunc (g (v4(z,y) — 3)) — trunc (g(s - 3)) ~0.

De igual forma, al aplicar la ecuacién 3.11 al tercer pixel con nivel de gris 4 de la misma

imagen, se tiene que:

i ) — e G (07(2,9) —3)) e (g (4— 3)) _9

Si se procede de esta forma con todo el resto de pixeles de la imagen de la derecha en la figura
4.15, el lector puede verificar que se tiene como resultado la imagen izquierda mostrada de
la figura 4.15. Un procedimiento sencillo para modificar el contraste de una imagen f(z,y)

para obtener la imagen de salida g(x, y) con otro contraste es la siguiente:

Pseudocdédigo 4.5

Algoritmo de contrastado para imagenes

Procedimiento contrastado de imagen f(z,y) de dimensiones n x m:

Entrada: imagen en niveles de gris f(z,y).

Salida: imagen g(z,y) con contraste modificado.

Escoger valores deseados nd e v ndimin;
Recorrer histograma h(r;) de imagen f(z,y) y encontrar valores namas v némin-
for y=1:m
for x=1n
v_g=trunc((v_f (x,y)-na_min ) (nd max-nd min)/(na max-na min )+nd_min );
h(x,y)=v.g;
end
end

Mostrar imagen contrastada g(x,y);
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e ¢ o Ejemplo 4.14

Considere la imagen en niveles de gris mostrada en la figura 4.16a. Realice un
programa en MATLAB para barrer la imagen de la esquina superior izquierda, de
izquierda a derecha, hacia abajo hasta la esquina inferior derecha; entonces se aplica
la ecuacién (4.10) a todos los pixeles de la imagen, de tal forma que se obtenga la
imagen con mejor contraste de la figura 4.16b.

Solucion

Una situacién mas realista es la imagen en niveles de gris mostrada en la figura 4.16a. Al

barrer la imagen de la esquina superior izquierda, de izquierda a derecha, hacia abajo hasta
la esquina inferior derecha, uno puede percatarse que na,,;; = X ¥y Nlpe: = Y. Si se desea
que para la imagen de salida de nuevo nd,,;, = 0y nd,,.. = 255, entonces se aplica la
ecuacion (4.10) a todos los pixeles de la imagen 4.16a tal que la imagen con mejor contraste

se muestra en la figura 4.16b.

Hissugrama ortginal

a8 o83 am an  am

Histograma ooyinal

Figura 4.16: Imagen (a) poco contrastada de 416 x 312 pixeles y 256 niveles
de gris con un contraste limitado entre los niveles de 150 a 230
v su histograma. Imagen (b) contrastada por la aplicacién de

la ecuacién (4.10) sobre la imagen (a) y su histograma.
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En el sitio Web de la presenta obra se encuentra el programa cap4_programaejemplol4.m

con el codigo fuente MATLAB que resuelve este ejemplo.

Procedimiento para ejecutar el programa del ejemplo 4.14

Entrada: imagen en niveles de gris f(z,y) de la figura 4.16a

(cap4_GatoManchasPocoContraste.png).

Salida: imagen filtrada g(z,y).

El archivo de la imagen de prueba: cap4_GatoManchasPocoContraste.png, asi
como el codigo fuente en MATLAB del programa cap4_programaejemplol4.m

se encuentran disponibles en el sitio Web de esta obra.

Descargar todos los archivos en la misma carpeta, cuya trayectoria en disco

duro es definida y seleccionada por el usuario.

@ Resumen

N este capitulo se describié de manera muy general el problema del tratamiento digital
de imagenes para que un robot sea capaz de detectar y determinar la identidad de los
diferentes objetos que se pueden encontrar dentro de su espacio de trabajo, para que sea

capaz de realizar una tarea util con ellos.

1. Se presenté un conjunto de conceptos y definiciones ttiles para facil lectura y

asimilacion del material.

2. Se dieron técnicas para reducir el ruido en imagenes, tales como:

Filtro promedio aritmético.
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Filtro promedio gaussiano.

Filtro mediano.

3. Fueron presentadas técnicas para mejorar su contraste.

@ Problemas propuestos . I

l : N esta seccion el lector encontrara una serie de problemas a manera de ejercicio que le

permitiran, por un lado, reafirmar el conjunto de conceptos vistos en este capitulo. Por
el otro lado, le permitirdn aprender nuevos conceptos y a poner en practica sus habilidades

de programacién en el manejo de imagenes.

4.6.1 Considere cada una de las imdgenes mostradas en la figura 4.17 en niveles de gris
flz,y) (descargar del sito Web de la presente obra las imagenes referidas). Disenar

y poner en operacion un programa en MATLAB que permita al usuario obtener su

correspondiente histograma.

Figura 4.17: Iméagenes de prueba para el ejercicio 4.6.1 (descargarlas del
sitio Web de esta obra).

4.6.2 Disenar y poner en operacion un programa en MATLAB tal que permita al usuario
agregarle ruido gaussiano, dado por la ecuacién (4.4) a las imdgenes en niveles de gris

f(z,y) mostradas en la figura 4.18. Probar con varios valores de o.

4.6.3 La figura 4.18 ilustra varias imédgenes en niveles de gris f(x,y). Disefar un programa
en MATLAB que permita al usuario agregarle ruido tipo sal y pimienta, dado por la

ecuacion (4.2). Probar con varios valores de .
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4.6.4 En referencia a las imagenes contaminadas con ruido gaussiano que se presentan en la
figura 4.18, disenar un programa en MATLAB que permita aplicar un filtro promedio

aritmético (subseccién 4.4.1). Probar con varios tamafios de ventana.

4.6.5 Con respecto a las imagenes de la figura 4.18, las cuales se encuentran en niveles de
gris f(z,y) y contaminadas con ruido gaussiano, diseniar un programa en MATLAB
que permita aplicar un filtro promedio gaussiano, segtin lo explicado en la subseccién

4.4.2. Probar con varios tamafios de ventana y con diversos valores de o2.

4.6.6 Considere nuevamente las imagenes en niveles de gris f(xz,y) contaminadas con rui-
do sal y pimienta con varios valores de [ que se muestran en la figura 4.18. Di-
senar un programa MATLAB que permita al usuario aplicarle un filtro mediano,

segiin lo explicado en la seccion 4.4.2. Probar con varios tamanos de ventana.

a) b)

Figura 4.18: Imdgenes de prueba para los ejercicios 4.6.2 al 4.6.6.

4.6.7 Sea la figura 4.19 que exhibe 3 imdgenes en niveles de gris f(z,y) con poco contraste.
Disenar y poner en operacién un programa en MATLAB que permita al usuario

aplicarle la técnica de mejora de contraste explicada en la subseccién 4.4.4.

e
a) b) ¢

)

Figura 4.19: a) Imagen con contraste de 40-100; b) Imagen con contraste
de 100 a 160 y ¢) Imagen con contraste de 180-240.
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Descripcion del capitulo

En este capitulo se estudia como una vez acondicionada una
imagen, esta puede ser segmentada en sus diferentes componentes.
Primeramente, se habla acerca de la complejidad del problema
y como puede ser resuelto mediante el conocido paradigma del
umbralado de imagenes. Se describe la técnica de umbralado ma-
nual y automatico. Se describe la operacién de dos métodos muy
populares, el de Otsu y de minimo error. Mas adelante, se estudian
varios métodos para el postratamiento de imagenes segmentadas
para la reduccion de ruido residual debido a un pobre umbra-
lado. Enseguida, se estudian varios métodos para el etiquetado
de regiones conectadas en imagenes binarias. Posteriormente, se
revisan varios rasgos ttiles para describir propiedades geométricas
y topologicas de los objetos segmentados. En particular se revisa
el factor de compacidad, los invariantes geométricos a traslaciones,
rotaciones y cambios de tamano, asi como el nimero de Euler
como descriptores de la geometria y estructura topoldgica de los
objetos. Después, se describe un conjunto de técnicas para detectar
la presencia de objetos y para su identificacién en escenas a partir
de imégenes o secuencias de las mismas. Mds adelante se describe
la operacion de varios detectores y clasificadores, entre ellos los
basados en el calculo de distancias y los estadisticos bayesianos. Al
final, se presenta un conjunto de problemas propuestos para que
el lector ponga en accion sus habilidades y reafirme los diferentes
conceptos.

Los siguientes temas son abordados:

Segmentacion de imagenes.

Post-filtrado de imdgenes.

Descripeion de objetos.

Deteccién y reconocimiento de objetos.
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@ Introduccion

P ARA que un robot en un ambiente dado pueda realizar una tarea determinada, por

ejemplo, navegar entre objetos o manipular uno en especifico, es necesario que el robot
sea capaz, a través de sus sensores, de detectar e identificar los objetos en dicha escena a
partir de una o mds imagenes. Una vez que la imagen de entrada ha sido tratada en forma
digital, como se explicé en el capitulo anterior, esta debe ser segmentada; esto es, dividida en
regiones con un significado lo mds cercano al de los diferentes objetos en la escena observada
por la camara. Para lograr esto, en este capitulo se explica la operacion de un conjunto de
métodos basados en el paradigma de segmentacién por umbralado y erecimiento de regiones

para el segmentado automatico de imagenes.

Debido a que las regiones segmentadas pueden incluir ruido parasito, este debe ser eliminado
o reducido para un mejor éxito en etapas posteriores. Este capitulo describe cémo el
ruido residual puede reducirse o eliminarse; también se estudia como las diferentes regiones
segmentadas o aisladas en una imagen pueden ser marcadas con una etiqueta. Esto se hace
a través de un método de etiquetado de componentes conectados. Asimismo se revisard la

operacién de algunos métodos representativos.

Enseguida a cada uno de los objetos segmentados y etiquetados se les calcula un conjunto
de rasgos de tipo geométrico o topoldgico que permiten describir sus propiedades de tipo

global o local.

Una vez que los objetos han sido segmentados y descritos en una imagen. estos pueden
ser detectados, identificados, incluso ubicados dentro de una imagen y en consecuencia,
dentro del espacio de trabajo del robot hacia los diferentes objetos que este eventualmente
deba evadir o manipular. Para esto, en este capitulo se describe un conjunto de métodos
v técnicas. Primeramente, se describen dos técnicas basadas en el calculo de distancias, el
de distancia minima o euclidiano y el de Mahalanobis. En segundo lugar, se describe un
conjunto de métodos mas robustos que los basados en el cdlculo de distancias. Se trata de
los llamados detectores vy clasificadores de tipo bayesiano. En todos los casos se presentan
ejemplos para que el lector interesado asimile y afiance mas facilmente las definiciones y

conceptos expuestos.
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@ Segmentacion de imagenes

ARA que un robot sea capaz de detectar y reconocer objetos dentro de su espacio de
P trabajo requiere aislarlos unos de otros; esto lo debe hacer a partir de las imagenes
adquiridas de sus camaras. A este proceso de aislamiento de objetos en una imagen se le
conoce como segmentacién de imdgenes. La segmentacién en una imagen puede definirse
como el proceso que consiste en subdividir una imagen en sus regiones, componentes, partes
u objetos. Es importante mencionar que la imagen a segmentar probablemente ya fue pre-
procesada por medio de alguna de las técnicas de filtrado o mejorado de contraste descritas

en el capitulo 4.

En esta seccion se mostrara al lector la complejidad del problema de la segmentacion de una
imagen, después se analizaran dos enfoques para la segmentacién: el basado en umbralado v
el fundamentado en crecimiento de regiones. Cualquiera que sea la definicién que se adopte
sobre segmentacion, la idea bdsica consiste en aislar en la imagen los diferentes objetos a

reconocer, respecto al fondo y entre ellos mismos.

Estd claro que el resultado de este proceso puede determinar el desempeno del
sistema completo. Una mala segmentacion, en general, provocara errores de deteccion o
reconocimiento de los objetos en la imagen. Una buena segmentacién, por el contrario,

provocara que el sistema entregue resultados adecuados.

Una manera de definir el proceso de segmentacién de acuerdo con [17] es: “La segmentacién
es el proceso de dividir una imagen f(z,y) en n regiones de pixeles: Ry, Ra, -+, R,, de
forma que cada una de estas regiones o sub-imagenes engloben un objeto o una parte del
mismo”. La segmentacion es, pues, el proceso que consiste en agrupar pixeles en regiones:
Ry, Rs,---, R,, tales que:

a) UM R; € f(z,y), R;,i=1,2,---,n es conectada.

b) R,NR;=@.Vijconi#j.

¢) P(R;) =VERDADERO, i = 1,2,---, n. Cada R; satisface un conjunto de
propiedades. Esto significa que para cada elemento en R; comparten el mismo

conjunto de propiedades.
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d) P(R;UR;)=FALSO para i # j. Esto significa que los pixeles que pertenecen a
regiones adyacentes, al ser tomadas como una sola, no satisfacen la propiedad.
Si no es el caso, entonces dichas regiones deberdn ser consideradas como una

sola region.

Dos preguntas que surgen respecto a esta manera de ver el proceso de particion, son:

1)  ;Coémo realizar dicha particién?
2)  ;Qué predicados o conjuntos de propiedades se deben tomar en cuenta para

obtener la particion deseada?

Ambas preguntas estan fuertemente ligadas. La primera tiene que ver con la seleccion de
un método para obtener la particion, la segunda con las caracteristicas o propiedades que
deberan satisfacer los pixeles de la imagen para ser agrupados en regiones. Para entender esto
mejor, consideremos la imagen mostrada en la figura 5.1a. De esta imagen se puede ver que el
objeto de interés (el objeto hexagonal con un hueco) tiene una coloracién grisicea oscura con
tendencia a negro bastante contrastante con respecto a la del fondo (gris claro). Esto sugiere
que el nivel de gris de un pixel es una caracteristica suficiente para poder separar al objeto
del fondo. En la figura 5.1b se puede apreciar el resultado al colorear de blanco los pixeles del
objeto hexagonal con un hueco, respecto a los pixeles del fondo coloreados completamente de
negro. Mas adelante veremos como se llevé a cabo este proceso. Por supuesto, no todas las
imAagenes satisfacen esta condicién y, por tanto, el predicado de segmentacién puede constar

de varias caracteristicas, en lo general por la complejidad de la imagen de entrada.

a) b)

Figura 5.1: Imagen (a) es un objeto hexagonal con un hueco contra un
fondo contrastante. Imagen (b) corresponde a su segmenta-
cién, al usar como caracteristica el nivel de gris de los pixeles

de la imagen.
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El problema de la segmentaciéon de imagenes

No es dificil darse cuenta de que el niimero de maneras o formas en que una imagen puede
ser segmentada tiende a crecer con sus dimensiones. Para apreciar esto, supongamos que la
imagen en cuestion tiene 2 x 2 pixeles y que los tinicos valores que un pixel puede tener es ()

o 1, o sea binario. El mimero de segmentaciones posibles, al tomar en cuenta el paradigma

2 2
antes descrito, en este caso es de - + -+ = 16 combinaciones. Las

2

correspondientes 16 posibles segmentaciones son las siguientes:
0 0 1 0 0 0 11
0 o]'[o o] o 1] "[1 1]

Ahora, para el caso general de una imagen de n x n pixeles, donde sus pixeles pueden tomar
uno de [ — 1 valores (con [ cualquier entero positivo [ > 2), el niimero de posibles

segmentaciones crece exponencialmente en concordancia con la expresién: (I — 1)(xm),

La busqueda de la solucién deseada (la segmentacion deseada) crece dramdticamente
conforme n crece, indicandonos que, en lo general, el problema de encontrar la segmentacion
deseada es np. Solo en limitadas circunstancias la segmentacién automatica de una imagen se
puede realizar con éxito. La segmentacion automatica de imagenes es, en general, una de las
tareas mas dificiles de realizar en anélisis de imdgenes. Tiene una influencia determinante en

el correcto desempeno del sistema de deteccion o reconocimiento de objetos.

En la literatura especializada se han obtenido mas de mil técnicas diferentes para el
segmentado de una imagen [10]. El problema, sin embargo, sigue sin tener una solucién
integral. Como regla general, si se quiere segmentar satisfactoriamente una imagen, se sabe
lo que se quiere aislar del fondo. Por ejemplo, si de una imagen de un terreno tomada desde
un avion se quisieran aislar los objetos correspondientes a los coches, uno deberia primero
tratar de segmentar de la imagen las regiones correspondientes a las carreteras o las calles.
Una vez hecho esto, se procederia a aislar las regiones correspondientes a los vehiculos si es

que aparecen en la imagen.

En aplicaciones donde muchas de las condiciones pueden ser controladas, por ejemplo, la
iluminacién, el que los objetos no se toquen o traslapen entre ellos facilita el proceso de
segmentacion. En la mayoria de los casos, en navegacion auténoma en entornos abiertos,

esto no es asi. En estos casos, la etapa de segmentacion deberia ser obviada. En lo que resta
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de esta seccion se describirdn algunas técnicas para la segmentacién de imagenes que han

demostrado su eficiencia en diversas aplicaciones.

Segmentacion de imagenes por umbralado

Historicamente, las primeras técnicas para la segmentacion de imdagenes utilizaban uno o
mas umbrales. La idea bdsica consiste en convertir una imagen en niveles de gris, digamos
f(z,y) en una imagen binaria b(x, y), tratando de que el objeto u objetos de interés queden
separados del fondo de la imagen. Para que cualquiera de estos métodos sea efectivo, se
requiere que los objetos de interés presenten suficiente contraste con respecto al fondo y que
se conozca el rango de intensidad. ya sea de los objetos o del fondo. Si se supone que el

objeto a segmentar es mds claro que el fondo, entonces, de acuerdo con [17]:

[-1 sif(r,y) >u

(5.1)
0 en otro caso

b(z,y) = {

Si se sabe que el nivel de gris de la superficie del objeto se encuentra en el rango [u1,us],

entonces:

(5.2)

b(z,y) = {lﬁl siur < flz,y) <ue

0 en otro caso

En el caso general de objetos con niveles de intensidad diferentes en sus superficies, se puede

usar la siguiente formulacién:

[-1 sif(z,y)€C

0 en otro caso

blz,y) = {

En este caso, C es el conjunto de valores de intensidad de la superficie de cada objeto.

Con base en lo anterior, tenemos la signiente definicién:

Definicién 5.1: Algoritmo de umbralado I

Un algoritmo de umbralado es una funcién que recibe como entrada una imagen f(z,y) en

[ niveles de gris, y a través de un umbral u entrega como salida una imagen en dos niveles

de gris b(z.y).

En la presentacion de los métodos para la segmentacion de imédgenes, en el desarrollo de

esta seccion, se hara uso de la siguiente notacion:
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® 7 es el nivel de gris de un pixel con coordenadas (z,y).

® [ es el mimero de niveles de gris de la imagen f(x,y) con 0 <r < (I —1).

e Pr €s el nimero de pixeles con el nivel de gris 7.

e ny =po+p1+---+pr+---+py-1) es el nimero total de pixeles.

e p(r) = I es el histograma normalizado de niveles de gris de f(z,y), tal que

Y a(r) = 1.0

e u s el umbral a determinar. El objetivo consiste en encontrar el valor optimo

de w,v* al maximizar o minimizar una funcién criterio.

— _P0o_ ... _Pu_ . : ixele ivele is estd
e (W= Se T ey €8 el conjunto de pixeles cuyos niveles de gris estan en
0, ul.
41 - : 4 : : ;
e 1= p;;?cg)) st ]; (('(/3 es el conjunto de pixeles cuyos niveles de gris estan en

[u+1,1-1], donde p(Cy) = ¢ pr. p(C2) = 1, pr ¥ (C1)+(C2) = 1.0,

Seleccion manual del umbral

El valor del umbral u € [0,] — 1] para umbralar una imagen f(z,y) puede ser seleccionado
en forma manual o automatica. En forma manual, el usuario normalmente observa el histo-
grama de la imagen y selecciona un valor de umbral con el cual interactivamente observa el

resultado obtenido.

Ejemplo 5.1

En las figuras 5.2a y 5.2b se observa una imagen v su correspondiente histograma. En las

figuras 5.2¢-5.2f se puede apreciar el resultado de aplicar la ecuacién (5.1), para varios valores
del umbral u=70, 100, 130 y 160, a la imagen de la figura 5.2a. Nétese cémo, conforme el
valor del umbral u aumenta, en la imagen resultante aparece mas informacién relativa a los
objetos. Al mismo se agrega mas ruido, como se puede ver en la imagen de la figura 5.2e.
Para mejorar el umbral de la imagen de entrada f(x,y), se requiere de un método para

encontrar de manera automatica el valor de u.
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Figura 5.2: Imagen (a) con cinco objetos. Su histograma correspondiente

f

(b). Resultados en (c-f) de umbralar la imagen a través de
cuatro valores de u=70, 100, 130 y 160.

Seleccion automatica del umbral

El procedimiento descrito en la seccién anterior, para la seleccién manual del umbral de
segmentacion, no es 1til en el caso general donde las condiciones de iluminacién pueden
cambiar en cada instante. En este caso, el umbralado automaético se hace necesario. En
las siguientes secciones se analizard un par de métodos para el umbralado automético
de imdagenes, esto es para encontrar, a partir de la informacién de la imagen de entrada
f(z,y), el umbral u que mejor segmente a dicha imagen. Para simplificar la presentacién
de los métodos, se supondra que los objetos de interés son oscuros contra un fondo claro.
Esto permite determinar que los niveles de intensidad con valor por abajo de un umbral u
pertenecen al objeto de interés, mientras que los niveles de intensidad por arriba de dicho

umbral pertenecen al fondo.

Método de Otsu

Este método, aunque es uno de los primeros, contintia usandose en muchas aplicaciones para
umbralar automaticamente una imagen. Para su correcto funcionamiento, el método de Otsu
[21] supone que los pixeles de la imagen f(z,y) a binarizar pueden ser separados a través de
un umbral u (a determinar), en dos clases: C'y, la clase del objeto n objetos de interés, y Cs

la clase de los pixeles del fondo. El método de Otsu se fundamenta en la técnica del analisis
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discriminante, al maximizar alguna medida que permita separar clases: la de los objetos y

la del fondo. Una de estas medidas, de acuerdo con el trabajo de Otsu, es la siguiente:

Py (u) Pa(u) (pa (u) — po(w))?
Pi(u)of (u) + Pa(u)o3(u)

J1(u) (5.4)

donde:

Pi(u) = P.(C) =) plr) (5.52)

i) = Pr(Cz)—T:ZL:—;P(T)—lPl(H) (5.5b)
il = grﬂ(rlcﬂ—ﬁgwm (5.50)
o) = élra(rlcz)—lj;(u) 2_p() (5.5d)
B = g(r—mu)fﬂ-(r|cl):Pju)g(r—m(u)) () (5.5¢)
o) = él(r—m(m )QPP(?'ICQ)—ﬁTil(r—m(u))gz}(r)- (5.51)

Para maximizar el criterio dado por la ecuacién (5.4), las medias u; y po de las dos clases
C1 y C3 deberfan de estar bastante bien separadas y las varianzas o y o3 deberfan de ser lo
mas pequenas posibles. Si esto no sucede, el valor del umbral obtenido pudiera no coincidir
con el deseado. De igual forma, una imagen con un fondo muy grande, comparado con el
objeto u objetos en la imagen, pudiera también dar lugar a valores de umbral que produzcan

resultados indeseados.

El valor éptimo u* puede encontrarse al buscar en el rango [0, [ — 1] el valor de u que

maximice la ecuacién (5.4). Esto es:

*

u' = arg max .Ji(u). (5.6)

Un procedimiento sencillo para segmentar una imagen f(z,y) a través del método de Otsu

y obtener una imagen binaria de salida b(z,y) es el siguiente:
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Pseudocédigo 5.1

Algoritmo de segmentacion de imagenes por el método Otsu

Entrada: imagen en niveles de gris f(z,y).
Salida: imagen de salida b(z, y).

b(x,y)=zeros(n,m);
for y=1:m
for x=1mn
| Calcular histograma h(r;) de imagen f(z,y);
end
end

Calcular umbral éptimo u* mediante ecuaciones (5.4)-(5.6)) a partir de h(r;);

for y=1:m
for x=1:n
-1 sif(z,y)>u*
W) = | ‘
0 en otro caso
end
end

Método del minimo error

En [20] J. Kittler y J. Illingworth proponen el siguiente criterio para determinar el umbral

w, que permite umbralar una imagen a partir de su histograma:
Jrr(u) = 142[Pi(u)n(or(u) + Po(u) n(oa(u)) ] — 2 [ Pi(u) (P (u) + Po(u) In(Pa(u) ]. (5.7)

En su andlisis, Kittler e Illingworth asumen que las densidades de probabilidad. ademas
de que son divididas las clases C; y Ca a través del umbral u, siguen un comportamiento
gaussiano conforme a los pardmetros dados por las ecuaciones (5.5a) a (5.5f). El umbral

optimo u* se obtiene, en este caso, como:

sk

u* = arg min Jr1(u). (5.8)
(0<u<l—1)

Ejemplo 5.2

En la figura 5.3 se muestra la segmentaciéon de imagenes. En la primera columna (figuras
5.3a-5.3d) se observan cuatro imagenes con un numero variable de objetos: 3, 4, 5 y 6,
respectivamente. Los cuatro valores de umbral u, calculados a través de las ecuaciones (5.5a)
y (5.5f), fueron, respectivamente: 121, 116, 119 y 121.
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Las figuras 5.3e- 5.3h muestran las versiones binarias correspondientes. Note que las imagenes
fueron correctamente umbraladas, segiin lo esperado. Esto se debid a que el histograma de
las cuatro imédgenes es bimodal. La ventaja principal del método de Otsu es que no hace
ninguna suposicién acerca de las densidades Pi(u) y P2(u). Como se puede ver en (5.4) a
(5.6), este método asume que dichas densidades pueden ser descritas tinicamente en términos

de sus medias y varianzas y en lo general, no necesariamente es cierto.

Figura 5.3: (a-d) cinco imagenes; (e-h) versiones binarias a través
del método de segmentacién de Otsu; y (i — ) versiones

binarias a través del método de Kittler e Illingworth.

Una de las principales desventajas de este método es la suposicion de que el histograma de
la imagen es bimodal, esto es, que los pixeles de la imagen pueden ser clasificados en solo
dos clases. Para méas de dos clases de pixeles en la imagen, el método debe ser modificado
de manera que varios umbrales puedan ser definidos de tal forma que permitan maximizar

la varianza dentro de la clase y minimizar la varianza entre clases.

Ejemplo 5.3

Para las imagenes de la figura 5.3a-5.3d, los cuatro valores de umbral calculados a través de
las ecnaciones (5.7) y (5.8) fueron, respectivamente: 70, 72, 65 y 69. En las figuras 5.3i-5.31

se muestran las versiones binarias correspondientes.
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Una de las desventajas de la formulacién dada por (5.7) es el hecho de que, en muchas
ocasiones, los valores de In(P(u)), In(Fs(u)), In(oy(u)) y In(oz(u)) pueden ser muy
pequenos, incluso de cero. Esto redundara en problemas en el cilculo de uno o mas de

los términos de Jgr(u).

Una manera de reducir este problema es alisar la informacién dada por el histograma de la
imagen antes de los cdlculos. Esto se puede lograr al usar el siguiente filtro, para un p,., el
valor filtrado se puede obtener como:

' Pr—2 +pr—l +pr + Pr+1 + Pr+2

con () < b < 5 se puede ver que cuando b = 5, el filtro actiia como un filtro paso-bajo clasico.

Cuando el filtro 0 < b < 5 tiende a enfatizar la informacién del histograma.

@ Postfiltrado imagenes segmentadas

N ocasiones, después de que una imagen ha sido umbralada, esta requiere que se le
Eapliquen dos procesos posteriores. Uno de ellos consiste en un postfiltrado, con el
objetivo de reducir o eliminar la influencia del ruido causado por un pobre umbralado. El
otro consiste en etiquetar las regiones de pixeles aisladas y separadas en la imagen resultante

del proceso umbralado.

En esta seccion se estudiard, por un lado, un conjunto de técnicas para la eliminacién de la
imagen de pequenas regiones conectadas en el fondo y que no son objetos. Por otro lado,
se revisara también un conjunto de métodos para la eliminacion de hoyos parasitos en la

imagen umbralada.

Finalmente, se revisard la operacién de una técnica para el etiquetado de componentes
conectados de pixeles. Recordemos que a través del proceso de umbralado, todos los pixeles
de la imagen umbralada b(x, ) aparecen etiquetados como “0s” o como “1s”. Si en la imagen
umbralada aparecen varias regiones aisladas entre ellas, es necesario que a cada una se le
asigne una etiqueta numérica diferente, con el fin de asignar rasgos descriptivos por region

de manera individual para su posterior deteccion o identificacion.
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Reduccion de ruido en imagenes segmentadas

Como ya se dijo al comienzo de esta seccion, en ocasiones la imagen umbralada puede venir
acompanada de regiones pardsitas muy pequenas resultado de un deficiente umbralado. De
igual forma, las regiones separadas del fondo a través del proceso de umbralado pueden venir

acompanadas de pequenos huecos, causa también del deficiente umbralado.

En ambos casos, el ruido remanente debe ser eliminado de la imagen umbralada o al menos,
reducirlo al maximo con el fin de maximizar el desempeno del sistema de deteccion o

identificacion de objetos en el entorno del robot.

Ejemplo 5.4

En la figura 5.4a se muestra una imagen b(z,y) de 10 x 10 pixeles, la cual se supone fue
umbralada a dos niveles de gris, como se describié en la seccion 5.2. Suponga que los “1s” y
los “0s” marcados en negritas y subrayado en la imagen son ruido causado por un deficiente

umbralado v deben ser eliminados de la imagen b(z,y) de alguna manera.

Ol0|0(0[0O]O[O]O]O|D O10f0o(0jOf0O|D|O0O]0O 0jo|0j0fDjO(0O|0O|0O]0
01001 1|1 ]1|1]0]0 D(0O(Of(1|1][1][1 (2|00 ogjoj0|1f1|1)1111/10]|0
Oj2|0f1f1|L|1|L1f1]D olojo|1|1]1|1]1|1]|0 ololo|r|1|t|L]|a|L]|O
01 (0j1f({1(0]0(f1]|1]0 (020 2 2 2 2 A A A 0|0|0|11|0]0]1|1]|0
olololiltlalolililo olofof1|1|olol1|L]0 ololo|1|{1|ojof1|1]0
gjojofr(1f{1frjrf{1jo = Dlofo|1 |11 (1|10 :> o|o|0j1f1|1f1]1|1]|0
alajof1f1|1|o|L|1]D Olojo|1(1j1j0|1|1]|0 glofo|r]1|r|1|1]1([0
olololel1lele]1lolo plofo|1|L]j1|1[|1]0]|0 gjofof1f{1jLj1|1]0|0
gjofojofry1rjr{ojojo0 Djofo(oj1f{1,1{0(0]0 ojo|0|0f1|1(1|0|0]0
glofojlo|o|lo|lo|oflolD ofojojojofolo|0oj0]|0 ojojojofojofofol0]|0

a) b) ¢)
Figura 5.4: La imagen binaria 5.4a contiene una region conectada
con un hueco parasito y dos pequenias regiones parasitas.
Imagen 5.4b después de aplicarle el método de elimina-
cion de pequenas componentes parasitas con un 7 = 3.
Note como los “1” no deseados son transformados en
“0s”. Imagen 5.4¢ después de aplicarle el método de eli-
minacion de hoyos parasitos con un 7 = 2. Note cémo

los “0s” no deseados son transformados en “1s”.

1A AprLicapa A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AzuELA e FERNANDO REYES CORTES



5.3 Postfiltrado imagenes segmentadas 175

Método heuristico para eliminar regiones

Un método heuristico para la eliminacién de pequenas regiones parasitas aisladas, puede ser

el siguiente:

Seleccione un valor 7 como variable de tamafio de las regiones a eliminar.

Para cada regién conectada en la imagen b(z,y), calcule su tamarfio ¢ en pixeles y

si este tamano ¢ < T, entonces elimine de la imagen dicha region conectada.

Al aplicar el método antes descrito a la imagen de la figura 5.4a, se obtiene la imagen menos

ruidosa mostrada en la figura 5.4b.

Una manera de eliminar los pequenos huecos parasitos en la imagen de la figura 5.4b es a

través del signiente método heuristico:

1) Seleccione un valor T como variable de tamatio de los hoyos a eliminar.

2) Para cada hoyo en la imagen b(z,y), calcule su tamano ¢ en pixeles y si este

tamano t < 7, entonces elimine de la imagen dicho hueco.

Al aplicar el método arriba descrito a la imagen de la figura 5.4b se obtiene la imagen menos

ruidosa mostrada en la figura 5.4c.

NGl B En el caso de los dos métodos descritos anteriormente, la seleccion de valor T es
critica, si el valor de 7 seleccionado es menor al ideal, algunas regiones u hoyos no seran
eliminados de la imagen de entrada. Por otro lado, si el valor de T es mayor, algunos huecos

de la imagen, que no deberdn de ser eliminados, podrian serlo.

Etiquetado de componentes conectados

Una vez que una imagen f(z,y) ha sido umbralada a través de alguno de los métodos
descritos y que el ruido ha sido eliminado de la imagen b(z, y), sus componentes conectados
pueden ser etiquetados. Los pixeles en una region conectada forman una regién que puede

representar un objeto dado a reconocer.
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El etiquetado de componentes conectados (ECC) puede ser visto como una segunda etapa en
el proceso de segmentado de una imagen. Un algoritmo de ECC es secuencial por naturaleza,
debido a que la operaciéon de encontrar componentes conectados (CC) es de tipo global. Si
se sabe que en la imagen hay un solo objeto, entonces el algoritmo de etiquetado de CC
puede ser innecesario. Por el contrario, si en la imagen hay varios objetos y si su niimero,
posicion y orientacion requieren ser obtenidos, entonces un algoritmo de etiquetado CC es

necesario.

Definicién 5.2: Algoritmo de etiquetado I

Un algoritmo de etiquetado de componentes conectados en una funcién recibe una imagen

de umbralada b(x,y) y produce, a través de un conjunto de reglas, una imagen de salida

e(x,y) con regiones etiquetadas, donde cada n-ésima etiqueta pertenece a N.

Un algoritmo como el descrito en la definicién anterior encuentra todos los CC en la imagen

y origina una etiqueta tinica para todos los pixeles en un mismo componente.

Ejemplo 5.5

La figura 5.5 muestra una imagen muy sencilla y sus correspondientes CC etiquetados.

0O(ojofojoj0jO|DjO[O|O]|O 0j0|0f0j0OjOfO/O|0O]0O|D]|O
0O(oj1(1|1|1|]0|0j0O[O|O]|O Ojo|1f{1]1(1(0/0|0]|0|0D]|O
Of1(1/1(0/0[0[0]|0]0]O 0jo|1{1]1j0f0/0|0]0O|0O]O
ofojojojojl0j0|0|0O]O]O ojojofojojof0o|0]|0O 010
Ofojofof0|1|1|1|0D[|0|O 0ojo0|0|0|Of0O|2|2]|2 010
0O(ojofojojo|1|{1(1{0/0]|0 ojojof{oj0f0|2|2]|2 010
0|0|0|0|0O|O|O|O|O|O|O|0O| = 0j]0j0f{0O]0O[O[0O0O|10]0O]0]O0O
Of1f(1(1|/0|0|0O|OjO[O|O]|O 0|/3|3[3|0(0(0j0|0]|0O|0]|O
Of1(1f1|1|0|0O|2]1(1|0]|0 0/3|3[3|3(0(0|4]|4 010
Of1f(1f1f1|jo0j1|1j1(0|0]|0O 0/3|3[3[3(0(4|4]|4 0
0O(ojof0|0|O|O|1|1(1|0]|0 0j|0|0|0|0O|O|0D| 4|4 010
0O(ojofojoj0jOjOjO[O|O]|OQ 0j|0|0f0Oj0O|OfO|O|0O]|O|0]O
a) b)

Figura 5.5: Imagen binaria (a) y sus respectivos CC etiquetados (b).

Hay varios tipos de algoritmos para etiquetado CC. Enseguida se describe uno de los métodos

mas representativos.
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Método de dos pasadas que utiliza TE

Este algoritmo realiza dos pasadas sobre la imagen de entrada f(z,y) y una tabla de
equivalencias TE para etiquetar una imagen dada de entrada. Durante la primera pasada este

método asigna etiquetas a las regiones de acuerdo con el tipo de conectividad seleccionado.

Cuando se presente la situacion de asignar dos etiquetas diferentes al mismo pixel p, la
etiqueta mas pequena le es atribuida, almacenando en TE la equivalencia entre ambas
etiquetas. Después de la primera pasada, las clases de equivalencia son determinadas
mediante la cerradura transitiva sobre el conjunto de etiquetas almacenadas en la tabla

(para mas detalles, referirse a [17]).

Sin pérdida de generalidad, supongase el caso de 4-conectividad. Ademas, también que la
imagen es barrida pixel a pixel, de arriba abajo y de izquierda a derecha. Sea p un pixel de
la imagen de entrada en cualquier etapa del barrido y sean a e i, respectivamente, los pixeles

arriba y a la izquierda de p como se ilustra en la figura 5.6.

Figura 5.6: Pixel p analizado con base en sus vecinos arriba (a) y a

su izquierda (7) en una vecindad tipo 4.

La naturaleza de un barrido como el descrito asegura que, al llegar a p, a e i ya han sido
visitados si son pixeles de tipo objeto. En forma mas detallada, el método secuencial de dos

pasadas procede como sigue:

1. Barrer la imagen de arriba abajo y de izquierda a derecha:
a) Sip es un pixel de fondo, esto es p = 0, desplazarse a la siguiente posicién.

b) Si p es un pixel de objeto, esto es p = 1, entonces:
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i) Sisolo a o i es de objeto, entonces asignar a p la etiqueta de dicho
pixel.

ii) Siambos,a e i, son de tipo objeto y poseen la misma etiqueta, entonces
asignar a p la etiqueta de cualquiera de ellos.

iii) Si ambos, @ e i, son de tipo objeto pero con etiquetas diferentes,
entonces asignar a p la etiqueta més pequena y almacenar en la
tabla de equivalencia TE el hecho de que estas dos etiquetas son

equivalentes.

iv) De otra manera, asignar a p una nueva etiqueta y ponerla en TE.

2. Si hay més pixeles en la imagen, entonces regresar al paso 1.

3. Resolver la tabla de equivalencias TE.

4. Encontrar la etiqueta mas pequena para cada conjunto de etiquetas en TE.

5. Barrer de nuevo la imagen y reemplazar cada etiqueta por la mas pequena en

su conjunto de equivalencia.

Ejemplo 5.6

La figura 5.7a muestra una imagen binaria de 6 x 6 pixeles, resultado de haber umbralado
una imagen en niveles de gris a través de alguno de los métodos descritos en la seccion 5.2.
La imagen no es muy complicada, pero ayuda a entender la aplicacion del método secuencial

antes descrito.

En las figuras 5.7b-5.7j se muestra la aplicacién de los pasos del método descrito en el
etiquetado de los tres componentes de la figura 5.7a; cada uno de los pasos sobre esta

imagen es enseguida explicado:

1. Enlaimagen 5.7b se muestra en negritas el primer pixel con valor “1” etiquetado
por el método al aplicar sobre él la regla b)-iv). Al mismo tiempo, su etiqueta

de “1” es almacenada en TE; ver la figura 5.8a.
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2

10.

11.

En la figura 5.7c se muestra de nuevo en negritas el segundo pixel con valor “17,
etiquetado por la aplicacién sobre él las reglas b)-iv). También, su etiqueta de

“2" es almacenada en TE; ver la figura 5.8b.

En la figura 5.7d se muestra el tercer pixel etiquetado por la aplicacion, ahora

con las reglas b)-i).

En la figura 5.7e) se muestra el cuarto pixel etiquetado por la aplicacion con las

reglas b)-1).

En la figura 5.7f) se muestra el quinto pixel etiquetado por la aplicacion sobre

él de las reglas b)-i).

En la figura 5.7g) se muestra el sexto pixel etiquetado por la aplicacion, ahora
con las reglas b)-iv). También, su etiqueta de “3” es almacenada en TE; ver la

figura 5.8c.

En la figura 5.7h se muestra el séptimo pixel etiquetado por la aplicacion con las
reglas b)-iv). También, su etiqueta de “4” es almacenada en TE; ver la figura

5.8d.

En la figura 5.7i se muestra el octavo pixel etiquetado por la aplicacién con
las reglas b)-iii). También, la equivalencia entre las etiquetas “2” y “4” es

almacenada en TE; ver la figura 5.8e.

Se continia barriendo la imagen y como ya no hay pixeles que etiquetar, se
procede con el paso 3 del método que resuelve las equivalencia en TE; ver la

figura 5.8f.

Una vez resueltas las equivalencias se procede con el paso 4 del método descrito
que entrega las etiquetas mas pequenas para cada conjunto de las mismas, para

nuestro ejemplo: min(1,1)=1, min(2,4)=2 y min(3,3)=3.

Finalmente, se procede con el paso 5 del método y se barre de nuevo la imagen
(en este caso la imagen de la figura 5.71) y se reemplaza cada etiqueta por la més
pequenia en su conjunto de equivalencia. Como se puede apreciar, el resultado

que aparece plasmado en la figura 5.7j.
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Figura 5.7: Imagen (a) de 6 x 6. Imégenes (b)-(j) aplicacién de los

diferentes pasos del método de etiquetado secuencial de

dos pasadas anteriormente descrito.

TE TE TE TE TE TE
1 1 1 1=
2 2 2=4 =4
3 I=
4 4=2
a) b) c) d) e) f)

Figura 5.8: Imdagenes (a)-(d) almacenamiento de las etiquetas
asignadas a las regiones encontradas en la aplicacion
de los pasos del algoritmo secuencial de dos pasadas.
Imagen (e) almacenamiento de la equivalencia entre

etiquetas. Imagen (f) resolucion de equivalencias.

Ejemplo 5.7

En la figura 5.9a se muestra una imagen de 12 x 12 pixeles con 4 regiones conectadas. En
las figuras 5.9b, 5.9¢ y 5.9d se muestran, respectivamente, el resultado de la primera pasada
del método de etiquetado de componentes conectados antes descrito (pasos 1 a 2), la tabla

de equivalencias (paso 3) y el resultado final de la segunda pasada (pasos 4 y 5).
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Se puede realizar una pasada extra sobre la imagen con el fin de hacer que las etiquetas

asignadas sigan un orden secuencial.

oloTolololololololololo olololololofolofo]o o]0
ololz1211T1 olololololo olof1]1[1]1]olo]ofo]o]o
olol1]1]1]ololololo]o]o 0j0j1)1]1]0j0,/0]0]0]0]0
ololojojolol1]ol1]1]0]0 0]0/0]0]0]j0]2]/0]3]3 00
olol1]1]olol1|1]1]1]0]0 010/414]0/0(2]2]2|2/0/0
ololol1]olol1]1]1]o]o]0 ololol4fofo]2]2]2]0]0]0
oltioj1/ojojlol0|0|l0|O|0 = 0/5/0/4](0{0j0]0]0]0]0]0
oltl1|1]olololofo]1]o]0 0/5(5/4 |ofloflo/ofo|6]0]0
of1f1f1f1]olof1]1]1]o]0 ols|s5|afalofol7|7]6 o]0
O(1|(1|1|1|0|1(1(1|0f0|O 0|5[5(4|4]l0|8l7|T7|0]0]0
ololofofololaol1[1]1]0]0 ololololololol 71717 ola
olololololololololo]o]o olololoolololo oo olo

a) b)
olojololojolololololo]o
Tabla de equivalencias 0Ojof1|{1/1{1]{0/0]|0[0|0]|O
oloftl1][1]ololololo]o]o
1=1 olololololol2]0o]2]2]0]0
— olol4]4]o]o]2][2]2]2]0]0
2 =3 olojol4afofo|2]2/2/0]0]0
— olalolalofololo]o]olo]o
4=9 o/4/4/4/0lofofo]ol6|o]o0
olafalafalolo]s]6]6]0]0
6 =7=38 olalalala]ole|6|6]0]0]0
ololololojo|ole|6]6]0]0
c) olololololololololo]o]o

d)

Figura 5.9: Una imagen binaria e imégenes (b)-(d) resultados

parciales del etiquetado.

La técnica de umbralado v el método de etiquetado de componentes conectados pueden ser
combinados para separar las regiones de cada uno de los objetos en una imagen. Cada una
de las regiones etiquetadas puede ser, entonces, descrita en términos de rasgos; a su vez estos

pueden usarse para formar descripciones como las expresadas por la ecuacion (5.1).
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Se puede realizar una pasada extra sobre la imagen con el fin de hacer que las etiquetas

asignadas sigan un orden secuencial.
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parciales del etiquetado.

La técnica de umbralado v el método de etiquetado de componentes conectados pueden ser
combinados para separar las regiones de cada uno de los objetos en una imagen. Cada una
de las regiones etiquetadas puede ser, entonces, descrita en términos de rasgos; a su vez estos

pueden usarse para formar descripciones como las expresadas por la ecuacion (5.1).
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Un aspecto importante es que estas descripciones pueden finalmente ser utilizadas para
entrenar clasificadores que reconozcan los objetos correspondientes a partir de imagenes de

los mismos.

A continuacién se presenta otro ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 5.8

En las figuras 5.10a y 5.10b se muestran dos imdgenes binarias con 3 y 5 objetos,
respectivamente. En las figuras 5.10c y 5.10d se muestran las regiones etiquetadas a través

del método secuencial descrito; las regiones aparecen coloreadas con otros tonos de gris para

enfatizar la diferenciacidn entre etiquetas asignadas a las regiones.

oOO

h8

c)

qB

Figura 5.10: Dos imagenes binarias (a) y (b), una con tres objetos y otra

con cinco. Figuras (c¢) y (d) con sus correspondientes imagenes
etiquetadas y enfatizados en color por la aplicaciéon del método

secuencial descrito en esta seccion.
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@ Descripcion de objetos

NA vez que los diferentes objetos en una imagen han sido segmentados a través de
U un mecanismo de umbralado, como ya se describio en la seccién 5.2, y se etiquetaron
mediante un procedimiento de etiquetado de componentes conectados, explicado en la secciéon
5.3, se procede a describirlos en términos de un conjunto de caracteristicas que permiten

describir propiedades geométricas y de forma de dichos objetos.

Un objeto segmentado v etiquetado dado O;, i = 1,2,---,p, con p el nimero de posibles
objetos que pueden ser detectados y/o identificados, suele ser representado por un vector de

n rasgos:
(r1 rp .- Tn)T- (5.10)

El primer rasgo r puede caracterizar el color del objeto, el segundo rasgo o su textura, el

tercero r3 su numero de huecos, y asi sucesivamente hasta el n-ésimo rasgo.

En las siguientes subsecciones estudiaremos un conjunto de rasgos de tipo geométrico que
permiten describir propiedades del objeto como su area, perimetro y qué tan compacto
es. También se estudiard un conjunto de rasgos que permiten caracterizar propiedades
topoldgicas de los objetos, como son si tienen o no huecos y su niimero o su llamado niimero

de Euler.

Rasgos descriptivos y sus propiedades

Ya vimos que un rasgo descriptivo r;, j = 1,2,---,n de un objeto O; permite describir un
aspecto relacionado con la geometria o la estructura topolégica de dicho objeto. Para que
un rasgo sea 1til para la deteccién o reconocimiento del objeto O;, debe poseer un conjunto

de propiedades deseables. Algunas de estas propiedades son las siguientes:

Poder de discriminacién. El rasgo r; debe permitir discriminar entre objetos

de distintas clases; deberia de dar valores numéricos diferentes para objetos de
diversas clases.

' Invariabilidad. Un rasgo debe ser invariante; esto es, con cambios numéricos
/ - . .

pequenos para objetos de la misma clase.
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No correlacionado. Un rasgo deberia de presentar la menor correlacion posible

con otros rasgos.

Rapidez. Un rasgo deberia de poder calcularse en tiempos aceptables. Este

requisito puede llegar a ser determinante para ciertas aplicaciones.

i ! Economia. Un rasgo deberia de poder obtenerse con sensores econémicos.

Un rasgo descriptor puede ser:

Una parte de O; con algunas propiedades especiales, por ejemplo, una linea o una

.

regién con una textura dada.

, Una propiedad global del objeto completo o de una parte del mismo, por ejemplo,
el area en pixeles encerrados por la region del objeto o el color de la superficie del

mismo.

Al primer tipo de rasgo descriptivo en la literatura se le conoce como indice visual mientras
que, al segundo se le designa rasgo objeto. Un indice visual refiere a una posicion interesante
en el objeto, como a un borde, linea, segmento de curva, esquina, etcétera. Por otro lado, un
rasgo objeto es relacionado con mediciones geométricas o topoldgicas, como el area o niimero

de Euler, obtenidos a partir de la region conectada de pixeles o el contorno del objeto.

Rasgos globales y locales

Desde un punto descriptivo, un rasgo puede pertenecer a una de dos categorias: global o
local. En el primer caso, el rasgo describe una propiedad global del objeto O; como puede

ser el tamafio del perimetro.

Un rasgo local por otro lado, describe a una parte del objeto por ejemplo, el area calculada
a partir de una parte del mismo. En este libro estudiaremos tinicamente rasgos descriptivos
de tipo global. Sin pérdida de generalidad, este tipo de rasgos son suficientes para los fines

explicativos de esta obra.
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Factor de compacidad y su calculo

Este rasgo fue uno de los primeros utilizados por la comunidad para describir en forma
global una propiedad geométrica de un objeto. Viene dado como una funcién del perimetro
y el drea del mismo. Mas en detalle, el factor compacidad (FC) de objeto O;, con area 4 y

perimetro P viene dado como:

2
FC = —. 5.11
4d7a ( )
Se puede demostrar que el valor de FC presenta un valor minimo para un objeto circular.
De hecho, en el caso continuo, sabiendo que para un circulo P = 277 y 4 = 712, el valor

minimo de FC para un objeto circular es:

P (2nr)? _ An?r?
4ra Am(wr?)  Am2r2

FC

=1.0. (5.12)

En el caso discreto, el area A de una region conectada de pixeles R, es el niimero de estos
que la componen. De la misma forma, el perimetro P de la regién R, es el nimero de pixeles
en su frontera. Finalmente, el contorno ¢(R) de R es el conjunto de pixeles del perimetro p

de la region R.

El caso discreto, el valor de FC tenderd a ser menor, conforme el objeto sea mas compacto;

y tenderd a ser mayor conforme el objeto sea menos compacto o mas irregular.

El FC sin normalizar a la forma de un circulo se calcula como sigue:

P2

Ejemplo 5.9

Considérense, por ejemplo, los cuatro objetos mostrados en la figura 5.11. Todos los objetos
tienen la misma area de 16 pixeles, marcados en gris, pero diferente forma. Los pixeles de

cada objeto aparecen en un tono de gris mas cargado.

El respectivo FC para cada uno de estos cuatro objetos viene dado, respectivamente, como:
Objeto 1: 12 = 9.0, Objeto 2: X = 12,25, Objeto 3: 1& = 16.0, y Objeto 4: 16 — 16.

En el caso de los tres primeros objetos, note como el FC de los tres crece conforme el objeto

se va haciendo menos compacto. Note el caso de los objetos tres y cuatro que a pesar de
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Figura 5.11: Cuatro objetos de diferente forma.

que tienen diferente forma, poseen el mismo FC. Esto nos hace ver que el FC no es un
descriptor tinico para cada objeto. Desde el punto de vista de la diferenciacion de objetos
a través del FC se puede apreciar una clara diferencia entre los tres primeros, sin embargo,
una evidente no diferenciacion entre los objetos tres y cuatro. Esto sugiere que el FC no

puede ser utilizado en lo general para diferencias entre formas.

Un procedimiento sencillo para el cdlculo del factor de compacidad FC de una regién binaria

R, k-conectada es el siguiente:

Pseudocdédigo 5.2
Procedimiento calculo de factor de compacidad FC de una regién binaria R

Entrada: imagen binaria b(z,y) de n x m pixeles conteniendo una regién R.
Salida: compacidad FC de la regién R.

Establecer las variables P =0y A = (.

Algoritmo para calcular el factor de compacidad FC de una regién binaria R.
for y=1:m

for x=1:n

if p==1

end

if p==1 and p € ¢(R)
| P=P+1

end

end

end

Calcular el factor de compacidad mediante la ecuacion (5.11).
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Otra forma de calcular el factor de compacidad FC de un objeto se obtiene a partir del

llamado perimetro de contacto entre los pixeles del mismo:

P, = (&2;’) (5.14)

En este caso, T es el niimero de lados de la celda (pixel) de base, =3 para celdas de tipo
triangular, 7=4 para el caso de celdas rectangulares y 7=6 para el caso de celdas hexagonales.

n es el nimero de pixeles del objeto, y P es el niimero de lados en la frontera del mismo.

Por ejemplo:

e FEl valor de n para las cuatro formas de la figura 5.11 es 16.

e El perimetro P para las cuatro formas de la figura 5.11 es, respectivamente: objeto 1:
pP=16, objeto 2: P=18, objeto 3: p=20, y objeto 4: P=20.

¢ El perimetro de contacto p. de una forma compuesta de pixeles es igual a la suma de

las longitudes de los segmentos comunes a dos celdas.

e El perimetro de contacto p. para las cuatro formas de la figura 5.11 es,
respectivamente: objeto 1: r. = 24, objeto 2: r. = 23, objeto 3: p. = 22, y objeto 4:
Bz = 22;

En su trabajo de 1997, Bribiesca [15] define el factor de compacidad FC a partir del perimetro

de contacto p. de un objeto como:
FC = p,. (5.15)
Para hacer invariante este rasgo a traslaciones, rotaciones y cambios de escala, Bribiesca

propone la siguiente formulacién para el factor de compacidad normalizado (FCN):

_ (FC * Fszn ) .
FON = (cha:ﬂ - chin ) . (516)

En este caso: FC,,;;, = n — 1 representa el valor minimo que puede tomar FC y FC,,,. =

T, —4 S
%@ es el valor maximo que puede tomar.

o El FCpiin ¥y FCpaz para las cuatro formas de la figura 5.11 es, respectivamente:
ch-‘i'ﬂ =n—- 1 =, 16 =l= 15 ¥ chﬂ,:r: = Tﬂ_ziﬁ = 4(16);4(16) = 24
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Ejemplo 5.10
4

El factor de compacidad normalizado en términos de la ecuacién (5.13) para las cuatro

formas de la figura 5.11 es, respectivamente:

Objeto 1: FCN = 2=15 _ 1 o

24-15

Objeto 2: p, = 23=15 — () 8888

Objeto 3: P, = 22=15 = 0.7777

Objeto 4: p, = 2=15 — 0.7777.

Note cémo ahora las formas mas compactas toman valores cercanos de FCN a 1.0, mientras
que formas menos compactas toman valores mas pequenos. De hecho, se puede demostrar
que el valor de FCN varia entre 0.0 y 1.0.

Rasgos descriptivos con momentos geométricos

Los rasgos descriptivos basados en los momentos geométricos han sido usados por décadas
en la caracterizacion de objetos. tanto en dos como en tres dimensiones. En este capitulo
repasaremos los momentos geométricos como descriptores de la forma de un objeto en el caso
2-dimensional. Estudiaremos primeramente, los llamados momentos geométricos estandar. A
partir de estos, enseguida estudiaremos los momentos centrales, los cuales ya son invariantes
a traslaciones en el plano. Después, con base en estos momentos, veremos algo de la teoria

relativa a los momentos invariantes a rotaciones y cambios de tamano.

Finalmente, veremos como a partir de todos estos rasgos se puede derivar un grupo de
invariantes ante grupos de transformaciones imagen, mas generales, como son las traslaciones
combinadas con rotaciones y cambios de tamano. En el caso de una funcién continua

bidimensional f(z,y), el momento de orden (p + ¢) se define como:

+oc  ptoo
My = / [ 2Py? f(x,y)dzdy, para p,q=0,12,--- (8.17)

Una caracteristica del conjunto infinito de momentos M,, generados es que describe de

forma tinica cada funcion f(z,y).
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En el caso de una imagen digital, la doble integral suele ser reemplazada por una doble

suma, dando como resultado:

M,, = X, Z,zPy? f(z,y), para p,¢=0,12,--- (5.18)

En el caso de una imagen binaria b(z,y) con valores en {0, 1}, la ecuacién (5.18) toma la

forma:

Mpy = (4 y)er Y%, Parap,g=0,12, (5.19)

z,y)
donde R denota la region del objeto.

Invariantes a traslaciones: momentos centrales

Se puede demostrar que los momentos M,, no son invariantes a transformaciones de tipo

imagen como traslaciones, esto es a transformaciones del tipo:

1 GE

En este caso = y y son las coordenadas del objeto original, |a, b}T es el vector de

i " ’ ! N
desplazamiento, mientras que x y y son las coordenadas del objeto transformado.

Para lograr que los M), sean invariantes ante transformaciones del tipo dado por la ecuacién

(5.20), se proponen los llamados momentos centrales, denotados como i, los cuales en el

PO
caso discreto para una region R compuesta por My, pixeles, se definen como:

e = Tz y)er Z(x—2)"(y—7)", parap,g=0,1,2,--- (5.21)
donde:
M M
s N (5.22)
Moy My

son las coordenadas del llamado centroide del objeto. En particular, los momentos centrales

hasta de orden tres, esto es, los momentos para los cuales (p + ¢) < 3 vienen dados como:

poo = Moo pi1 = My — yMig

pio = 0 30 = Msg — 32 Mag + 27> Mo

por = 0 12 = Mya — 25 My — 7 Moa + 235 My
poo = Mag—TMyg a1 = Moy — 28 M1 + §Mag + 232 Moy
poz = Moz — yMo fos = Moz — 3§ Moz + 25> Moy.
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® Ejemplo 5.11

—
o
I |

Demostrar que cualquiera de los invariantes centrales es invariante ante traslaciones

en el plano.

Solucion

Con la finalidad de demostrar que la propiedad de cualquier invariante central se mantiene

ante traslaciones en el plano, considere la figura 5.12a donde se muestra un objeto com-
puesto por seis pixeles. Sin pérdida de generalidad, tomemos cualquiera de los 10 momentos

centrales; por ejemplo, considere el siguiente momento pag.

Este momento para el objeto mostrado en la figura 5.12a, tiene un valor de:

Dty =12+22 432 +12+2 4+ 32 =28,

ﬂ"[-zo = E(I,y)ER
My = Z(,,)erZ 2y =1 +2"+31+1'+2'+3 =12
1.0
) My X(z,5)erETY 1142043411420 43 12 )
{4 14 = == = = =
ﬂ-'f()() Z(.’r,y}ER p3 ;r"y“ 10 + 20 + 30 4= 10 = 20 + 30 6
H20 — ﬂ-u'!rgo = fﬁﬂuﬁo == 28 = 2(12) = 4.
El mismo momento para el objeto trasladado mostrado en la figura 5.12b vale:
My = %(,,)epE 23 =4 +5°+ 67+ 4245”4+ 6> = 154.
My = ¥(, ,)epZ o'y’ =4"+5'+6' +4' +5' +6" =30.
1,0
o _ Mo _Z@wer®TY 44546 +4' 45 46 30
T Mo B )er 2 a%° A04+50+60 440450460 6
foo = Moy — My = 154 — 5(30) = 4.

Note cdmo efectivamente el valor jsg se mantiene invariante ante traslaciones dadas por la

ecuacion (5.20).

El lector demostrard que cualquier momento central ji,, es invariante a traslaciones en el

plano dadas por la ecuacién (5.20), ver problema 5.7.7 en la pigina 228.
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8 [ 8 | |8
7 | 7 7
6 6 6
5 | 5 | 5
4 4 | 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0
o[1]2]314]5]6]71]8 ol1]2|3[4[5]6]|7]|8 ol1]2]3[4]5]6][7]8
a) b) c)

Figura 5.12: Imagen (a) un objeto compuesto por seis pixeles. Imagen (b)
el mismo objeto desplazado hacia la derecha y hacia arriba.

Imagen (c) el mismo objeto desplazado y rotado 90°.

Invariantes a rotaciones

Las rotaciones que un objeto puede experimentar en el plano son causadas por

[r] _ [cos(f?) ﬁseﬂ(f?)} [E] (5.23)

Yy cos(f)  sen(d) | |y

transformaciones del tipo:

En este caso z y y son las coordenadas del objeto original, @ es el dngulo de rotacién y & y

y son las coordenadas del objeto transformado.

La derivacién de momentos invariantes ante rotaciones de la forma (5.23) no es facil de
obtener. Los primeros dos invariantes a traslaciones y rotaciones propuestos en [18], vienen

dados por las siguientes expresiones:

o1 = p20 + po2 (5.24a)
o2 = (p20 — po2 )2 +4pd, (5.24b)
¢s = (pao—3pz)’ +3(p21 — pos) (5.24c)
01 = (pso+pm2)* +3(p2r + pos)? (5.24d)
¢5 = (pso—paz) (3o +paz) [(pso + paz)® — 3 (p21 — pos)’]

+ (3o — proz ) (par + po3 ) [3 (s + p12)® — (pa1 + pios )] (5.24e)
d6 = (a0 — poz2)[(pso + pa2)* — (p21 + o3 )’ ]

+4pu11 (p30 + paz2) (21 + pos ) (5.24f)
¢r = (3ot — pos) (pso + pra2) [(ps0 + p12)* — 3 (ras + pigs )]
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+ (3par — po3 ) (pran + w03 ) [3 (a0 + paa)” — (pan + pos ). (5.24g)

Se puede mostrar que los momentos ¢;, ¢ = 1,2,--- son invariantes ante

_ rotaciones y traslaciones.

Ejemplo 5.12

Suponga que el objeto mostrado en la figura 5.12a es trasladado y rotado 90° a la derecha o a

la izquierda, como se ilustra en la figura 5.12¢. El primer momento invariante a traslaciones

y rotaciones de Hu ¢ para el objeto mostrado en la figura 5.12a, vale:

Hop = _A—'IQ() - 5.,7'1\-{10 =28 — 2(12) =4.
o2 = Mga — Mo = 39 — 2.5(15) = 1.5.
¢ = pao+po2 =4+1.5=25.5.

El mismo momento pero ahora para el objeto mostrado en la figura 5.12c, vale:
w20 = _Mrz() = i‘]\zﬁo = 255 — 65(39) =1
Moz = Mys — yMp; = 154 — 5(30) =4.0.

¢1 = Moo+ po2 =1.5+4.0=5.5.

Note cémo efectivamente el valor ¢ se mantiene invariante ante traslaciones y rotaciones

dadas por las ecuaciones (5.20) v (5.23).

Invariantes a cambios de escala

Los cambios de escala (de tamafio) que un objeto puede experimentar dentro del espacio de

un robot son causados por las transformaciones de coordenadas de la forma:

L,] - [‘S 0] M (5.25)

Los invariantes a cambios de escala pueden obtenerse al dividir cada momento por un
factor de normalizacién que cancele el efecto de escalamiento. Este factor de normalizacion,

generalmente viene dado por el tamano del objeto en cuestion.
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Si f (.7:’, y') es la imagen f(z.y), después de un escalamiento en cada eje por un factor

a a través de la aplicacion dada por la ecuacién (5.26), entonces se obtiene lo siguiente:

! !

f(@', y) = flaz,ay) = af(x,y); con = az, y = ay. En consecuencia:
/ Fes Foo ’ r 7] ’ ’ [
My, = / f zPyif(z,y) de dy (5.26)
i +o0 +oo
M, = ap+q+2] / 2Py f(z,y) dady (5.27)

= qptat2 — J smilar 1 = aPtat2 i -
por lo tanto, M, = a = My, de manera similar p,, = a lipq- En particular,

#;}0 = a? gy, de donde se puede ver que:

: +
Mg = IJ%? ’)’:qul p+g=23,--: (528)
Hao 2

Se deja al lector demostrar este hecho (ver problema 5.7.8, en la pagina 228).

Invariantes traslacion, rotacién y escalamiento

Dentro del espacio de trabajo del robot, el objeto a ser manipulado puede experimentar
una combinacién de transformaciones; usualmente cambios de posicién (traslaciones en el
plano), giros (rotaciones en el plano) y cambios de tamano (escalamientos), estos tiltimos

ocasionados, por ejemplo. por el posicionamiento del captor con respecto al objeto.

Una transformacién tipo imagen que combina cambios de posicion, rotaciones y

escalamientos viene dada por la siguiente expresion:

2] = o[ O[]+ 2] -
]T

donde, como ya vimos, [a,b]" es el vector de desplazamiento, 8 el dngulo de rotacion y « el

factor de escalamiento.

Al reemplazar simplemente los momentos centrales en las expresiones para invariantes
Pg

a traslaciones y rotaciones, dados por las ecuaciones (5.24a) a (5.24g), por los invariantes a

cambios de escala 7,,, resultan los famosos siete invariantes de Hu a transformaciones dadas

por la ecuacién (5.29):

o1 = 120 + Moz (5.30a)
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P2 =
@3 =
¢y =
5 =

o5 =

¢r =

(1120 — 02 )° + 43, (5.30b)
(30 — B3mz2)* + (3021 — o3 )’ (5.30c)
(30 +m2)” +3 (121 +1703)° (5.30d)
(130 — 3ma) (130 + m2) [(ms0 +m2 ) — 3 (121 — 703 )’ ]

+(3m21 — 103 ) (M21 + 103 ) [3 (1130 + m12)* — (m21 +103) %] (5.30e)
(720 — 02 ) [ (m30 + M2 ) — (n21 +103)* ]

+4m11 (130 +m2) (721 + 703 ) (5.30f)
(3n21 — o3 ) (ms0 +m2) [ (1130 + 2 ) — 3 (21 +703)° ]

+ (3121 — m03) (m21 + 703 ) [3 (m30 +mz2 ) — (m21 +mo3)*]. (5.30g)

Un procedimiento sencillo de la obtencién de los invariantes de Hu en una region binaria es:

Pseudocdédigo 5.3

Calculo de los

7 invariantes de Hu de una region binaria R.

Entrada: imagen

binaria b(z,y) de dimensiones n x m pixeles.

Salida: siete invariantes de Hu: ¢1, ¢9,---, ¢7.
for y=1:m
for x=1n
if p==1
| Calcular 10 primeros momentos geométricos M,,, ecuacién (5.19).
end
end

end

Calcular los 10 momentos centrales fi,,, (p+ ¢) < 3 mediante la ecuacién (5.21).

Calcular los 7 momentos centrales normalizados 7,,, 2 < (p + ¢) < 3. ecuacién (5.28).

Calcular las 7 invariantes de Hu mediante la ecuacion (5.30a-5.30g).

Ejemplo 5.13

Considere los dos objetos mostrados en las figuras 5.13a y 5.13e, asi como sus tres

transformaciones tipo imagen ilustradas, respectivamente en las figuras 5.13b-5.13d y 5.13f-

5.13h. La figura 5.14 muestra los valores del primer invariante ¢; para cada uno de los dos

objetos y sus correspondientes cuatro transformaciones.
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Note como a pesar de los cambios de posicién, rotacion y de tamano, el valor de la invariante
para los dos objetos se mantiene constante. Esto deja ver que los invariantes de Hu pueden
ser utilizados como poderosos rasgos para describir la forma del objeto ante transformaciones

de posicién, rotacién y tamafio.

Figura 5.13: Imdgenes (a) v (e) dos objetos, uno sin huecos y otro con

seis huecos. Imdgenes (b-d) tres versiones transformadas
del objeto mostrado en (a). Imagenes (f-h) tres versiones

transformadas del objeto mostrado en (e).

Objeto | Version transformada 1 | Version transformada 2 | Version transformada 3

B 00 B

0.1956 0.1957 0.1978 : 0.1975
0.1832 0.1840 0.1842 _ 0.1833 |

Figura 5.14: Dos objetos y sus valores del invariante de Hu ¢; y el

correspondiente a tres versiones transformadas de cada objeto.

Posiciéon del objeto en el plano de trabajo

Una vez que un objeto ha sido identificado es necesario que sea ubicado dentro del espacio
de trabajo del robot para que este iltimo pueda realizar una tarea con dicho objeto, por
ejemplo, tomarlo. Para esto, es necesario conocer en la imagen las coordenadas del centro

del objeto (centroide) y del angulo del llamado eje principal del objeto.
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La posicién del centroide del objeto R dentro de su imagen captada por el sensor del robot
viene dada por sus coordenadas (Z,y). Estas, como ya vimos, se obtienen a través de los

momentos estandar Myg, Mg vy Mg, como sigue:

Mg
T = a1
z Mog (5.31a)
_ My,
— 31b
y Moo (5.31b)

las coordenadas del centroide ( Z, % ) son la interseccién de las lineas paralelas z =z y y = g,

respectivamente a los ejes z e y.

Note que el centroide define una posicién tinica con respecto al objeto, que puede ser usada
como punto de referencia para describir la posicién del objeto dentro del campo visual del

captor del robot.

Ejemplo 5.14

Considere al objeto binario compuesto por 9 pixeles mostrado en la figura 5.15.

8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 l
0 0
01|23 |4]5]6]7]8 0l1|2[3]4|5]67 (8

a) b)

Figura 5.15: Imagen (a) un objeto compuesto por nueve pixeles con centro
en (2,3). Imagen (b) el mismo objeto, pero con centro en (5,5).
En cada caso, el centro del objeto aparece marcado en un tono

de gris mas oscuro.
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Al aplicar las ecuaciones (5.31a) y (5.31b) a los nueve pixeles de este objeto se puede ver

que la posicion de su centroide viene dada como sigue:

_ My
YT My
_ 14243414243 414243 18
9 9
YT My
_ 4+4+44+3+3+43+242+42 7 _,
9 9

Posicién que coincide con la observada en la imagen.

Suponga que ahora el objeto es desplazado a la posicion mostrada en la figura 5.15. La nueva

posicién del centroide vale ahora:

_ Mg
YT My
_ 44546445 46444546 45 _
9 9
_ Mo
T = T
_ 6B+6+54+54+5+44444 45
9 9 ’

Posicién que, de nuevo, coincide con la observada en la imagen.

El angulo del eje principal del objeto que pasa por su centroide y que concentra la masa de
dicho objeto de la figura 5.15 puede ser obtenido a través de los momentos centrales como

sigue.

Primero se calcula el angulo auxiliar:

1 2
¢ = _tan! (jl—) : (5.32)
2 20 — Ho2

Es de notar que el rango del angulo ¢ se encuentra en el rango —7 < ¢ < 7.
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En la figura 5.16 se presenta una imagen con cinco objetos
binarios y alargados con sus ejes principales pasando por
su respectivo centroide. En la figura 5.17 se ilustra como el
angulo del eje principal mayor ¢ puede ser determinado a

partir de los segundos momentos y el dngulo ¢. El dngulo

del eje principal de menor inercia puede ser usado como eje
de referencia tnica para describir la orientacién del objeto Figura 5.16:
dentro del campo visual (rotacién en el plano). Nétese que Objetos binarios.
f no garantiza por si solo una orientacién tnica debido a la

existencia de la ambigtiedad en 180°. Esta ambigiiedad puede ser resuelta al usar el signo de

los momentos de orden tres.

Hi1 | H20 — Ho2 ¢ 0

0 E 0 3

+ - —Z<gxl| T=xgxl
+ 0 0 3

+ + 0<o <] 0<f<7
0 0 0 0

- + —-1<o<0| -7<0<0
- 0 0 —£&

- . Oxdg<d |=F=<tigqg=]

Figura 5.17: Orientacion del eje mayor principal.
5.4.10 Rasgos estructurales: caracteristica de Euler

La caracteristica de Euler F ha sido ampliamente usada en el campo de la vision por
ordenador para el reconocimiento de objetos en 2D y en 3D (véase, por ejemplo, [23]). Esta
caracteristica, como se sabe, permite relacionar el nimero de componentes del objeto

(nc) y el nimero de hoyos (nh) del mismo objeto de la siguiente manera:
E = nc—nh. (5.33)

El niimero de Euler de un objeto o una imagen puede ser calculado de muchas maneras.
Una de ellas consiste en combinar operaciones de procesamiento de imagenes muy sencillas,

como sigue. Dada una imagen binaria b(x, y) con uno o mds objetos con y sin huecos:

IA AprLicADA A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AZUELA e FERNANDO REYES CORTES



5.4 Descripcion de objetos 199

1) Calcular el mimero de componentes conectados (CC). Esto nos da el niimero de

componentes nc.
2)  Negar la imagen b(x, y). Esto da como resultado la imagen complemento ~b(z,y).
3) Calcular el niimero de CC sobre “b(z,y). Esto nos da el miimero de componentes
NC + 1. El 1 representa la region del fondo de la imagen.
4)  Obtener el valor nh al restar al valor de CC calculado en el paso 3.

5) Calcular el nimero de Euler de la imagen simplemente al aplicar la ecuaciéon

(5.33).

Ejemplo 5.15

Suponga la imagen binaria mostrada en la figura 5.18a. Al aplicar el paso nimero 1 del
procedimiento descrito, a través del método explicado en la subseccién 5.3.4: ne = 4. Al
negar la imagen b(z,y) se obtiene la imagen invertida ~b(z,y), mostrada en la figura 3.33
(b). Al aplicar el paso 3, se obtiene nc = 4. Al aplicar el paso 4, se obtiene que nh = 3.
Finalmente, al aplicar el paso 5, se obtiene, como nimero de Euler F para la imagen de la
figura 3.33 (a), E = nc — nh =4 — 3 = 1, valor que coincide con el calculado directamente

mediante la ecuacién (5.33).

a) b)

Figura 5.18: Imagen binaria usada para el ejemplo 5.15.

Otra manera para calcular el nimero de Euler de un objeto (imagen binaria) utiliza la

siguiente formulacién:

- oy ol
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0 0 10
cuestion, entregan como resultado un “17 o un “07, segin los valores que son encontrados

1 0 11 " ; ; ¥
donde [ ] y [ } son dos mascaras, que al ser pasadas por la imagen binaria en

a su paso en el recorrido. El pixel de referencia de la mascara es localizado en la esquina

0 ; . 4 ;
] el pixel de referencia seria el pixel marcado en

C ; 1
superior izquierda. Para la mascara 6 8

. ; 2 ; 1
negritas; lo mismo serfa para las segundas méscaras: [ "

numero de veces que la méscara ha sido encontrada en la imagen al recorrerla.

;] La notacién # [ ] indica el

Ejemplo 5.16

Considere la imagen binaria mostrada en la figura 5.19a. Es la misma que la de la figura 5.18a.
Al recorrer las mascaras en la figura 5.19b aparecen marcadas con un “x” las posiciones

. 10 . . .
donde la mdscara 0 o] encontrada en el recorrido. En la misma imagen, aparecen
({5} 1 . £ 1 1
marcadas con una “e” las posiciones donde ahora la mascara 1 ol s encontrada en el

il 1 4
recorrido. Luego entonces, # [ 0 0] =06y #[ ! 0] = 5, por tanto, de la ecuacién (5.34)

1 1 r 1
E= #[1 0] —# i 0] =6 —5 = 1, que coincide con el valor esperado.
[ ] [ ]
[ ]
[ ] [ ]
a) by

Figura 5.19: Iinagen binaria usada para el ejemplo 5.16.

Ejemplo 5.17

Consideremos el caso de las dos imagenes umbraladas mostradas en la figura 5.20, la cuales

contienen como se puede ver tres y cinco objetos, respectivamente. En el caso de la imagen
de la izquierda, el objeto hexagonal tiene un hueco; el segundo abajo a su izquierda cero

huecos, mientras que el tercero abajo a su derecha tiene siete huecos.
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Para la imagen de la derecha, por otro lado, como se puede ver tres objetos tienen un hueco,
uno mas tiene dos huecos, mientras que el ultimo tiene seis huecos. Al aplicar la ecuacion
(5.34) a estas dos imdgenes, el lector puede verificar que se obtienen los siguientes niimeros

de Euler:

=

Imagen (a): E=-5.

Imagen (b): E=-6.

a)

Figura 5.20: Imagen (a) binaria con tres objetos. Imagen (b) binaria con

cinco objetos.

5.4.11 Descripciéon de los objetos

Una vez que los objetos han sido aislados unos de otros y del fondo, como ya vimos en la
seccién anterior, se les puede calcular rasgos descriptores como el facto de compacidad, los
momentos de Hu o el mimero de Euler; se les asigna un vector descriptor el cual podra ser

usado para detectar su presencia en una imagen, determinar su niimero o identificarlos.

Esto permitira al robot ubicar a los objetos y realizar una tarea con ellos, por ejemplo,

tomar uno en particular y ponerlo dentro de un contenedor especificado por la tarea.

Ejemplo 5.18

Consideremos el conjunto de seis objetos umbralados mostrados en la figura 5.21. En la

figura 5.22 se ilustran su respectiva primera invariante de Hu y niimero de Euler.
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a) b) ¢)
d) e) ]

Figura 5.21: (a)-(f) Seis objetos binarios con diferente forma y diferente

numero de huecos.

Objeto 01 E
1 0.228647 | 0
2 0.194198
3 0.290548 | -6
4 0.356483 | -4
) 0.181847 | -5
6 0.246813

Figura 5.22: Primera invariante de Hu y ntmero de Euler como

descriptores de seis objetos.

Con base a la figura 5.22 podemos formar las descripciones de los seis objetos como sigue:

0.228647 0.194198 0.290548
0, = 0 ; 02 = 1 ;03 = 6

O.356483) (0.181847 ( 0.246813
04 = s 0O = , O = ¥
—4 =5 1

En lo general, un objeto o; puede ser descrito en términos de n rasgos mediante un vector

como sigue:
z = [r T (5.35)
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En la siguiente seccién utilizaremos este tipo de descripciones para detectar la presencia de

objetos especificos en una imagen, asi como para reconocerlos.

@ Deteccion y reconocimiento

NA vez que los objetos dentro de una imagen han sido descritos como se refirié en la
seccion anterior, estas descripciones pueden ser usadas para detectar su presencia o
reconocerlos. De esta manera un robot estaria en posibilidades de llevar a cabo una tarea

especificada.

En este apartado estudiaremos un conjunto de clasificadores muy sencillos pero ttiles
en el campo de la robotica. Primeramente, hablaremos de los clasificadores de distancia
minima. Enseguida, se presenta una extension a los llamados clasificadores de Mahalanobis
que permiten afrontar algunas deficiencias posiblemente presentes en los clasificadores de

distancia minima.

Finalmente, se presenta una familia de clasificadores que utilizando el teorema de Bayes

permite resolver problemas de clasificacion mas complejos.

Clasificadores de calculo de distancias

Uno de los enfoques mas utilizados para la clasificacion de patrones se basa en el calculo de
distancias. Sin pérdida de generalidad, una distancia es una medida entre dos puntos. Asi, si
las clases de pertenencia de los diferentes patrones se representan como puntos en un espacio

n-dimensional de rasgos, la clase de pertenencia de un patron dado x se determina como
aquellaclase C*, k=1 ,--- ,p, para la cual la distancia entre  y C¥sea la més pequena.

Los métodos basados en este enfoque fueron los primeramente utilizados por la comunidad
para resolver problemas relacionados con la clasificacién de patrones. De manera muy
general, la operacién de un clasificador basado en el calculo de una distancia se muestra en la
figura 5.23. Como se puede apreciar de esta figura, una descripcién @ dada por la ecuacién

(5.35) de un objeto percibido, obtenida a partir de los captores conectados a un robot, se

compara con todas y cada una de las descripciones z', 2%, --- , 2¥ ... | 2P almacenadas

en la base de datos del cerebro (ordenador) del robot.
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Después del andlisis respectivo, el sistema de clasificacion del robot responderd normalmente
con el indice de clase mas cercano al patron de entrada. Esto lo hara al encontrar el minimo

de las p distancias calculadas.

| dix.z?) }—-
Descriptor de 2 l
e | [ dw 29—
[ ] [ ]
: : arg min indice de

permamencia
> dfx 2 ——

°
R T A —

Figura 5.23: Diagrama de operacién de los métodos basados en el calculo
de distancias.

A manera de ejemplo, en la figura 5.24 se ilustra el proceso antes mencionado con las
descripciones de tres objetos sencillos. Como se puede ver, el sistema emite como salida
el indice correspondiente a la segunda clase. Como alternativa, el sistema puede también
responder con el nombre del objeto (barco) o incluso con la foto de este almacenada en la
base de datos.

Banco de descriptores

/—"X—'-J(X. z%)<

Patrén percibido

=l
2 &
-

indice de clase =2
Nombre del barco
Foto del 0bjeto el

Figura 5.24: Ejemplo de operacién de un método basado en el calculo de

distancias.

De la discusién anterior se puede apreciar que la operacion de clasificacion consiste en
encontrar el indice de la clase C*, k = 1,2,---,p de pertenencia del objeto de entrada,
descrito en términos de un vector de rasgos como el dado por la ecuacién (5.35). De aqui
en adelante, usaremos de manera indistinta los términos reconocedor y clasificador para

designar la misma operacion.
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Clasificador de distancia minima

Este clasificador, como ya se dijo, es el méas utilizado en la literatura del reconocimiento de
patrones. Parte del hecho de que las clases de patrones son linealmente separables (i. e., entre
individuos de dos clases es posible encontrar una superficie de separacién). El clasificador
de distancia minima supone que la pertenencia de cada patrén se conoce de antemano y que

ademas se sabe el niimero de clases en las cuales el patron puede ser clasificado.

Supénganse p clases C*, k = 1,2,---,p, personalizadas por p representantes, es decir:
zF k=1,2,---,p. Cada representante es un vector de la forma z* = (g1, ppo, - - )T
Un patrén de entrada z = (r1,72,---,7,)7 sera clasificado en la clase C*, k = 1,2,---,p

cuando se cumpla la condicion que:

argmin d(z, ") (5.36)
k

donde d(z, 2*) es normalmente la distancia euclidiana:

=

d(@,z¥) = [B%(ri—2)%]? = |z — 2"||2. (5.37)

Esta distancia es calculada entre el vector descriptor de entrada a y cada uno de los

representantes z*, k=1,2,---,p de cada clase C*, k=1,2,---,p.

Ejemplo 5.19

: 1 7
Las distancias entre el vector & = [4:| y los vectores representantes: z! = |:1] y 22 = |:6:|

son, respectivamente:

Bl

di(z,z') = [(B3-1)2+(4-1)?]

= 3.6055.
do(m,2?) = [(B-T)2+(4—62) =4.

4721.

Kl

(@ ulsntietedl La distancia euclidiana es un caso especial de la distancia de Minkowsky:

;U

dui(z,2") = [Bh,(zi— 2F)M )™

= |l& — 2*[|asz- (5.38)

De acuerdo con la figura 5.23, note cémo el clasificador de distancia minima requiere del
calculo de todas y cada una de las distancias entre el vector de entrada & = (ry,79,---,7,)% y

los vectores descriptivos 2!, 22,---, 2% .-, 2P, Por supuesto, si p es muy grande, esta puede
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ser una de las desventajas de los métodos basados en el cdlculo de distancias. Este problema

puede ser facilmente resuelto al implementar la distancia euclidiana en una plataforma

paralela de procesamiento.

Diseno del clasificador de distancia minima

El diseno de un clasificador de distancia minima, en particular de tipo euclidiano, incorporara

cinco etapas [37]. Cada una de estas se detalla a continuacion:

1

Determinacién del niimero de clases. Esta etapa se realiza normalmente en
forma manual. Practicamente en todos los casos se sabe en cudntas clases los
patrones que componen el universo de muestras pueden ser clasificados. Si no
’ s . ’ . 3 * o L Wt
es asi, se debera recurrir a técnicas de agrupamiento (acumulacion) automatica

37).

Eleccién y prueba de los rasgos descriptivos. Esta etapa es fundamental
para el buen desempeno del clasificador. En la seleccion de los rasgos descriptores
se debe satisfacer al menos la condicién de que por medio de la combinacién de los
rasgos se logre, por un lado, la diferenciacién entre elementos de clases distintas

y por otro la clasificacién de patrones de una clase dada en esa propia clase.

Evaluacién de la prueba determinista. Es bien sabido que el clasificador
euclidiano es determinfstico por naturaleza. Cada clase C* del universo de
trabajo U queda representada por un vector tnico zF, k = 1,2,---,p,
denominado prototipo o representante de la clase. En el diseno de un clasificador
euclidiano es necesario verificar el cumplimiento de esta hipétesis para cada clase
dentro del universo de trabajo del clasificador. Si esta condicién no se cumple al
menos para una de las clases, se deberia proceder a usar otro clasificador. Para la
verificacién de la hipdtesis mencionada, para cada una de las clases se supone que
de alguna manera se han obtenido m muestras o realizaciones x*, 2, .- -, ™ del
mismo vector de rasgos para la misma clase. Una manera de verificar la hipotesis
determinista para una clase C, i = 1.2,---.n, consiste en analizar su matriz

de covarianza M C(Cy), definida como:
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MC(C*) = E{lz—Bll]" x [=— Ela]]}

(z1 —i‘L)z (Ty —Z1)(z2 —Z2) - (21— T1)(@Tn — Tn)
~ (a9 7$2):(3_71 — 1) {;1:2—:1‘2) (;L'g—;rg):(:r:,, — &) . (539)
(xp — Fn)(x1 — 1) (Tp — Tp)(22 — T2) -+ (x5 — E)?

En este caso E es el operador esperanza matemdtica y E(z;) = Z;. Se sabe que
la matriz de covarianza es simétrica y que en su diagonal principal contiene las
varianzas de cada rasgo de la clase, mientras que el resto de los elementos se

corresponden con las covarianzas de los mismos rasgos.

Otro parametro necesario para verificar la hipotesis determinista del clasificador
de distancia minima es la media aritmética de la clase i*, en este caso particular

coincide con la estimacién de la media estadistica. Si se disponen de M muestras
(vectores) para cada clase !, 22, ... M

-

. con los siguientes elementos dados por

i R ;
af = (el oo qmyn

B = (B2, 8a)" (5.40)

Cada componente ji; de ji* se calcula como:

i M
i = HZ’WJ‘- (5.41)

J=1
Obsérvese que este vector de tamaiio n coincide con zF, k = 1,2,---.p
representante de la clase C*,k = 1,2,---,p. Un criterio experimental para

validar la hipédtesis determinista es que la desviacién estandar de cada rasgo

no se vaya mas alla de 10% de su correspondiente promedio, esto es:

I8 et B, Ny 5=, Do, (5.42)
ki
Puede suceder que una o més de las desviaciones estdndar rebasen el 10%
estipulado en la ecuacién (5.42). En este caso si los representantes de las clases
se encuentran bien separados entre ellos, como se muestra en la figura 5.25,
entonces la hipotesis sera aceptada. Respecto a la figura se puede ver que, aunque
los ciimulos para las muestras “e” y “4” presentan desviaciones estindar més

sk

grandes que la observada para el ciimulo de muestras tipo , 11 separacion es

grande. Esto permite aceptar la prueba deterministica.
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sk
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F.
2A
* %
* ok %
* %
. @
® o
+ +
+ + + +
-

r

i

Figura 5.25: Ejemplo visual para el cual algunos rasgos no cumplen con

el criterio dado por la ecuacion (5.42), pero si estan bien

separados entre ellos.

4. Calculo de los vectores prototipo. Una vez demostrada la hipdtesis

determinista para todas las clases, el paso siguiente consiste en el computo de

los vectores prototipos de cada clase. Estos son calculados como sigue:

l m
ko W =
2 = = 2. 5.43
35 =
Jj=1
Al conjunto de muestras :1:1,1,11:1.2,---.:1:(1,171)_. con x!Fd) =
(Pkj1sThkjo s s Thin) T, que se utilizan para el cdlculo de los prototipos

(entrenamiento del clasificador), se le denomina conjunto de entrenamiento.

Prueba del clasificador. Una vez determinado el niimero de clases, elegido y
validado el conjunto de rasgos descriptores, aceptada la hipdtesis determinista
con los calculados prototipos, se procede a probar el desempenio del clasificador.
En este caso se usan vectores de rasgos descriptores de los objetos, pero diferentes

a los utilizados para entrenar el clasificador.

En este caso, un vector descriptor & = (ry,ra,---, rn)T es presentado al
clasificador. Enseguida se calcula la distancia de este vector a todos y cada
uno de los prototipos z* de las p clases. Finalmente, el patrén @ es asignado a
la clase C para la cual, como ya vimos al comienzo de esta seccién, se cumpla la

ecuacion (5.38).
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ee Ejemplo 5.20

Supongase el siguiente universo de patrones y sus correspondientes tres clases:
0 0 i 1 2
] 3 3 3 E CJ_
0 1 1 0 1
5 5 4 6 6
. , 5 X € Cp
{[5] [5} [5] [5] [4 }
) ) ; ) € Cjy
12 12 il | 10 9

Calcular los prototipos o representantes de cada una de las tres clases y establecer

los respectivos clasificadores.

Solucion

De la figura 5.26a, el lector puede apreciar la visible separabilidad lineal entre los elementos

de las tres clases. Esto nos permite asegurar que con este niimero de rasgos el problema de
separabilidad lineal entre clases queda resuelto, indicindonos a la vez que los rasgos selec-
cionados de alguna manera cumplen con lo estipulado en la etapa 2 del procedimiento de

diseno de un clasificador de distancia minima.

2\ - 2)
%
10 * 10 *
: 2
dex.z})
[ :
5 ++ + 5 t+
+ d()(.:’)—"; ;
& X
dxzl).
I @ o
) i

Figura 5.26: (a) Patrones pertenecientes a las tres clases del ejemplo,

g

representados, respectivamente, como “o” y “+” y “*” en el plano
de rasgos r; v . (b) Distancia del patrén & = a las tres
) 3

clases: C*,C? y C&8,
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Por otro lado, para facilitar la explicacién se supondra por el momento que las tres clases
satisfacen el criterio determinista dado por el paso 3 del procedimiento de entrenamiento
para el clasificador de distancia minima. Para solucionar el ejemplo planteado, se requiere
primeramente del céalculo de los prototipos o representantes de cada una de las tres clases.

Asi entonces, de acuerdo con la ecuacién (5.43), los prototipos para las tres clases son los

siguientes:
1 LITOT 107 TH &[] T2 0.8
A = — =
5110 1 1 1 1 0.6
2 1[[5 5 1 3 5 5 [5.0
z = — 1
5116 5 5 4 5.0
3 1 [ 9 & 10 5 10 - n [ 98
7 5|2 12 10 9_ Cl108]°
: s 5 .
Prueba del clasificador. Supdngase el siguiente vector & = [3] obtenido como una

medicién de la clase C? de objetos. Nétese que la nueva medicién es diferente a las usadas

para calcular los representantes de clase. De acuerdo con las ecuaciones (5.38) y (5.37):

d(z.z") = [(5.0—08) +(3.0-0.6)%2 =4.837
d(w,z*) = [(50—5.0)2+(3.0—5.0)%]7 =2.0
d(w,z%) = [(5.0—9.8)%+ (3.0 — 10.8)%]3 = 9.158.

Debido a que el argmin {4.837,2.507,9.158} = 2, entonces la descripcion de entrada
L

z=[5 3]Tdebe ser considerada como perteneciente a la clase C2. Una manera gréfica de
ver este resultado se muestra en la figura 5.26b, en la cual los representantes de las tres clases
aparecen representados en sus respectivas coordenadas. En esta misma figura aparece
representado el vector &, donde se puede ver que su distancia més corta es hacia el prototipo

ntimero 2. Por tanto, el patrén de entrada x es asignado a la clase C2.

e ¢ » Ejemplo 5.21

Suponga el conjunto de entrenamiento del ejemplo 5.20, verificar si este universo

satisface la prueba determinista.

Solucion

De acuerdo con el ejemplo 5.20, los vectores promedio para cada una de las tres clases son:

) [0.8] ) [5.0} ) [ 9.8 }
= 5 g = I = .
& 06" "7 50l Y7 108
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Para poder comprobar si el universo propuesto satisface la prueba determinista, es necesario

calcular la desviacion estandar para cada rasgo. La desviacidn estandar oy, para cada rasgo

r; para cada clase C*, puede ser calculada mediante la siguiente expresién:

b=

2
Oki = H;(Tz‘j_#z’j)

Prueba deterministica para la clase C}:

_1 . 2
o111 = g Z T1j — 0. 8
71=1
_1 ‘
= |5 [(0—0.8)2 L (0-08)2+(1-08)2+(1-08)+ (2—0.8)2”
:1 2
= |z [0.64 + 0.64 + 0.04 4 0.04 4 1.44]| = 0.7483
% 8. 5_4883 0.9353 no satisface la prueba determinista
- 2
1 5
g1 = 5 Z .TQJ —0. 6
J=1
- 2
1
= | [(0—0.6)2 L (0-06)24(1—06)>+(1-06)+ (1—0.6)2”
:1 2
= 1|5 [0.36 + 0.16 4+ 0.16 4+ 0.36 4+ 0.16]| = 0.4898.
Observe que ;f: = 0'3% = 0.8164 no satisface la prueba determinista

Prueba deterministica para la clase Cs:

1 .
o211 = 52}(1‘2;—5)
J:

2

1 2
= 3[0+0+1+0+1]} — 0.6324.

% = B 6?24 = 0.1216 no satisface la prueba determinista.
¥ :
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1
(%]

O99 = (:E-gj —5)2

|
| =
-

“
|l
—

(6—5)2+(5—5)2+(5—5)2+(5—5)2—|—(4—5)2”

T 1T
[ (SN
p—

2
[40 40+04 1]] = (.4898.

9

-t % = 0.1216 no satisface la prueba determinista.
p ;

B

Prueba deterministica para la clase Cl:

- 2
P 5
o31 = 5 (z3; —9.8)
-1 2 2 2 2 2 .
- g[(9—9.8) +(10-9.8)2+ (10— 9.8)+(9-9.8)% + (11— 9.8) H
o g
= |2 (0644 0.04+0.04 +0.64+ 1.44]| = 0.7483.

Q

21. = % = ().0763 satisface la prueba determinista.
5 3

B

i 5
o32 = 52(3:2j —10.8)

2
(12—10.8)2+(12—10.8)2+(11—10.8)2+(10—10.8)2+(9—10.8)2]]

9

(1.44 +1.44 +0.04 + 0.64 + 3.24]| = 1.1661

—

2 = 1'110621 = 1.1079 no satisface la prueba determinista.

i :

En resumen, como se puede ver, solo las clases segunda y tercera en su segundo y
primer rasgo, respectivamente, satisfacen la prueba determinista. Sin embargo, ya que los
representantes de las tres clases se encuentran bien separados, la prueba determinista para

el universo de patrones tratado puede ser aceptada.
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Clasificador de Mahalanobis

Este clasificador basa su operacién en el computo de la llamada distancia de Mahalanobis. La
distancia de Mahalanobis entre un patrén: = [ry,rg, - ,'rn]T a una clase C' caracterizada

mediante un vector prototipo promedio & y matriz de covarianza X(C'), se define como:
dy(z,C) = (xz—2)"2(z—z)T. (5.45)

Si se supone que la matriz ) (C) es diagonal, cosa que sucede solo en caso de que los

elementos de vector descriptor sean estadisticamente independientes, entonces:

gf F wox
0 o o B
Z — ) o | (5.46)
o o - 0721'
Por tanto:
- \Te—1 ..T_(xl_-;ﬁl)Q (331—5»'n)2
d}u(ﬁB,C) = (.’B—.’E) ¥ (:B—.’B) —T++T (547)
1 T
En este caso:
2 1 m B 2
gl = — (B — T ) - (5.48)
m,j:l

Note cémo en este caso particular en que la matriz de covarianza es diagonal, la distancia
de Mahalanobis coincide con el cuadrado de la distancia euclidiana dada por la ecuacion

(5.38), pero ponderada por la varianza de cada rasgo.

Una vez entrenado el clasificador, un vector de entrada es puesto en la clase para la cual:

argmin dpr(z, CF). (5.49)
k

Explicacién intuitiva de la operacidén de la distancia de Mahalanobis. Para entender
la operacion de la distancia de Mahalanobis, consideremos el problema de que un patrén
descriptivo @ pertenezca a una clase dada. Como primera aproximacion supongamos que
podemos calcular la distancia del vector @ al centro z de la clase . Sea esta distancia
d(x, z). Ahora bien, entre més pequena es la distancia d entre  y 2z, es mas probable que

x pertenezca a la clase C. Este hecho se puede visualizar en la figura 5.27a.
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A Mas probable A Menos probable
X
X
/
.
z z
a)
A ) . A .
Mas representativa Menos representativa
x
/#x

>

b)

Figura 5.27: Dispersion de clase. Explicacion intuitiva de la operacion de la
distancia de Mahalanobis respecto a la distancia euclideana.

(a) Distancia entre dos puntos sin tomar en cuenta la

desviacion estandar de la clase C. (b) Distancia entre dos

puntos al tomar en cuenta la desviacion estandar de clase C.

Ahora bien, nos gustaria saber también qué tanto se dispersa la clase C en el espacio (mucho
0 poco). de tal forma que podamos decir que una distancia d entre & y z es mas o menos

representativa. Una manera sencilla de medir esto consiste en estimar la desviacion estandar

o entre los elementos de la clase C.

Luego, entonces si la distancia d entre el punto  y el punto z es menor a ¢ podemos concluir
que es mas probable que @ pertenezea a C. Entre menos suceda esto, debemos concluir que
o no debe ser clasificado en C'. Este hecho se ilustra en la figura 5.27. Para entender todavia

mejor lo visto consideremos los siguientes ejemplos numéricos.

Al igunal que para el caso del clasificador euclidiano, enseguida se da un ejemplo numérico

que permitira al lector reforzar el conocimiento aprendido hasta el momento.
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e ¢ o Ejemplo 5.22

Supéngase el siguiente conjunto de entrenamiento y sus clases:
5 2 5 8 5
? 3 : 3 5 ey
8 5 5 5 2
{ 13 12 13 14 13 }
3 s B 3 & C-jg
[11] [10] [10] [10] [9]

Establecer el entrenamiento del clasificador y realizar su respectiva prueba.

Solucion

Estos dos conjuntos de patrones aparecen representados en la figura 5.28.

2\
+
10— + + +
<4
@
5 e o o
@
T el
0 5 10 15

Figura 5.28: Patrones pertenecientes a las dos clases del ejemplo, represen-
dos, respectivamente, como“e” y “+” en el plano de rasgos r;

Y 7a.

Entrenamiento del clasificador. De acuerdo con la ecuacion (5.46) para el entrenamiento
del clasificador de Mahalanobis es necesario calcular los vectores de medias, asi como las

varianzas para cada clase.

Procedamos:

=510 () () () G)l= L]
# = 5 ](0)* (o) (o) * () ()] = Lo]
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De la figura 5.28, nétese que los patrones en cada clase aparecen distribuidos con la misma
forma en las dos dimensiones pero con tamanos diferentes. Se debe esperar que la varianza

para las dos clases es igual para cada rasgo pero diferente para las dos clases. Veamos:

= 4H{0- G 10O+ 0)-C16)-CI+16)- (I}
6 ) @) G-l

e = #{[() -Gl =) -G+ o) - Ga)T = (Go)-Ga)T = [(9)-Ga)T )
=51 0) (o) (o) ()l =Loa]

Note que el tamafio entre la varianza entre la clase C! y la clase C? es exactamente de 9,
esto es 3.6/0.4.

T
|

Prueba del clasificador. Supéngase el siguiente vector = [10 8] obtenido como una

medicién ruidosa de la clase C'! de objetos. Al aplicar las ecuaciones (5.47) y (5.49 ):

2 2
dar(z,CY) = (103*65) + (8;65) = 6.9444 4 2.5 = 9.4444
(10 —13)*  (8—10)°

0.43 i 0.4

d]u(il?, CQ)

argmin {9.4444, 325} = 1
J

=2254+10=2325

Debido a esto, el patrén de entrada @ = [10 8]” es correctamente clasificado en la clase

C, que es lo que se esperaba. Si se usara el clasificador euclidiano, se obtendria lo siguiente:

1
dy(a,2Y) = [( 10—5)%+ (8- 5)2] = 5916
1
dy(a, 2?) = [( 1D~ 1357 4= 10)2] * — 3.6055
argmin {5.9160, 3.6055} = 2.

J

Note que en este caso el patrén de entrada es erréneamente clasificado en la clase C?. Esto
se debe, por un lado, a la cercania entre el vector [10 8 ]T a la clase C? y por otro lado, al

no considerar el efecto normalizador por las desviaciones estandar de las clases.

En conclusién, debemos considerar que si las clases presentan desviaciones estédndar
diferentes y evidentes, en lugar del clasificador basado en la distancia euclidiana se deberia

optar por el clasificador con base en la distancia de Mahalanobis.

1A AprLicapa A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AzuELA e FERNANDO REYES CORTES



5.5 Deteccion y reconocimiento 217

SRRl (Clasificador estadistico de Bayes

En esta seccion estudiaremos uno de los clasificadores mas utilizados por la comunidad
cientifica para resolver problemas de clasificacién de patrones. Se trata del clasificador

estadistico de Bayes, cuya base de operacién es el teorema de Bayes.

2y 7y
94 &
10 ¥+ 10 e o o
o+
e o o
ee
| c * |
5 5— + + + {
LI B C *
& % + +
C.\
0 5 10 15 n 0 5 10 15 7
a) b)

Figura 5.29: (a) Ejemplo de clases cercanas. (b) Ejemplo de clases

separadas pero con dispersion significativa.

Como ya se traté en la subseccién 5.5.3, el clasificador euclidiano es muy 1til cuando las clases
de patrones presentan distribuciones similares v una buena separacion entre elementos de
clases diferentes o cuando a pesar de estar cerca una de otras, sus desviaciones son pequenas.
En aquellos casos en los cuales los patrones de algunas clases aparecen muy cerca (figura
5.29a) o una dispersién significativa con respecto a su media (figura 5.29b), es conveniente
abandonar la hipdtesis deterministica a cambio de una méas de tipo estadistico. El primer
caso se puede deber, entre otras cosas, a la alta correlacion entre las clases o por los rasgos
usados para describir dichas clases. El segundo caso puede deberse no solo a la correlacién

entre patrones o el tipo de rasgos usados, sino también a su alta variacion.

En la figura 5.29a, nétese cémo debido a la cercania entre elementos de la clase C' y C?
ocurre un traslape aparente entre valores. Por otro lado, el traslape entre elementos de las
clases C' y C? de la figura 5.29b, por el contrario, se debe a la alta dispersién entre los
valores de dichas clases. En ambos casos, como ya se dijo, se debe adoptar la hipotesis

estadistica en lugar de la deterministica.

En este capitulo se estudiara el conocido clasificador de Bayes, asi como algunas de sus

variantes. Se daran algunos ejemplos para su mejor comprension y aplicacion.
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Enseguida estudiaremos el teorema de Bayes sobre el cual los clasificadores bayesianos

fundamentan su operacion.

Teorema 5.1: Bayes I

El teorema de Bayes puede expresarse de varias formas. Una de estas es la siguiente. Si:

P (C’ k|sr:) representa la probabilidad de que un patrén = pertenezca a la clase C*.

P (:r|C' ¥) significa la probabilidad de que dada la clase C*, el valor de la variable

aleatoria sea precisamente .

p (C*) es la probabilidad a priori de que se manifieste un elemento de la clase C*.

p(x) significa la probabilidad a priori de que se manifieste un patrén .

Entonces:

P (.Tlck) X p (C'k)
p(z) '

Nétese que el término p(x) es comin a todas las clases, por tanto puede eliminarse.

p(C*|m)

Para determinar la clase a la cual debe ser asignado un patrén de entrada x. se puede usar

tanto el término a la izquierda de la ecuacién (5.50) como el término de la derecha.

En el primer caso, dado un patréon @, su clase se puede determinar al realizar la siguiente

operacién:
z — C*  siysolosi p(Ck|:1:)>p(C-"!|3:), VE#L i=1,2,-<,p (851)

En otras palabras, el patrén z es asignado a la clase C¥ para la cual su probabilidad a

posteriori es maxima.

En el segundo caso, dado un patrén @, su clase se puede determinar al llevar a cabo el

siguiente calculo:
r— C* siysolosi p(z|C*)-p(C*) >p(|C') -p(CY), Vk#£L j=1,2,---,p (5.52)

En otras palabras, el patrén x es asignado a la clase C* para la cual su probabilidad a priori

es maxima. Respecto a estas dos ecuaciones es pertinente observar lo siguiente:
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1. Para usar la ecuacién (5.51) es necesario calcular o al menos estimar la

probabilidad de que el patrén & pertenezca a la clase C*.

2. Para el caso de la ecuacion (5.52) se parte de la hipdtesis de que el patrén
pertenece a la clase C*, y el patrén en cuestién presente justamente el valor

numérico .

3.  Para estimar las funciones de probabilidad para el clasificador a posteriori dado
por la ecuacién (5.51), se requiere de procesos complejos de entrenamiento y,

muchas veces, muy tardados. Para mas detalles, referirse por ejemplo a [mara93|.

El disefio de clasificadores a priori dados por la ecuacién (5.52) consiste en la estimacién
estadistica de las funciones de densidad de probabilidad de cada una de las p clases:
p(z|C"),p(z|C?), - ,p(x|C?), a partir de un conjunto de muestras o realizaciones para

cada clase.

En la siguiente seccién se estudiara el clasificador bayesiano para el cual se asume que las

distribuciones de probabilidad de sus clases siguen un comportamiento gaussiano.

Clasificador bayesiano con distribucién tipo gaussiana. En la mayoria de los
casos practicos, para el caso de vectores descriptores con n rasgos, las distribuciones de
probabilidad de cada una de las p clases de patrones presentan un comportamiento normal

o0 gaussiano, expresado como sigue:

p(z|C*) = —E(a:—:i:)TE‘l(a:—E:)T) k=1,2,---,p (5.53)

1
— ——eX
(2m)F |3, 13 p( 2

en este caso X, es la matriz de correlacién C*.

Tomando en cuenta lo anterior, las funciones de discriminacién de tipo bayesiano toman la

forma:

p(C’F‘)p(:dCl‘) = (QTrF;(iC'IAg l%exp(—%(m—:i‘)TE*I(;c—:E)T) k=1,2,.-.,p (5.54)

Al tomar logaritmos neperianos sobre esta expresién se obtiene:

In(p (C*) -p (z|C*)) = -l@-a)7Ts @ -a)T +hn(p(C*) - 2en) -3, (5.55)
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Sin pérdida de generalidad, y para simplificar la discusién, supondremos que las p clases
son equiprobables a priori. La expresion de cada funcién de discriminacion fdj. después de

eliminar los términos redundantes, queda como:
1 )
fd = s@-2)'S@-2)" - (), k=12--p  (556)

Enseguida se discuten los casos que se pueden presentar [37]. En particular nos centraremos
en aquellos que tienen una relacién estrecha con los clasificadores basados en el calculo de

distancias. Los casos que se pueden presentar son tres, como sigue:

Caso 1: Las matrices de covarianza de las p clases son todas diferentes, es decir:
¥y # X9 # -+ # ¥, y en general, sin elementos nulos. Las funciones
discriminantes son no lineales de tipo cuadratico (i.e., todas las posibles
combinaciones cuadraticas de los elementos del vector de rasgos se hacen

manifiestas).

En este caso, las fronteras de decision o clasificadores vienen representados
como circulos, elipses, pardabolas o hipérbolas. En la figura 5.30 se muestra
un ejemplo de una funcién de decisién para dos clases C! y C? en el caso

dos-dimensional de este tipo.

C, Funcion de decision

r

1

Figura 5.30: Ejemplos de funcién de decision cuadratica.
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Caso 2: Las matrices de covarianza de las p clases son todas iguales, es decir:
¥y =2y = --- = X, y en general, sin elementos nulos. Este caso es el
que mas se presenta en la practica. Se parte del supuesto de que el vector
de rasgos presenta un comportamiento estadistico similar para todas las
clases de objetos. En este caso se pueden eliminar todos los términos no
lineales de la ecuacién (5.56) quedando funciones discriminantes para cada

clase del tipo:
d = TN - 22TE e, k=12 5.57
fdr(@) = @ X @k — @Y @k, k=12,p (557)
Para este caso en particular existen dos subcasos que se pueden presentar:

Caso 2.1: A parte de ser iguales, las matrices de covarianza son de la forma:

gz 0 - 0

0 a2 .. 0 5
Elzzgz---:ﬂpz . — : =0°] (5.58)

0 0 - o2

donde I es la matriz identidad, y las matrices de covarianza son
diagonales con valor diagonal [02 e 02], lo cual implica que los rasgos
son estadisticamente independientes, con la misma varianza; esto es que

son homoestadisticos. Esta suposicion nos lleva al hecho de que:
» (2|C*) =~ I, p (z:|C*) (5.59)

Ademas, las probabilidades p (z1|C*) , p (z2|C*) ,---,p (a:n|Ck) son muy

faciles de estimar a partir del conjunto de entrenamiento.

%

Debido a que E;I = diagonal | %, -+, —3 |, al sustituir en (5.57) se tiene

que las funciones de decisién tiene ahora la forma:

fdil®) = 3T Tk — 5 3Tk Tk, b=1,2,,p (5.60)

Hay que recordar que x; se refiere al valor del atributo r; para la muestra
x. Siguiendo esta hipo6tesis, después de eliminar el factor de escalamiento

o2, las funciones de decisién quedan finalmente como:

1
fdk(il:) = chﬁ"?k = 5@}:52;“ b= 1,2, Ly (5.61)
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En la figura 5.31 se muestra un ejemplo del tipo de funciones de decisién
que se pueden generar a partir de la ecuacién (5.60), para el caso de dos
clases C' y C?. En este caso las funciones de decisién son de tipo lineal

v, por tanto, los clasificadores asociados son del mismo tipo.

No es dificil demostrar que las funciones de discriminacién dadas por la
expresion (5.61) coinciden con el clasificador euclidiano discutido en la
seccion 5.5.2, donde cada uno de los representantes z¥, k=1,2,---,p ha
sido sustituido por el vector media &; de cada clase.

3
2A

Funcion de decision

Y

Figura 5.31: Ejemplo de funcién de decisiéon lineal.

Caso 2.2: A parte de ser iguales, las matrices de covarianza tienen la forma:

o2 0 -+ 0

0 02 -+ 0
dp=Ddg=-u=Xp=| ., L . |z (5.62)

0 0 - o2

En otras palabras, los rasgos son estadisticamente independientes pero
ademas, presentan varianzas distintas. Las funciones de discriminacién

toman ahora la forma:

1
fdi(z) = mnglfck—is@}?z;%k, k=1,2,-::,p (5.63)
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Al igual que en el caso anterior, no es dificil darse cuenta de que las
funciones de decisién calculadas mediante la ecuacién (5.63) coinciden
con las obtenidas a través de la ecuacién (5.46). Es decir, cuando las
distribuciones de las clases siguen la ecuacién (5.53), las funciones de
decisién son equivalentes al calculo de las p distancias de Mahalanobis del

patrén de entrada @, respecto a las p clases.

Estimacion de los parametros de la matriz de covarianza. Como ya se menciond, el
principal problema en el diseno de clasificadores a priori es la estimacién de las funciones
de densidad de probabilidad p (z|C*), k=1,2,--+,p a partir de un conjunto de muestras
o realizaciones, uno por clase. Para una clase dada C*, y suponiendo que se dispone de m
muestras o realizaciones, primero se estima la esperanza matemética de la clase mediante el

calculo del vector promedio como:

= 1 m )
) m 2j=1T1j
_ 1 m o

- T2 m Laj=1"V25

. = i = ) . (564)
_ 1 =
L m 2aj=1Tn,j

Por otro lado, la matriz de covarianza de la clase C* puede estimarse como:
1 m
T _ = =T
% = aZm-mj—mk-mk. (5.65)
=1

Enseguida se da un ejemplo para ilustrar la operacion y utilidad del clasificador bayesiano.

ee Ejemplo 5.23

Supodngase el siguiente universo de patrones ¥ sus clases
6 6 i 6 7
) o) ol 5] [sy e
i 6 6 5 )
it 8 fi 8 8
3 ) ) 3 = CQ
8 8 I 7 6

6.5 6.5
Determinar la clase de pertenencia de los patrones: ! = [ ] yz? = [ ] :

7 8

En la figura 5.32 se muestran el universo de patrones y sus respectivas clases.
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Entrenamiento del clasificador. De acuerdo con lo discutido para el entrenamiento del
clasificador a priori de Bayes, es necesario calcular los vectores de medias asi como las

matrices de covarianza de cada clase.

Procedamos de la siguiente manera:

116 P M M |
# =l Lol el el Lol = e

De igual manera:

5 =3[ elee o () o g e[

o

]] — [6'4] [6.4 58]

~[41.2 37 ] [4096 37.12] [ 024 0.12]
| 37 342 [37.12 3364] |[—012 0.56)
N _ 8 7] [3] [3] ,]_[7.6} o
) 5[[8][7 8]+H[8 8]+L (7 7]+ o (8 7]+ p (8 6] 53 (76 7.2]
_ [ 58 546] [57.76 54.72] [ 024 0.12]
- |546 524 [54.72 5184 | —0.12 0.56]
25
10—
++C
® -+
e
oe
5 C
0 5 10 15 ;";

Figura 5.32: Patrones y sus clases para el ejemplo 5.23.

Note cémo las matrices de covarianza de las dos clases son iguales y las varianzas por rasgo
son diferentes. En consecuencia, las funciones de discriminacion pueden ser calculadas a

través de la ecuacién (5.57). Al hacer las sustituciones y cilculos respectivos se tiene que:

024 0121717641 1 024 01217 '764
~-[64 58]
012 0.56 58] 2 —0.12  0.56 5.8
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R ro R RN 1

= 35.62z; + 18z — 166.184.

024 0127171176
—0.12 0.56 7.2

S e R 14

= 42.616z + 22z, — 241.140.

0.24 0.12] =% [7.6]

fda(z) = [z -T‘ﬂ[ —0.12 0.56 7.2

]—%[7.6 57.2][

Si se supone que la probabilidad de aparicién de un elemento de cualquiera de las dos clases
C' y C? es la misma, esto es si p(C') = p(C?) = 0.5, entonces un vector descriptor & serd

clasificado como:

z— C' siysolosi fdi(z)> fda(z), estoessip(z|C') > p(z|C?)

x— C* siysolosi fdy (@) < fda(x), estoessip (:1:|Cl) <p (ﬂ:\C2) )

6.5
Prueba del clasificador: Para el vector de entrada ! = |: . ]:

fdi(z) = 35.62 (6.5)+ 18 (7) — 166.184 = 191.346

fda(m) = 42,616 (6.5) + 22 (7) — 241.140 = 189.864.

5
Debido a que fdi(x) > fdz(z), entonces el patrén ' = [ y ] es clasificado en la clase C.

6.5
Para el vector de entrada ! = [ 8 ]:

fdi(x) = 35.62 (6.5)+ 18 (8) — 166.184 = 209.346

fds(z) = 42,616 (6.5) + 22 (8) — 241.140 = 211.864.
. 6.5 _
Debido a que fd,(x) < fda(x), entonces el patrén z' = g | % clasificado en la clase C2.
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@ Resumen

I : N este capitulo vimos cémo los diferentes objetos en una escena pueden ser detectados

e identificados a partir de una imagen de dicha escena. Con esto un robot sera capaz

de realizar una tarea dentro de su medio ambiente, por ejemplo, desplazarse de un punto a

otro, ir y tomar un objeto dado. En lo particular:

=

Se estudié el problema de la segmentacion y su complejidad. También se
estudiaron dos técnicas de segmentado de imdgenes a través de seleccion
automatica de un wmbral, asi como una técnica basada en el crecimiento de

regiones.

Se revisaron dos técnicas para el postratamiento de imdgenes segmentadas con
el fin de eliminar la presencia de pequenos componentes ruidosos como pixeles y

hoyos parasitos.

Se profundizd en el problema de etiquetado de componentes conectados como
etapa posterior al umbralado de imagenes con el objetivo de asignar etiquetas
distintas a cada una de las regiones previamente segmentadas. Se analizé en

detalle un método secuencial muy usado en la literatura.

Se presentaron varios rasgos descriptivos globales de tipo geométrico y
topoldgico. Entre los rasgos geométricos estudiamos al factor de compacidad,
que mide qué tanto un objeto se aproxima a una forma circular. También se
analizaron los famosos rasgos descriptivos de Hu, invariantes a transformaciones
de imagen como traslaciones, rotaciones y cambios de tamano. Se vio como estos
rasgos pueden ser usados para determinar la posicion de un objeto, su centro y
el dngulo de su eje mayor; ambos utiles para que un robot sea capaz de ubicar
un objeto reconocido y lo tome si asi se desea. Posteriormente se estudio el
niimero de Euler como descriptor de la estructura de un objeto; se analizaron

dos métodos para su calculo.
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Finalmente, se profundizé en la operacion de varios clasificadores para detectar la

o

presencia de un objeto y para determinar su clase de pertenencia. En particular,
se estudiaron los clasificadores con base al cdlculo de distancia euclidiana y de

Mahalanobis, asi como varios clasificadores que utilizan el teorema de Bayes.

@ Problemas propuestos . I

I : N esta seccion, el lector encontrard una serie de problemas a manera de ejercicio que

le permitiran, por un lado, reafirmar el conjunto de conceptos vistos en este capitulo.
Por el otro lado, podra aprender nuevos conceptos y poner en practica sus habilidades de

programacion en el manejo de imagenes.

5.7.1 Disenar y poner en operacion en MATLAB un programa que permita al usuario,
dada una imagen en niveles de gris f(z,y) como las que se muestran en la figura 5.33,
seleccionar en forma manual a partir del histograma de la imagen el umbral u que

dard como resultado la imagen binaria correspondiente b(z, y).

Figura 5.33: Iméagenes de prueba de los problemas 5.7.1 al 5.7.6.

5.7.2 Programar en MATLAB el método de Otsu descrito en la subseccién 5.2.5 y umbralar

las imagenes de la figura 5.33.

Conteste y argumente la signiente pregunta:

. Qué umbrales generd el método de Otsu?
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9.7.3

5.74

5.7.6

5.7.7

5.7.8

5.7.9

5.7.10

5.7.11

Desarrollar un procedimiento del método de Kittler-Illingworth en MATLAB descrito
en la subseccion 5.2.6 y umbralar las imédgenes de la figura 5.33. En caso necesario,

utilice el filtro dado en la ecuacién (5.9).

., Qué umbrales generé el método de Kittler-Illingworth?

. Qué umbrales generé el método de Otsu?

Programar en MATLAB el método de etiquetado de componentes conectados descrito
en la subseccién 5.3.3. Para esto utilice una de las imagenes binarias generadas a través

del método de Otsu programado en el problema 5.7.2.

Desarrollar el codigo fuente necesario en MATLAB para implementar los métodos
de postfiltrado de imdgenes descritos en la seccidn 5.3 para eliminar los huecos
y componentes pardsitos, generados por un pobre umbralado. Para esto umbrale
manualmente las imagenes de la figura 5.33 de tal forma que visualice componentes

y huecos aislados en las imdgenes binarias correspondientes.

Programar un procedimiento en MATLAB para calcular los siete invariantes de Hu
@1, a2, - -, p, segiin lo descrito en la subseccién 5.4.8, para cada uno de los objetos

mostrados en las cuatro imdgenes de figura 5.33.

Demostrar que cualquier momento central (i, es invariante a traslaciones en el plano

dadas por la ecuacién (5.20), ver pagina 190.
Demostrar la ecuacién (5.28), ver pdgina 193.

Realizar en MATLAB un procedimiento para calcular los siete invariantes de Hu
@1, a2, -+, O segin lo descrito en la subseccién 5.4.8, para cada uno de los siguientes
10 objetos mostrados en la figura 5.34. Primero umbrale las imagenes a través del

procedimiento disenado en el problema 5.7.2.

Programar en MATLAB un procedimiento para calcular el nimero de Euler, de
acuerdo con lo descrito en la subseccion 5.4.1, para cada uno de los siguientes 10
objetos mostrados en la figura 5.34. Primero umbrale las imdgenes por medio del

procedimiento disenado en el problema 5.7.2.

Implementar en MATLAB un procedimiento que determine el centroide y orientacion
(subseccion 5.4.9) del eje mayor de los objetos mostrados en las cuatro imagenes de
la figura 5.35. Primero umbrale las imagenes a través del procedimiento disenado en

el problema 5.7.2.
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Figura 5.34: ImAagenes de prueba de los problemas 5.7.9 al 5.7.10.

a) b) c) d)

Figura 5.35: Imagenes de prueba del problema 5.7.11.

5.7.12 Suponga el siguiente conjunto de patrones mostrado en la figura 5.36. Aplicar
el procedimiento estudiado en la subseccidn 5.5.2 para entrenar el clasificador de
distancia minima. Una vez entrenado, determinar la clase de pertenencia de los

siguientes patrones: = [8 9]" y Y =[12 4]".

2)
10| ClaseC1
° Clase C2
[ X N J ]
@ TN
'
5— =
H = .
- Clase C3
0 5 10 15 7

Figura 5.36: Distribucién de patrones para el problema 5.7.12.
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5.7.13 Sea el siguiente conjunto de patrones mostrado en la figura 5.37. Aplicar el
procedimiento estudiado en la subsecciéon 5.5.4 para entrenar el clasificador de

distancia de Mahalanobis. Una vez entrenado, determinar la clase de perte-

nencia de los siguientes patrones: & = [10 Q]T y Y = [10 1U]T.
2
Clase C1
L ® Clase C2
® & o @
® @ o
® @
5_
|
B ClaseC3
0 5 10 Is 7

Figura 5.37: Distribucién de patrones para el problema 5.7.13.

5.7.14 Suponga el siguiente conjunto de patrones mostrado en la figura 5.38. Aplicar
el procedimiento estudiado en la subseccion 5.5.5 para entrenar un clasificador
estadistico. Calcular las funciones de decisién correspondientes y entonces determinar

la clase de pertenencia de los siguientes patrones: & = [9 7]T yY =(98)".

2)
Clase C1
10—
® : ® Clase C2
® © o =
@ B Il N
BN B
5— ]
® ©®
® ® ® @
® @
Clase C 3 _
0 5 10 Is 7

Figura 5.38: Distribucion de patrones para el problema 5.7.14.
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5.7.15 Suponga el siguiente conjunto de patrones mostrado en la figura 5.39. Aplicar el
procedimiento estudiado en la seccidn 5.5.5 para entrenar un clasificador estadistico.
Calcular las funciones de decisién correspondientes y entonces determinar la clase de

pertenencia de los siguientes patrones: @ = [8 S]T yY=[9 8]7.

2 A
Clase C1
10— ®
®e © o Clase C 2 .
® © o o E .
® © ©o ] |
& m
5— i
® O
® @© O @
ClaseCc3 ® @ ® @
@
0 5 10 15 7

Figura 5.39: Distribucion de patrones para el problema 5.7.15.

5.7.16 Considere cinco objetos planos similares a los usados en el ejercicio 5.7.9, con forma

distinta y eventualmente diferente niimero de huecos.
Hacer lo siguiente:
Entrenamiento de clasificadores:

1) Tome 10 imagenes de cada uno de estos cinco objetos en diferentes

posiciones, orientaciones y tamanos.

2) Umbrale las 50 imdgenes a través del método desarrollado en el problema

5.7.2.

3) Para cada muestra de cada uno de los cinco objetos, calcule su primera
invariante de Hu ¢; y su niimero de Euler, con todos estos valores integre

una tabla como se muestra a continuacion.
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4) Con los 50 valores, entrene un clasificador de distancia euclidiana, de

Mahalanobis y bayesiano.

Prueba de clasificadores:

5) Tome otras 10 imdgenes de cada uno de los cinco objetos en diferentes

posiciones, orientaciones y tamanos.

6) Umbrale las 50 imagenes a través del método desarrollado en el problema

5.7.14.

7) Para las muestras de cada uno de los cinco objetos, calcule su primera
invariante de Hu ¢ y su niimero de Euler, con todos estos valores integre

una tabla como ya se hizo en el paso 3.

8) Con los 50 valores, pruebe el desempeno de los clasificadores de distancia

euclidiana, de Mahalanobis y bayesiano entrenados en el paso 4.

9) (Qué clasificador ofrece el mejor desempetio?

Comente al respecto.
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Descripcion del capitulo

Este capitulo estudia uno de los paradigmas mas utilizados actual-
mente en la solucién de problemas de clasificaciéon y reconocimiento
de patrones, la prediccion de series de tiempo, el modelado de
sistemas y la optimizacion. Se describen las redes neuronales arti-
ficiales, que intentan simular la operacion de neuronas bioldgicas.
Después se presentan los pormenores de arquitecturas basicas
de redes neuronales mas utilizadas en la literatura actual. Se
presenta la primera neurona utilizada por la comunidad cientifica:
la unidad de umbralado l6gico (UUL) y la forma en que puede
ser entrenada a través de la regla del perceptron para resolver
problemas de diversa indole. Enseguida, se dan los detalles de la
operacion y funcionalidad del conocido perceptréon como extension
de la UUL. Se habla de la neurona lineal ADALINE y cémo esta
puede ser entrenada mediante la regla Delta, basada en el principio
del descenso del gradiente. Mas adelante, se habla de la neurona
sigmoidal que, a diferencia del perceptréon cldsico puede emitir
valores en rango continuo acotado. Se ofrece también una serie de
ejemplos ilustrativos. Al final, se presenta un conjunto de ejercicios
para que el lector afiance el conocimiento adquirido y ponga en
practica sus capacidades y habilidades.

Los siguientes temas son abordados:

Arquitecturas basicas de redes neuronales.

Modelos de neuronas artificiales.

El perceptroén.

Neurona ADALINE y la regla Delta.

El perceptron sigmoidal.

ST
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@ Introduccion

I :N este capitulo, primeramente, se presenta un conjunto de conceptos fundamentales

relacionados con la neurona bioldgica, sus partes y su operacion basica. Después, se
dan detalles sobre los modelos bésicos que se pueden encontrar en la literatura. Enseguida,
se describen los aspectos sobre una neurona artificial con una entrada y con varias entradas.
Maés adelante, se explican diferentes tipos de funciones de transferencia que a su salida

pueden tener dichos modelos de neuronas.

Después se ofrece un conjunto de detalles sobre arquitecturas de redes neuronales, en
particular una red con una capa de neuronas y otra con varias capas de neuronas. Enseguida,
se presentan todos los detalles con los primeros modelos de neuronas artificiales para
construir redes neuronales artificiales. Primeramente, se habla de la conocida Unidad de
Umbralado Légica (UUL). Se exponen algunas de sus propiedades, como la separabilidad
lineal y como esta maquina puede ser entrenada mediante la regla del perceptron. Se habla
de la robustez de estas mdquinas ante ruido en las entradas y hardware. En segundo lugar,
se aborda el perceptrén del Rosenblatt (PR) y sus realizaciones populares estdndar. Se

describen las diferencias de estas tltimas méquinas con respecto al original PR.

En tercer lugar, se aborda la neurona ADALINE, la cual dotada de una funciéon de activaciéon
lineal permite resolver ciertos problemas que el perceptrén, por si solo no puede resolver.
Se dan los detalles sobre la regla Delta, con base en el principio del descenso del gradiente
para el entrenamiento de ADALINES solas o ubicadas en una capa. En cuarto lugar, se
muestra como al dotar al perceptrén de una funcion de transferencia diferenciable en todos
sus puntos, acotada y monétona creciente, puede ser utilizada para resolver otros problemas
que el perceptrén original no podria resolver. Se dan los detalles de la derivacion de la regla

Delta adaptada a su entrenamiento.

Finalmente se da un resumen de este capitulo, asi como un conjunto de ejemplos ilustrativos
para que el lector asimile de manera clara los conceptos presentados. De igual forma, al final
del capitulo se ofrece un listado de ejercicios para ejercitar habilidades y al mismo tiempo,

reforzar el conocimiento adquirido durante la lectura de este capitulo.
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@ Conceptos basicos

N esta seccion se exponen los principios de operacion del paradigma neuronal,
E desarrollando los principios matematicos de su operacion. En cada caso, se presentan
varios mecanismos para su entrenamiento en la solucién de problemas de complejidad diversa.
Cuando sea necesario, se dan ejemplos para asimilar y reforzar los conceptos aprendidos.
Primeramente se dan unas palabras relativas al cémputo llevado a cabo por las creaturas

biolégicas: el edmputo neuronal bioldgico.

Computo neuronal

El ¢émputo neuronal es uno de los paradigmas mas poderosos existentes en la naturaleza
para la solucion de problemas complejos. Dejando de lado a las plantas y otros seres vivos
como las bacterias, el resto de los seres vivos, desde los insectos, los peces, las aves, los
anfibios, los reptiles, los mamiferos y, finalmente, el hombre, todos poseen una maquina
muy poderosa llamada cerebro que les permite desenvolverse de manera muy efectiva dentro
su medio ambiente. Esta maquina biolégica, regida por las leyes de la naturaleza, como ya
vimos en el capitulo 2, es un érgano compuesto por un gran nimero de unidades de cémputo
“sencillas” altamente interconectadas, llamadas neuronas. En todos los seres vivos que las
poseen, desde el mds sencillo de ellos, el gusano C-Elegans (con unas 300 neuronas) como
se describe en [39], hasta el ser humano (con unos 86,000 millones de ellas). La neurona
bioldgica es una célula especializada en el procesamiento de sefiales de entrada provenientes

de los diferentes sentidos; en el ser humano: la vista, el oido, el olfato, el tacto y el gusto.

La neurona natural (ver figura 6.1) como la unidad de procesamiento basico de informacion,
lleva a cabo, de manera muy general, cuatro niveles de tratamiento sobre la informacién

recibida a su entrada, a saber:

1) Procesamiento sindptico.
2) Procesamiento dendritico.
3) Procesamiento somatico.

4)  Procesamiento axonal.
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Terminales axonales

Figura 6.1: Neurona y sus diferentes partes: arboles dendriticos, cuerpo o

soma, axon y terminales o botones axonales.

Grosso modo, a nivel sinaptico como se muestra en la figura 6.2, en una sinapsis
de tipo quimico un potencial de accién provoca que la neurona pre-sindptica libere
biomoléculas llamadas neurotransmisores. Estas moléculas (portadoras de informacién) se
unen a receptores en la neurona post-sindptica y modifican la probabilidad de que esta

neurona dispare un potencial de accion.

Espacio
sindplico

Neurona pre-sinaptica Neurona post-sinaptica

Figura 6.2: La sinapsis es el espacio que permite “conectar” neuronas:

pre-sinapticas con neuronas post-sinapticas.

A nivel dendritico cada rama dendritica sirve como receptora de impulsos nerviosos
provenientes de axones pertenecientes a otras neuronas conectadas en la neurona de dichas
dendritas. La funcién principal de las dendritas es recibir los impulsos de otras neuronas,

procesarlos y enviarlos hasta el soma de la neurona.

A nivel somatico. la informacion captada y pre-procesada por las dendritas de la neurona
abren y cierran canales idnicos que de acuerdo con su carga contribuyen a la generacion

de impulsos nerviosos en forma de potenciales de accion. A nivel axdn estos potenciales
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de accién son impulsados desde el cabezal de dicho axén, post-procesando la informacién
“montada” en el potencial de accién a lo largo del axén hasta los botones terminales, y de
ahi, de nuevo a los espacios sinapticos que conectan a la neurona procesadora actual a las

siguientes neuronas a lo largo de la corteza cerebral.

De manera muy sencilla, esta es la forma en que las neuronas en un cerebro reciben
informacién de los sentidos a los cuales estin conectadas o de otras neuronas conectadas
a ellas, a través de la sinapsis procesan dicha informacién y producen los impulsos nerviosos
que eventualmente han de disparar otras neuronas, mover musculos, detectar movimiento o
la presencia de objetos, reconocer objetos o bien en etapas de abstraccion mas complejas,
permitir que la criatura portadora de un cerebro compuesto de cientos, miles, cientos de
miles, millones o cientos de millones de ellas pueda caminar, comer, razonar, incluso pensar,
hablar, crear; mas aun, experimentar uno de los fendmenos mas misteriosos de la vida: la

conciencia.

Cualquier modelo de neurona artificial deberia incorporar los cuatro niveles de procesamiento
mencionados para operar conforme a los principios biolégicos en que lo hace una neurona
biologica. Esto no impide que se disenen modelos aproximados de neuronas que al
ser combinados formen redes neuronales artificiales, que a su vez permitan resolver
eficientemente problemas de deteccion, clasificacion y reconocimiento de patrones o de

prediccion de series de tiempo o de control de procesos, segiin convenga.

En las siguientes secciones se estudiaran modelos matematicos de neuronas artificiales que
han demostrado su eficiencia y eficacia en la solucion de problemas de clasificacion de
patrones, la prediccion de series de tiempo o de control. En todos los casos, se presentaran sus
componentes, las matematicas detras de su funcionamiento, asi como un conjunto de métodos
utiles para su entrenamiento. También se dardn ejemplos ilustrativos para profundizar en

su operacion y su aplicabilidad.

Modelos basicos de una neurona

Los modelos de clasificacion estudiados en los capitulos 2, 3 y 5 son 1tiles inicamente para
el caso de clases de patrones linealmente separables. En otras palabras, cuando entre cada
par de clases es posible encontrar una hipersuperficie que permite separar los elementos de
una clase de la otra. En la préactica, la mayoria de los problemas no presentan separacién

lineal. Consideremos, por ejemplo, el conjunto de patrones mostrado en la figura 6.3. Se
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trata del conocido problema del cilculo de la funcidon O-exclusivo (XOR) con dos variables,
el cual puede ser visto como un problema de clasificacién en dos clases, como se muestra en
la figura 6.3b. Cuando 2y = x5, el patrén es clasificado en la clase C'!, mientras que cuando
r1 # x9, el patrén es clasificado en la clase C?. Como se puede ver en la figura 6.3a, no es

posible encontrar una linea en el plano #; — 22 que permita separar a los elementos de las

dos clases.

5y
C:

|4C ---------------------------- o)
i Clase de
Y X2 pertenencia
olo]| C
0| 1 C
1 |o &
§ 1 |1 24

£ N

0(} C"—’xf

1

(a) (b)

Figura 6.3: Problema O-exclusivo (XOR) para las variables logicas z; y
2. En el plano x; — 2, figura (a) y en términos de los rasgos

Ty, To con su tabla de verdad, figura (b).

Otra situacién que puede presentarse es que las propiedades estadisticas de los clasificadores
lineales no se conozcan o no puedan ser estimadas. En ambos casos, se deben de adoptar
esquemas de clasificacién mas apropiados que puedan ser entrenados mediante un conjunto
de ejemplos (esto es, con muestras de cada una de las clases). Uno de los esquemas que
permite llevar a cabo esta tarea de manera natural son las Redes Neuronales Artificiales
(RNA). De manera muy general, una RNA es una coleccién de elementos sencillos de célculo
llamados neuronas que presentan una gran interconectividad y que, en su conjunto, integran

dicha RNA.

En la literatura, estos dispositivos de cdlculo son también conocidos como neuro-
computadores; modelos de procesamiento masivamente paralelo y distribuido; ademas de
redes con capas autoadaptables. Como quiera llamérse a estos elementos de cédlculo permiten
obtener, de manera adaptable e iterada, las funciones de decision a ser usadas para clasificar
patrones linealmente o no linealmente separables. Matematicamente, una RNA puede ser

definida por un grafo dirigido con las siguientes cuatro propiedades:
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1) Una variable de estado n; asociada a cada nodo i.
2)  Un peso en los reales p;; asociado con la conexion entre los nodos @ y j.

3) Un desplazamiento b; asociado a cada nodo.

4) Una funcién de transicién o de activacién f; [nj. pij. bi, (j #1i)] para cada
nodo i que determina el estado del nodo como en funcion de los pesos de las
conexiones entrantes y los estados de los nodos conectados a dicho nodo por

estas conexiones.

Los primeros modelos de redes neuronales datan de principios de la década de 1940, con el
trabajo de McCulloch y Pitts [38], los autores describen un modelo 1til en el caso binario,
conocido como UUL, del inglés Thershod Logic Unit (TLU). En el trabajo de Hebb [33], el
aufor propone un modelo que trata de simular el concepto de aprendizaje a través de lo que
se conoce como refuerzo o asociacién. A finales de 1950 y principios de 1960, Rosenblatt [45]
y [46], introduce el famoso y polémico perceptron. En estos trabajos, Rosenblatt demuestra
que cuando un perceptrén es entrenado con patrones pertenecientes a clases linealmente
separables, los coeficientes del perceptrén son obtenidos en un mimero finito de pasos. En

1969, Minsky y Papert [40] muestran las limitaciones de dicha maquina de procesamiento.

Durante anos, y hasta mediados de la década de 1980, parecia que no habia mas que hacer
respecto del famoso perceptrén que mucho prometia. Pero fue que en 1986, Rumelhart,
Hinton y Williams desarrollaron un nuevo mecanismo para el entrenamiento de perceptrones
acomodados en varias capas. Este nuevo mecanismo bautizado con el nombre de regla Delta
generalizada, como veremos en el capitulo 7, sera usado para el entrenamiento de redes de
neuronas en capas. Aunque formalmente no se puede probar que la regla Delta generalizada
converge a la solucién ideal, como sucede con el perceptrén clasico al ser entrenado con
patrones linealmente separables, si ha sido usada, sin embargo, durante bastantes anos en

la solucién de una gran cantidad de problemas précticos.

Esto ha situado al perceptron multicapa como uno de los principales modelos en uso actual.
En esta seccion, primeramente, se expone un modelo general de neurona. Enseguida, este
modelo es extendido al caso de varias neuronas en una capa y varias capas. Después se
habla acerca el perceptrén simple v como este, al ser acomodado en varias capas, puede ser
aplicado para resolver algunos problemas de clasificacién. Para una mejor comprension del

material presentado en esta seccién se sugiere consultar [34], [28], [36] v [37].

IA AruicApA A ROBOTICA Y AUTOMATIZACION HUMBERTO S0ssA AzuELA e FERNANDO REYES CORTES



6.2 Conceptos basicos 241

Neurona con una entrada

En esta seccion se estudia el modelo mas sencillo de red neuronal que uno se puede encontrar
en la literatura. Se trata de una neurona con una sola entrada. En la figura 6.4 se muestra
este modelo de neurona sin factor de desplazamiento o bias (figura 6.4a y con factor de

desplazamiento, figura 6.4b).

Como se puede ver en el primer caso, el escalar de entrada z es multiplicado por el peso p,
dando como resultado el producto r» = pz, antes de ser inyectado a la funcién f, la cual es
conocida como funcién de transferencia o de activaciéon; recibe como entrada el producto r

y entrega como salida el escalar y = f(r) = f(pz).

— 2 P2 ey
(a)
r=px+b
Xx—> P o
A ypr+b)
l— b |
(b)

Figura 6.4: Modelo de una sola neurona con entrada escalar. (a) Sin factor

de desplazamiento. (b) Con factor de desplazamiento.

En el caso del modelo de la figura 6.4b, al producto px le es sumado el factor b llamado
factor de desplazamiento, antes de ser inyectado a la funcion f. Este pardmetro, como su
nombre lo indica, permite desplazar la funcién de transferencia f a un lado o al otro, en el
eje de referencia (dependiendo del signo de b), precisamente en b. Actlia como un peso, pero
con valor multiplicativo 1. La idea de un modelo como el mostrado en la figura 6.4 es que los
parametros p y b pueden ser ajustados de forma que la neurona presente un comportamiento
deseado. Estos parametros pueden ser ajustados manual o automaticamente de manera que

la neurona realice una tarea determinada.
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Neurona con varias entradas

En lugar del escalar = (ver figura 6.5), la entrada a la neurona es ahora el vector
& = |2y 23 ---.rn]T. Antes de ser presentado a la entrada de la neurona, este vector es
multiplicado por el vector de pesos p=[p; py -+ p,,,]T, para dar como resultado el escalar
r = plx. Este resultado es equivalente al potencial de membrana en una neurona biolégica
que se obtiene por la acumulacién de los potenciales post-sinapticos, como resultado del

procesamiento de cada una de las sinapsis a la entrada de la neurona.

En la figura 6.5a se muestra el modelo neuronal correspondiente sin desplazamiento, mientras
que en la figura 6.5b se ilustra el modelo con desplazamiento incluido. El factor de
desplazamiento tiene exactamente la misma funcién que en el caso de la neurona con entrada
escalar. La salida y = f(p'z) o f(plx + b) es de nuevo un escalar, cuyo valor vendra dado

por el tipo de funcién de transferencia adoptada.

I =iy

-

.

X—= B
(a

X— i
> N FEpxth
X—» P 44
. A
.
xn'_" ﬂr

(b)

)

l“—»r-ﬂp'x +b)

M
l

Figura 6.5: Modelo de una sola neurona con entrada vectorial. (a) Sin

factor de desplazamiento. (b) Con factor de desplazamiento.
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Ejemplos de funciones de transferencia

Hay una gran variedad de funciones de transferencia f que pueden ser usadas para determi-
nar la salida de la neurona. Tres de las mas usadas y algunas de sus variantes se muestran
en la figura 6.6. La funcién de transferencia limitadora (figura 6.6a), por ejemplo, satura la
salida de la neurona al valor 0 si el argumento de la funcién es menor que 0 y 1 si dicho
argumento es igual o mayor que 0. La funcién de transferencia sigmoidea (figura 6.6e), por
otro lado, puede recibir como entrada valores entre menos infinito y mas infinito, y entrega
como salida valores entre 0 y 1. Cuando las entradas a la neurona son de tipo booleano (esto
es 0y 1), y cuando la funcién de activacién es la funcién limitadora se obtiene, como se vera

mas adelante, la neurona tipo UUL.

(e) sigmoide (£) tan hiperbolica

Figura 6.6: Algunas funciones de transferencia que pueden ser usadas

para entrenar una neurona artificial.
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@ Arquitecturas basicas de RNA

0$ 0 mas neuronas pueden ser acomodadas para formar una capa. Asimismo, varias
D capas de neuronas pueden conformar una red neuronal artificial multicapa. En esta
seccion, se estudiardn algunas de las arquitecturas basicas que se utilizan en redes neuronales
artificiales (RNA).

Red de una capa de neuronas

En la figura 6.7 se muestra un arreglo de ¢ neuronas como la de la figura 6.7b. En este

tipo particular de red neuronal, cada neurona realiza el producto interno entre el vector de
]T

entrada = [, xg --- mn]T y el vector de pesos p; = [pj1 Pj2 *** Pjal ,con
Jj=1,2,--- q; produciendo como salida el escalar r; = p}"m.
Por lo que, la red entrega como salida el vector y = [y1 12 -+ Yq ]T, donde el j-ésimo

elemento del vector y se encuentra dado de la siguiente forma:

y; = filr;) = fJ(PffB) = [P 1%1 + Pja%e ++ ** + Pjnln)-

Los q vectores de pesos pueden ser acomodados en una forma matricial P € IR"*? como a

continuacion se indica:

P11 P12 Pin
P21 P22 ' P2n

P = _ o . (6.1)
Pga Pg2 - Pqn

donde p;; € R, con j =1,2,---gei=1,2,---n.

El entrenamiento de esta red neuronal consiste en el ajuste de los elementos de la matriz de

pesos P. Si dicho ajuste se realiza en forma iterada, como veremos mas adelante, cada vector
T ; . . .

p; = (Pj1 Pj2 **+ Pjm) ,conj=12--- qesajustado en forma independiente, pero

al mismo tiempo, durante la misma iteracion.
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Figura 6.7: Arquitectura de una red neuronal de una capa con g neuronas.

HUMBERTO S0ssA AZUELA e FERNANDO REYES CORTES IA ApLicADA A ROBOTICA ¥ AUTOMATIZACION



246 El perceptréon y su entrenamiento

Red con varias capas de neuronas

Varias capas de neuronas pueden ser acomodadas para formar una RNA. En la figura 6.8 se
muestra una de las arquitecturas mas sencillas. En esta arquitectura, cada capa se compone

de una matriz de pesos P, un vector de bias b y un vector de salida y.

5 ‘ o | . o L Clase C'
| Zf\ /\Zf AV /Z_f |/ [ caec
: : : \ : : ’ :

A R /.

e AT e DAl

z\|f 2 e

ZZ

Capa a Capa b Capa j Capa k Capa s Capa 1

1, nodos 1, nodos n; nodos 1 nodos i, nodos i, nodos
=~ ' =
Capa de entrada Capas intermedias Capa de salida

Figura 6.8: Arquitectura de una red neuronal con varias capas.

En un arreglo de neuronas como el mostrado en la figura 6.8, cada capa puede contener
un numero diferente de neuronas. En particular, la primera capa contiene n; neuronas, la
segunda ny neuronas, y asi hasta la ultima capa con n; neuronas. Note también cémo las
salidas de cada capa, desde la primera hasta la penmiltima, constituyen la entrada de la

siguiente capa. La matriz de pesos entre la capa j y la capa k viene dada como:

Pip P12 vt Pimy
D21 P22 ot P2gy

Pk} = i P " (62)
Pngt Prg2 " Png,ny

Cada una de las capas de esta arquitectura desempena un papel diferente. La que estd
mas a la derecha se llama capa de salida, ya que entrega como salida el resultado total
de procesamiento de la red completa. La primera capa, por recibir como entrada el vector
r=[z THZ - Ty ]T. se llama capa de entrada. Las capas entre la de entrada y de salida

procesan resultados intermedios y se llaman capas intermedias o escondidas.
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Las redes neuronales multicapa son muy ttiles para resolver muchos tipos de problemas.
Enseguida se estudiaran algunos de los modelos mas usados, asi como los mecanismos que
permiten su entrenamiento para la solucién de problemas. Se empezara por la sencilla unidad
de umbralado légico (UUL o TLU) y el conocido perceptrén, la ADALINE y la neurona

sigmoidal.

@ Modelos de neuronas artificiales

N esta seccion se estudiara el primer modelo de neurona artificial, la Unidad de
E Umbralado Légico. En las siguientes secciones se estudiard el perceptrén, la ADALINE
v la neurona sigmoidal. Se habla de sus componentes, asi como de las respectivas reglas para
el ajuste de sus pardmetros libres. Para todos los modelos se presentan ejemplos ilustrativos

para una mejor comprensién y asimilacion del material descrito.

Unidad de umbralado légico (UUL)

Este modelo de neurona fue introducido al mundo en 1943 por los cientificos McCulloch y
Pitts en 1943 [38]. Fue el primer modelo de neurona propuesto por la comunidad cientifica.
La UUL sin desplazamiento o bias, es una neurona con la estructura mostrada en la figura
6.9. Como se puede ver, el procesamiento de la informacién de entrada se lleva a cabo en
dos pasos. El primer paso involucra el cdlculo de un producto punto entre el vector de pesos

p y el vector de entrada x. El resultado es el escalar:

mn
ro= ple=) pa (6.3)
i=1
El segundo paso involucra la comparacién del escalar r con un umbral, digamos . La neurona

entonces emite un resultado dado por la ecuacién de la funcion limitadora, como sigue:

1 si r>40
s = { (6.4)

B 0 si r<@

De acuerdo con la figura 6.9, la UUL permite separar conjuntos patrones de entrada en
dos clases o categorias, 1 para un conjunto de patrones y (0 para otro conjunto. Desde el

punto de vista de la clasificacion, estas categorias pueden pensarse como dos regiones en un
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espacio multidimensional separadas por un hiperplano. Al observar la figura 6.9, el lector
puede notar que la neurona recibe a su entrada n valores. Cada uno de estos n valores es

multiplicado por un peso p;, i =1,2,---,n.

El resultado a la salida de neurona (el circulo con una sumatoria encerrada) es precisamente:
r=ple = >, piz;, como lo estipula la ecuacién (6.3). Para mejor apreciar la operacion

de una UUL consideremos los siguientes dos ejemplos:

Elemento de
activacion

I s=1si r=>0

s=0s1 r<é6

<Y

T

P, _
2 r=p x,+;gx_,+...g X

Figura 6.9: Arquitectura de una UUL.

Ejemplo 6.1

Suponga que n =3 y six; = 0.5, 20 =03, 23 = 0.2, p = —0.2, po = 0.3 y p3 = —0.4,
entonces: r = —(0.2)0.5 + (0.3)0.3 — 0.4(0.2) = —0.09.

Al aplicar la ecuacién (6.4) tomando el resultado anterior como argumento, entonces la

salida total de la neurona viene dada como s = f(—0.09) = 0.

Ejemplo 6.2

Del ejemplo inmediato anterior, suponga de nuevo que n = 3, z; = 0.5, 79 = 0.3, 23 = 0.2,

p1=—0.2, p, =0.3 y p3 = 0.4, entonces: r = —0.2(0.5) + 0.3(0.3) + 0.4(0.2) = 0.7.

Ahora, aplicando la ecuacién (6.4), entonces la salida total de la neurona viene dada como

s=f(0.7) = 1.
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Separabilidad lineal entre clases

Al estudiar las ecuaciones (6.3) y (6.4), uno se puede percatar que la condicién de disparo
de la UUL (que la neurona pase del estado 0 al estado 1) se da cuando r = . Para el caso

de dos entradas:

P17y +paa = 0. (6.5)
Al restar p;x; a ambos lados de esta ecuacion:
paxa = —p121 + 0.
Ahora, al dividir ambos lados por ps, se tiene que:
Ty = —&1‘1 + E (6.6)
P2 D2

Note lo dificil que es darse cuenta de que esta ecuacién es de la forma general de una recta:
Tro = ary + b (67)

donde a, b € IR son constantes.

La ecuacién (6.7) describe una recta con pendiente a e intercepto b con el eje xo. Esta
recta, en la literatura, es conocida como linea de decision o de separacion. Note que un
sinniimero de lineas puede ser dibujado sobre el plano. Algunas de estas puede que logren
la separabilidad entre los patrones de entrada, otras puede que no lo hagan. Por supuesto
para el caso de tres rasgos la separacion se da mediante un plano de separacién. En el caso
general de n rasgos, la separacion se da mediante un hiperplano de separacion. Para ilustrar

el concepto de separabilidad lineal entre clases enseguida se estudiard un ejemplo.

De esta discusién se puede observar, por un lado, que los pesos p; v ps favorecen el que
la recta correspondiente experimente una pendiente. Por otro lado, se puede ver que el
parametro # permite que la recta se desplace por plano. Sin este pardmetro (lo cual seria
equivalente a decir que # = 0) la recta si tendria un inclinacién pero siempre pasando por

el origen del sistema coordenado. Lo dicho, por supuesto, es valido en n dimensiones.
Como se vera enseguida, el uso de los n pesos py,pa, -+, p, v €l parametro #, en combina-

cién con una funcién de activacién como la dada por la ecuacién (6.4), permitirdn resolver

problemas de clasificacion, entre otros.

HUMBERTO S0ssA AZUELA @ FERNANDO REYES CORTES IA ApLicADA A ROBOTICA ¥ AUTOMATIZACION



250 El perceptréon y su entrenamiento

® Ejemplo 6.3

Considérese el siguiente conjunto de patrones y sus respectivas clases de pertenencia:

(2] B [l » {[J}<e

Proponer un vector de pesos p = [p1 pg]T y un umbral 6, tal que los patrones

queden clasificados en sus respectivas clases: C! o C2.

Solucion

Al representar los patrones anteriores en el plano, se obtiene la figura 6.10a. Se puede ver que

estos patrones y sus clases de pertenencia tienen una relacion directa con el problema de la

operacion logica “Y”. En la figura 6.10b se muestra la tabla de verdad de esta funcion.

La figura 6.10c muestra una de tantas lineas que permiten separar los patrones de las dos
clases. En general, si para un problema dado con cualquier niimero de rasgos es posible
encontrar al menos un hiperplano de separacion, entonces se dice que el problema es

linealmente separable.

[®]

x,=-x+1.5

Clase de
perienencin

C'=0|

n

a0
{l

C'=0|
C): 1

~|a|=|=]~
]
i
=

O 0= O
1

=
ia
(N

(a) (b) (c) (d)

Figura 6.10: (a) Conjunto de patrones y (b) su tabla de clasificacion. (c)
Una linea que permite la separacion lineal entre las clases. (d)
La linea de separacién calculada mediante la ecuacion (6.5)
conp; =p,=1y6f0=1.5.
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Pasemos ahora al uso de la ecuacién (6.6) para calcular una recta de separacién para el
caso de dos clases. Para esto témese el conjunto de patrones del ejemplo 6.1. Como primera

aproximacion supongamos que p; = pa = 1 y 6 = 1.5. Luego entonces: r2 = —x; + 1.5.

En la figura 6.10d se muestra esta linea. Se puede ver que aquella logra la separacion de
los patrones en sus dos clases: C' = 0y C2 = 1. Debido a que esta linea permite resolver
el problema se opta por mantenerla como solucién. No es dificil darse cuenta de que el
problema, de encontrar una linea de separacion consiste en encontrar el vector de pesos y el
umbral asociados. Para esto se puede proceder de varias formas. Una de ellas puede ser por

prueba y error al aplicar los siguientes pasos, provocando un ajuste de estos parametros:

1) Proponer un conjunto de valores: pi, p2, € y calcular la linea de decisién

correspondiente.

2) Para esta linea, probar si todo el conjunto de patrones es clasificado
correctamente.

3) En caso afirmativo, seleccionar esta solucién como vélida y terminar.

4)  En caso fallido, regresar al paso 1).

Es claro que en el caso general este proceso de biisqueda puede tomar mucho tiempo; mas
aun, sin un conocimiento del problema que se intenta resolver. Lo mejor es usar algiin método
que, de manera automatica, permita ajustar mediante un proceso iterado los valores de los

pesos y del umbral.

Antes de explicar la operacion de un método para la estimacion de estos parametros, se

demostrara que una UUL es un separador lineal entre clases de patrones.

La UUL como separador lineal entre clases

Ya se vio que la UUL se comporta como un separador lineal entre clases. Esta operacion

resulta de combinada de las dos operaciones que la componen:

1)  El producto punto entre dos vectores, el de pesos de la red y el vector de entrada.

1) La operacion de comparacion entre este producto punto con un umbral.
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Para dos vectores, digamos, v y p separados por un dngulo ¢, el producto interno (producto

escalar) entre los vectores p y v, p - v, se define como:

p-v = |plllv] cos(s). (6.8)

Nétese que en este caso particular se cumple la propiedad conmutativa: p-v = v - p.

Es bien sabido que este producto, en términos geométricos, indica qué tan alineados estan
dos vectores. Si las longitudes de los vectores se consideran fijas entonces p - v depende solo

del cos(¢). De acuerdo con esto, se tienen tres casos:

1) Silos dos vectores estan mas o menos alineados el producto interno es positivo.

2) Cuando p y v forman un dngulo de 90 grados: p-v = 0.
3) Cuando los dos vectores apuntan mds o menos en direcciones opuestas, el

producto interno es negativo.

Producto interno (forma algebraica)

Es bien conocido que al aplicar las propiedades de descomposicién de un vector en sus
componentes, asi como la suma de vectores, se pude demostrar que para cualesquiera dos

vectores p, v € IR%:
P-v = piv1+pavs. (6.9)

En n dimensiones es claro que:
p-v = sz-vi. (6.10)
i=1

Este valor se debe interpretar igual que en el caso 2-D:

1) Sip-wv es positivo, entonces los dos vectores apuntan mds o menos en la misma
direccién.

2) Si p- v es negativo, entonces los dos vectores apuntan en direcciones opuestas.

3) Sip-wv =0, entonces los vectores forman un dngulo recto.

Es practicamente imposible visualizar esto en n dimensiones, sin embargo, se puede hacer

la analogia con el caso 2-D.
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Comentario. Es claro, si p = v, entonces:

T

vy = vov= va,— = va = ||v|?. (6.11)
=1

i=1

En otras palabras, el cuadrado de la longitud de un vector es igual al producto interno del

vector consigo mismo.

Proyeccién de un vector

De nuevo, sean dos vectores v y p. Uno puede preguntarse: ; Qué magnitud de v se proyecta
sobre p? Esta porcién del vector v sobre p denotada como v, se conoce como proyeccién

del vector v sobre el vector p. Graficamente este concepto se muestra en la figura 6.11.

Al usar la definicién del coseno:
vp = |v] cos(¢). (6.12)
Al multiplicar y dividir la expresién (6.12) por la magnitud de ||bfp||:

[v[lllpll cos(¢) _v-p
(il 2l

Figura 6.11: Proyeccién de un vector v sobre un vector p.

Se puede ver que la proyeccion del vector v sobre el vector p viene dada por el producto

punto entre ambos vectores, normalizada por el tamatio del vector p.
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UUL y separabilidad lineal

Tomando como base lo dicho anteriormente, enseguida se probarda que una UUL es una
maquina de separacion lineal, universal e independiente del niimero de rasgos descriptores a
su entrada. En otras palabras, esta maquina no depende de la dimension del espacio de los

patrones.

Veamos: ya se explico que al usar el concepto de producto interno, la activacion de una UUL
de n entradas se puede expresar como: r = p - v. De igual forma, de acuerdo con lo visto
p-v = 6. Por otro lado, para un vector de entrada arbitrario v, ya se vio que su proyeccién
sobre p viene dada como: v, P G sobre esta ecuacién se impone la restriccién dada

por p. v, =0, entonces: v, =

Geométricamente (ver figura 6.12), la relacién p - v = 6 define una linea perpendicular al
vector de pesos p. Esta recta define claramente dos regiones, una de un lado de la recta y
otra al otro lado. Sean estas dos regiones A y B. Si se asume que p y ¢ son constantes en dos
dimensiones, eventualmente la proyeccion vp de v puede llegar a tocar la linea perpendicular
al vector p, incluso puede sobrepasarla. En otras palabras, la punta de la proyeccién vp de
v sobre p puede quedar a un lado de la recta, sobre la recta o al otro lado de la misma (ver
figuras 6.12a, 6.12b y 6.12c).

En detalle:

a) Siwvp < H;%II (figura 6.12a), la proyeccién de v es corta y su punta no alcanza a
tocar a la recta perpendicular al vector p. Por tanto, v yvace en la region A. En
este caso p-v < @ y por tanto, para nuestra UUL, de acuerdo con la ecuacion
(6.4), s = 0. En otras palabras, la UUL no dispara.

b) Si ahora, vp > H;W (figuras 6.12b y 6.12¢). En este caso la proyeccion de v
es lo suficientemente larga para que su punta toque o incluso sobrepase la recta
perpendicular al vector p. Por tanto v yace en la regién B. En este caso, p-v > #

y por tanto para nuestra UUL de nuevo, de acuerdo con la ecuacién (6.4), s = 1.

En otras palabras, la UUL dispara.

Con esto se puede ver que la UUL funciona exactamente como un separador lineal entre cla-
ses, definidas por sus regiones correspondientes. Otra cosa mas: Los resultados presentados

son generales y son independientes del niimero de entradas de la UUL.
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Region A " Region B Region A Region B Region A Region B

(b)

Figura 6.12: Proyeccién de un vector v sobre un vector p.(a) La punta de

la proyecciéon queda antes de la linea de separacién. (b) La
punta toca la linea de separacién. (¢) La punta sobrepasa la

linea de decisién.

En resumen:

1) La activacién de una UUL viene dada como el producto interno entre el vector

de entrada y el vector de pesos: r = p - v.

2) Larelacién p-v = ¢ define, en lo general, un hiper-plano en el espacio de patrones

que es perpendicular al vector de pesos.
3) A un lado de este hiperplano yacen todos los patrones que son clasificados por
la UUL como “0”, mientras que todos los patrones que yacen al otro lado del

hiperplano son clasificados como “17.

4)  El hiperplano es la superficie de decision de la UUL. Ya que esta superficie es una

version n-dimensional de una linea recta, la UUL resulta un clasificador lineal.

‘ Si el conjunto de patrones no puede ser separado por un hiperplano, entonces la
: UUL no podra clasificarlos.
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Aprendizaje en una RNA

Una propiedad muy importante de una RNA es su capacidad de aprender del medio ambiente
donde se encuentra inmersa. La RNA aprende de su entorno a través de un proceso iterativo
de ajuste de sus pesos y desplazamientos. Este proceso de aprendizaje en el contexto de las

RNA puede ser descrito como sigue:

Aprendizaje es el proceso mediante el cual los parametros libres de una RNA son

adaptados a través de una estimulacion del entorno donde esta la RNA.

Este tipo de aprendizaje queda determinado por la manera en que los parametros son

ajustados. Esta definicion involucra los siguientes tres eventos:

1) La RNA es estimulada por un medio ambiente.

2) Los parametros libres (pesos) de la RNA experimentan cambios por esta

estimulacién.

3) La RNA responde de una nueva manera al ambiente por los cambios en su

estructura interna.

Sin pérdida de generalidad, considere el caso de una sola neurona alimentada con un vector
x(n) en el tiempo discreto n, la salida es y(n), la cual es comparada con la respuesta deseada
de salida d(n), como se muestra en la figura 6.13. El error e(n) = d(n) — y(n) es la senal de

control usada para el ajuste iterativo de los pardmetros libres de la RNA.

d(n) 43 e(n) _ RNA Y

0

Figura 6.13: Esquema para el ajuste de los pesos de la red mediante el

calculo del error entre la salida deseada y la salida de la red.
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Entrenamiento de una UUL

Se ha visto que toda UUL induce una superficie de separacion. Ahora bien, como esta
superficie depende del vector de pesos y del umbral, es necesario su ajuste (entrenamiento)

para encontrar dicha superficie.

Este ajuste se lleva a cabo mediante un proceso iterativo a partir de un conjunto de patrones,
conocido como entrenamiento de la red. Al conjunto de patrones se le llama conjunto de

entrenamiento.

El ajuste de los pesos y del umbral se lleva a cabo mediante una regla de aprendizaje

bien establecida.

Fl proceso de diseno de la UUL se realiza desde el punto de vista del
entrenamiento supervisado (capitulo 2), esto es que para cada patrén del conjunto

de entrenamiento se conoce de antemano la clase de pertenencia.

Sea el siguiente conjunto de entrenamiento:

({-’Bi = [Zs1, Zigs- 'Jm]T} ; {ti}) ) i=12,---,n; {t;} ={0,1}. (6.14)

A fin de poder entrenar el umbral como un peso, como se propone en la literatura, se hace
un pequeno truco matematico. Ya se vio que para que la UUL emita el valor de 1, entonces

utilizando el producto punto:

px > 0=p-z2+(-1)0>0.

e Notese que en este caso se puede pensar al umbral como un peso extra colgado a un

valor de -1.

e Particularmente a este umbral negativo (-1), en la literatura se le conoce como

desplazamiento, puesto que técnicamente proviene del inglés bias.
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Tomando en cuenta esto, entonces resulta que el vector de pesos aumentado queda como:

T
(pl P2 Pn p-n+1:9) .
Con base en este nuevo vector aumentado, la funcion de la UUL quedaria como:

Sip-z>0 — y=1

Sip-z<0 — y=0.

Ahora: p-x = 0, define el hiperplano de separacién que es perpendicular al vector de pesos

que pasa por el origen.
Para visualizar esto, considérese el siguiente ejemplo.

® Ejemplo 6.4

De acuerdo con las figuras 6.10a y 6.10b, supongamos una UUL que emite el valor de

“1" para la entrada (1,1) y “0” para las otras tres entradas. Si p; = 0.5, po =05y
0 = (.75, la linea de separacion, de acuerdo con lo que ya vimos, pasa por los puntos:
z; = (0.5,1) y z; = (1,0.5).

Solucion

Para el patron de pesos aumentado todos los patrones tienen la forma: (z;, 22, —1), ya que

como vimos, la tercera componente estd anclada al valor constante -1. Note que el vector
aumentado tiene una tercera componente igualada al umbral y ademas es perpendicular al

plano que pasa por el origen.

Enseguida se estudiard una primera regla que permite llevar a cabo un ajuste automético

de los pesos de una neurona, esto incluye el umbral de disparo.

La regla de entrenamiento del perceptron

Supéngase ahora que se quiere entrenar una UUL para que opere como separador lineal entre
dos clases, y esto a partir de un conjunto de entrenamiento dado por la ecuacion (6.14). Sin

pérdida de generalidad, supéngase que n = 3.
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Para desarrollar el método de entrenamiento consideraremos que pueden ocurrir dos casos:

Caso 1.  Se presenta a la entrada de la UUL un vector & con respuesta deseada
t = 1, pero que el vector actual de pesos y = 0. La UUL ha clasificado

mal al vector . En consecuencia, el vector de pesos p debe ser ajustado.

Para producir 0, la activacion debio haber sido negativa, por tanto el
producto p - & fue negativo. Esto es p y & apuntan mds o menos en

sentidos opuestos.

A fin de corregir esto es necesario rotar un poco al vector p hacia el
vector &. Lo cual se puede lograr al sumar una fraccion de & a p como

sigue:

P p+ ax. (6.15)

con 0 < a < 1.

Caso 2.  Se presenta a la entrada de la UUL un vector & con respuesta deseada
t = 0, pero que el vector actual de pesos da y = 1. La UUL, de nuevo,

ha erréneamente clasificado al vector x.

Luego entonces el vector de pesos debe ser ajustado. La activacion fue

positiva; por tanto, el producto p - x fue positivo.

Ahora, p y « apuntan mas o menos en el mismo sentido. Se requiere

ahora rotar un poco p de manera que se aleje de @.

Esto se puede lograr al restar una fraccién de & a p como sigue:

’

p = p—az. (6.16)

Debido a que las diferencias se dan entre ¢ e y, como se sugiere en la literatura, las ecuaciones
(6.15) vy (6.16) se pueden combinar en una sola para obtener el correspondiente ajuste del

vector de pesos:

’

p = pta(t—y)=. (6.17)
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’ . . ’ .’ "
En términos del cambio en los pesos Ap = p — p, la ecuacién anterior queda como:

r

Ap = p—-p=a(t—y)=. (6.18)

De manera individual, se puede demostrar que, para cada componente, este cambio se ve

manifestado como:

Ap; = a(t—y)a, i=1,2--,n+1 (6.19)
Pny1 = 0
:E_n+1 = *1.

El pardmetro v € (0, 1) es conocido en la literatura como tasa de crecimiento, entrenamiento

o ajuste.

Con base en toda esta discusion se puede establecer la siguiente regla para el ajuste de los
pesos de una UUL, la cual es conocida en la literatura como regla de entrenamiento del
perceptron. ya que fue usada por primera vez para ajustar los pesos de este tipo particular

de neurona.

Comentario. Si el problema es linealmente separable, el lector puede demostrar que este
algoritmo generara un vector de pesos valido para el problema en cuestion, si dicho vector

existe.

Esto ya fue demostrado hace varias décadas y se conoce como el teorema de convergencia del
perceptrén, el cual establece que si dos clases de vectores C* y C? son linealmente separables,
la aplicacion del Algoritmo de Entrenamiento del Perceptrén (AEP) eventualmente resultara
en un vector de pesos p, tal que dicho vector p define una UUL cuya superficie de decision
separa a C! y C2.

Una propiedad de esta proposicion es que una vez que el vector p ha sido encontrado, este

permanece estable, lo que significa que no se dan mas cambios en el vector de pesos.

Diversas pruebas de este importante resultado pueden ser encontradas en las siguientes

referencias [31], [35], [40] y [46].
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Pseudocédigo 6.1

Regla de entrenamiento para la TLU (regla del perceptrén)

Poner los valores del vector de pesos p en valores aleatorios, por ejemplo, en el rango
{_1:+1}

Inicializar e en algiin valor de 0 < o < 1;

Repetir:

for (Para cada par del conjunto de entrenamiento (x,t), hasta y = t)
y = f(r = p'x): % calcular el valor de y.

if (y#1)

Actualizar el vector de pesos mediante la ecuacién (6.17) como sigue:

’

p = pta(t—-y)=

else
| No hacer nada;

end

end

end

Para ilustrar la operacion del algoritmo de entrenamiento del perceptrén aplicado a una

UUL, considérense los siguientes tres ejemplos:

ee Ejemplo 6.5

Supongamos que se quiere entrenar una UUL con dos entradas para que realice la

funcién légica denominada “Y”. Como pesos iniciales se seleccionan los siguientes:
p1 = 0.25, po =0.25 y § = 1.0. Ademas, sea a = (.25.

Solucion

Para encontrar los pesos de la recta de separacion entre las dos posibles clases, se recorrerdan

los pares de entrenamiento como sigue: z; = (0, O)T. t1 = 0, luego para a2 = (0, I)T: to =20
y 3 = (1,0)T, ¢35 = 0; finalmente, ¢, = (1,1)%,¢4, = 1.

Para cada uno de estos pares se aplicard el algoritmo en forma iterada hasta obtener la
solucion deseada. De acuerdo con lo visto, los cuatro vectores anmentados son los siguientes:

;= (0,0,-17T, & = (0,1,-1)7, &3 = (1,0, -7, y &4 = (1,1, -1)7.
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Debido a que el problema es linealmente separable, el teorema de convergencia del perceptrén
garantiza que se podra encontrar la UUL buscada. Para facilitar la explicacion se acomodaran

los resultados iteracion a iteracion.

Primera época: (p; = 0.25, p, =025, py =0 = 1.00, r = py &y +ps 22 — 0, Ap; = alt —y)a;). La secuencia

de datos se indica en la tabla 6.1:

Tabla 6.1: Secuencia de datos para la primera época.

Ty | T2 | p1 D2 0 r tly | alt—y) | Ap | Apy | Aps= A
00 025[025]1.00(-1.00(0]0 0.00 0.00 | 0.00 0.00
0 11025[025]1.00(-075[0]0 0.00 0.00 | 0.00 0.00
1101025025 |1.00|-0.75][01(0 0.00 0.00 | 0.00 0.00
117025025 |1.00/|-050]1(0 0.25 0.25 | 0.25 -0.25

Segunda época: (p; = 0.25+0.25 = 0.50, pp = 0.25 +0.25 = 0.50, p3 = 1.00 — 0.25 = (.75); SUS COITESPON-

dientes datos se muestran en la tabla 6.2.

Tabla 6.2: Secuencia de datos para la segunda época.

1| T2 | p1 | po 7 T tly| alt—y) | Apr | Aps | Aps = AF
001]050050]07 |-075{0[0 0.00 |0.00]|0.00 0.00
0 11]050050]07-025/0[0 0.00 |[0.00]|0.00 0.00
110 050/[050[075(-025/0({0| 0.00 |0.00]0.00 0.00
111 1050[050[075(025 |1{1] 000 |0.00]0.00 0.00

De la tabla 6.2 se puede ver que se ha logrado la convergencia. Luego entonces, los pardametros
de la UUL que resuelven el problema quedan como sigue: p; = 0.50, ps = 0.50 y ¢ = 0.75.
De acuerdo con lo visto (ecuacién 6.6), la ecuacién de la frontera de separacién entre clases
viene dada como: z2 = —(p1/p2)z1 + (0/p2) = —(0.5/0.5)z1 + (0.75/0.5) = —z1 + 1.5.

En la figura 6.14 se muestra esta linea de decisién, la cual, como se puede ver, logra separar

las dos clases de puntos y, por tanto, implementar la funcién “Y” ldgica.
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)
1 o ®
X, =-x,+0.5
0 O o
1 p! ] .l’i

Figura 6.14: Conjunto de datos para el ejemplo 6.5.

ee Ejemplo 6.6

Supongamos que se desea entrenar una UUL de dos entradas para realizar la

funcion logica del “O”. Como pesos iniciales se seleccionan, ahora, los siguientes:

= 0.5, pp =05y 6§ =—0.5. Ademas sea a = (0.25.

Solucion

De nuevo, para encontrar los pesos de la recta de separacion entre las dos posibles clases, se

recorreran los pares de entrenamiento como sigue: 3 = (0, 0)7, t; = 0, luego x2 = (0, 1)7,
to=1, luego @3 = (1, 0)F, t3 =1, y luego &4 = (1, 1), t4 = 1.

Para cada uno de estos pares se aplicard el algoritmo en forma iterada hasta obtener
la solucién deseada. Los vectores aumentados son los siguientes: ®; = (0, 0, —1)7T,
zo=(0, 1, -1D)T, z3=(1,0, -1)7, yxes =(1, 1, —1)T.

Se puede ver que el problema es linealmente separable. De acuerdo con lo visto, el teorema
de convergencia del perceptron garantiza que se podrd encontrar la UUL buscada. Para
facilitar la explicacion, una vez mas, se acomodaran los resultados iteracion a iteracion en
tablas numeéricas como sigue:

Las primeras iteraciones de la primera época se encuentran contenidas en la tabla 6.3.

Primera época (p; = 0.50, py = 0.50, p3 =0 = —0.50, r = pyzy + paia — 0, Ap; = aft — y)a;).
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Tabla 6.3: Secuencia numérica de datos para la primera época.

T1 | X2 | 1 Do ) ro|tly|alt—y) | Apr | Aps | Aps = A0
00 1]050050]-0.50 05001 -0.25 |0.00|0.00 0.25
0 11]050050]-0.25 07511 0.00 |[0.00]|0.00 0.00
110 050/[050[-025{07|1{1] 000 |0.00]0.00 0.00
11 /050[050|-025{125|1{1] 0.00 |0.00]0.00 0.00

Tabla 6.4: Secuencia numérica de datos para la segunda época.

T | T2 | p1| P2 0 roltlylalt—y)| Ap | Ap2 | Aps = Ab
0|0 |050]|050|-025]025|0(1| -0.25 0.00 | 0.00 0.25
0] 11]050(050] 000 05011 0.00 0.00 | 0.00 0.00
1|0 ]050)050| 000050 (1(1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
111 7050050] 000|100 1|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00

Las 4 iteraciones siguientes corresponden a la segunda época (ver tabla 6.4) con los

pardmetros (p; = 0.50, py = 0.50, p3 =6 = —0.25).

Los resultados de la tercera época (p; = 0.50, ps = 0.50, p3 = 6 = 0.00) se encuentran en
la tabla 6.5.

Tabla 6.5: Secuencia numérica de datos para la tercera época.

1 | T2 | p1 | po 6 ro|t|ly|alt—y) | Apr | Aps | Aps = A0
00050050 |000]|000 01| -025 |0.00/|0.00 0.25
0|1 ]050]050025]025]1]|1 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00
110 1(050(050|025|025 1|1 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00
1 11]050(050025|075 1|1 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00
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La cuarta época compuesta por (p; = 0.50, p; = 0.50, p3 = 6 = 0.25), cuyos resultados

se presentan en la tabla 6.6.

Tabla 6.6: Secuencia numérica de datos para la cuarta época.

1| x| p1 | pe 7 P a(t—y) | Apy | Aps | Aps = A

0 0.50 | 0.50 | 0.25 | -0.25 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00

0.00 | 0.00 | 0.00 0.00

0.50 | 0.50 | 0.25 | 0.25
0.50 | 0.50 | 0.25 | 0.75

0.00 0.00 | 0.00 0.00
0.00 0.00 | 0.00 0.00

0

0 1]050]0.50]0.25] 0.25
0
1

el Bl Bl =N =2
— == O |

De esta ultima tabla 6.6, se puede ver que se ha logrado la convergencia. Luego entonces, los
parametros de la UUL que resuelven el problema quedan como sigue: p; = 0.50, ps = 0.50

y 8 =0.25.

De acuerdo con lo visto, (ecuacién 6.6), la ecuacion de la frontera de separacién entre clases

viene dada como:

71 7} 0.5 0.25
= —=—r e — = —I 0.5.
T2 - 1+ - 0.5551 05 z1 + 0.0

En la figura 6.15 se muestra esta linea de decision, la cual, como se puede ver, logra separar

las dos clases de puntos y, por tanto, implementar la funcion “O” légica.

Xy

2h
1 e ®
X=-x+1.5
0 (o] e
X
-1 0 1 1

Figura 6.15: Conjunto de datos para el ejemplo 6.6.
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e ¢ ¢ Ejemplo 6.7

Supongamos que se quiere entrenar una UUL de dos entradas para encontrar la linea

de separacion en las dos clases de puntos mostrados en la figura 6.16a. Como pesos

iniciales se seleccionan los siguientes: p; = 0.5, po = 0.5y # = 0.5. Ademas, o = 0.25.

Solucion

Para encontrar los pesos de la recta de separacion entre las dos clases, se recorreran los

pares de entrenamiento como sigue: z; = (4, 2)7, t; = 0, luego x5 = (5, 4)7, t; = 0, luego
23 = (T, 5)T, t3 =0, y luego @4 = (9, 4)T, ts = 0, @5 = (3, 6)T, t5 = 1, luego z = (4, 8)7,
te = 1, luego o7 = (6, 7)T, t; = 1, y luego xg = (8, 8)7, tg = 1. Para cada uno de estos

pares se aplicard el algoritmo en forma iterada hasta obtener la solucién deseada.

Los vectores aumentados son los siguientes:
21=(4, 2, DT, 22=(5, 4,1)T, 23 =(7, 5, -1)T, 24 = (9, 4, —1)T, 25 = (3, 6, —1)7,
ze= (4, 8,1)T, z; = (6, 7, —-1)7, y zs = (8, 8, —1).

Al observar la figura 6.16a, se puede ver que el problema es, de nuevo, linealmente separable.
El teorema de convergencia del perceptrén garantiza que se podra encontrar la UUL buscada.
Para facilitar la explicacion, una vez més, se acomodarin los resultados iteracion a iteracién

en una tabla como sigue:

La secuencia de datos para la primera época (p; = 0.50, p2 = 0.50, ps =0 = 0.50, r = pr&1 + paza — 0,

Ap: = ot —y)z;), se encuentra en la tabla 6.7.

Los resultados correspondientes para la segunda época (p; = 0.25, p2 = 1.50, p3 =0 =

0.50) se encuentran indicados en la tabla 6.8.

La tabla 6.9 presenta los resultados obtenidos para la tercera época (p1 = —0.75,
p2 = 1.00, p3 =0 = 0.75).

De la tabla 6.9 se puede ver que una vez mas se ha logrado la convergencia. Luego entonces,
los pardmetros de la UUL que resuelven el problema quedan como a continuacion se indica:

p1 = —0.75,py = 1.00 y 6 = 0.75.

De acuerdo con lo visto, la ecuacién de la frontera de separacion entre clases viene dada
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Tabla 6.7: [teracién de datos para la primera época.

Ty | r2 | I P2 o r tly|lalt—y) | Ap | Apy | Aps=Ab
4 121050 |050[050| 250 0|1 -0.25 | -1.00 | -0.50 0.25
5 4 |-0.50|0.000.75]-325 0|0 0.00 0.00 | 0.00 0.00
715 |-0.50]0.00]075]|-4250|0 0.00 0.00 | 0.00 0.00
9 4 |-0.50 000075 -525|01]0 0.00 0.00 | 0.00 0.00
3 6 -0.501]000 075|-225|11]0 0.25 0.75 | 1.50 0.25
4 181025150050 125 | 1|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
6 | 702 150050 | 115 1|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
8 | 8 025150050 135 |1]1 0.00 0.00 | 0.00 0.00

Tabla 6.8: Resultados para la segunda época.

Iy | L2 | P2 0 r tly | alt—y) | Ap | Apy | Aps= A0
4 121025150050 350 0|1 -0.25 | -1.00 | -0.50 0.25
5 4 1 -0.7511.00 0.75|-050 010 0.00 0.00 | 0.00 0.00
7095 -0.75 1100 075 |-1.00 010 0.00 0.00 | 0.00 0.00
9 4 -0.75]100 075|-350 010 0.00 0.00 | 0.00 0.00
36 -0.75]7100 075|300 1]1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
4 |1 8 -0.75 100|075 | 450 | 1|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
6 | 7 [-0.75|1.00 075 | 175 |11 0.00 0.00 | 0.00 0.00
8 8 -0.75]1100 075|125 1|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
COImMo:
Ty = —i—;ml + p% = —3‘551:1 + 01'.705 = 0.7521 + 0.75.

En la figura 6.16b se muestra esta linea de decision, la cual, como se puede ver, logra separar

las dos clases de puntos.
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Tabla 6.9: Resultados para la tercera época.

Ty | T2 | P P2 7, r tly|lalt—y) | Ap | Aps | Aps = A0
4 12 1-0751100|075|-1L.75/010 0.00 0.00 | 0.00 0.00
5 14 |-075]1.00(075[-050]010 0.00 0.00 | 0.00 0.00
715 [-075]100|075|-1.000]|0 0.00 0.00 | 0.00 0.00
914 1-0751100|075|-350010 0.00 0.00 | 0.00 0.00
316 (-0751100|075]300 |1]|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
4 | 8 |-0.75]100 075450 1|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
6 |7 (1-0751100|075| 175 | 1|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
8| 8 |-075(1100|075| 125 | 1|1 0.00 0.00 | 0.00 0.00
Xy X,
“A y
10—
9
8 —
. (4.8) . (8.8)
(6,7) X )
;’ {?m 2 %=0.75 x,+0.75
. o ™ o
5 54) (9.4)
2 (@]
42)
1
T T ‘;‘-"‘u 5 I J F".J
0 1 2345678 910 0 | 2 345678 910
(a) (b)

Figura 6.16: Conjunto de datos para el ejemplo 6.7.

[ | | ]
De estos tres ejemplos se puede ver que una UUL puede utilizarse para implementar funciones

booleanas y también resolver problemas de clasificacion linealmente separables.

6.4.10 Robustez de la UUL ante ruido en las entradas

Enseguida se mostrara cémo una UUL puede emplearse para clasificar versiones ruidosas

de los patrones usados para su diseno. Para esto considérese la red disenada en el ejemplo 6.3.
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Ejemplo 6.8
B

Considere las siguientes dos versiones con ruido de los patrones: = = (0.5, 0.6)7 y
x = (0.9, 0.9)7. La primera pertenece a la clase uno, mientras que la segunda corresponde

a la clase dos.
Para el patrén: & = (0.5, 0.6)7 : r = (0.5)0.5+ (0.5)0.6 — 1 (0.75) = 0.55 — 0.75 = —0.25,
y = 0. Por tanto el patrén & = (0.5, 0.6)7 es asignado a la clase niimero uno. Para el patron:

z = (09, 097 : r=05(0.9) +0.5(0.9) — 1(0.75) = 0.9 — 0.75 = 0.15, y = 1. Por tanto el

patrén @ = (0.9, 0.9)7 es asignado a la clase mimero dos.

@ El perceptron

I : N esta seccion revisaremos, primeramente, los principios basicos del perceptréon como

lo concibié originalmente Rosenblatt en 1962 [46]. Enseguida, se estudiard la versién

mas usada por la comunidad.

El perceptréon de Rosenblatt

El perceptrén original de Rosenblatt consta de tres capas [46]: Una de unidades de sensado
(unidades tipo S), una de asociacién (unidades tipo A) y una de respuesta (unidades tipo
R). La retina del perceptrén es un arreglo de elementos de sensado (fotoceldas). Una unidad

tipo S emite un “1” si es excitada, un “0” si no.

En el modelo original, un nimero de unidades de retina (retinales) seleccionado al azar era
conectado a la capa de asociacién (unidades tipo A). También existian muchas conexiones
entre las unidades tipo A y las tipo R, incluso de retroalimentacion entre las del tipo
R y las del tipo A. Esto, por supuesto, pudiera introducir dindmicas no deseadas en la
operacion del perceptrén. Una version simplificada sin conexiones laterales y conexiones de

retroalimentacion se muestra en la figura 6.17.

De acuerdo con esta figura, cada unidad tipo A funciona como sigue. La unidad recibe a
su entrada n valores del tipo xj, generalmente al azar, en el ejemplo mostrado en la figura

n =3.
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La unidad A calcula entonces una suma ponderada sobre los valores xy:

a; = Z 6k$k (620)
k=1

Los pesos 3; pueden tomar valores +1 o -1 , y son asignados en forma aleatoria.

La suma E:=1 Brxy es comparada con un umbral u. La salida a; de la i-ésima unidad A

viene dada por la siguiente ecuacion:

(6.21)

8%

0 si Yo Brxk<u

Comentario. El umbral para todas las unidades tipo A es el mismo.

. pd
‘1 .
n /; | &~ d .
/// [ ] /A 7._ S——
/ / [
g R ——
L~ p
A
'S /‘ / 2
AT ]
L1 L L~ =5
/ / |- i a
.~ Retina Unidades de Unidades de Unidad de salida
asociacion sumado

Figura 6.17: Versién simplificada del perceptrén original.

La salida binaria de la i-ésima unidad A, con ¢ = 1,2,---,m es multiplicada por un peso
pi, v una suma ponderada de todas las m salidas ponderadas es obtenida por la unidad de
suma. Cada peso p; puede tomar ser negativo, positivo o cero. La salida de la neurona es

binaria: {0, 1} o {-1, 1}, dependiendo de un umbral @, que normalmente es puesto en cero:

- T (6.22)
=1

Al igual que la simple UUL, el disenio del perceptrén involucra el ajuste de los pesos p; y la

seleccion del wmbral w.
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h De acuerdo con lo visto, se puede pensar de la UUL como un caso especial del

perceptron.

El perceptron estandar

La estructura del perceptrén estandar, normalmente usado en la literatura actual, se muestra
en la figura 6.18; para el cual la salida toma la forma de limite simétrico (figura 6.18a, sin
bias y 6.18b, con bias). Al igual que la UUL, el perceptrén permite separar conjuntos de

patrones linealmente separables en dos clases: C1 y C2.

De acuerdo con esta figura, la respuesta del perceptron puede ser expresada como sigue:

y = fr) (6.23)
donde, como ya vimos:
n
r = Zpiazi:pT:B, (6.24)
i=1
conp=I[p1, pa, -+, pu)l ¥y T = [11, T2, -+, Ty]T:
oz T
Fo= Zpiazizp &, (6.25)
i=1
e ) _ T e, . - T
GO P = [P1; P2y~ D Dagr =0 ¥ & = [Ty Bz -+ By Tapr = —1]";

De la misma figura se puede ver que cuando:

1) r > 0 para el caso de la ecuacién (6.24) o r > 0 para el caso de la ecuacién
(6.25), la funcién de activacién del perceptrén ocasiona que la salida y = +1,

indicando que el patrén de entrada x debe ser clasificado en la clase C2.

2) r < 0 para el caso de la ecuacién (6.24) o r < 0 para el caso de la ecuacién
(6.25), la funcién de activacién del perceptrén ocasiona que la salida y = —1,

indicando que el patrén de entrada @ debe ser clasificado en la clase C1.
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h De acuerdo con lo visto, se puede pensar de la UUL como un caso especial del

perceptron.

El perceptron estandar

La estructura del perceptrén estandar, normalmente usado en la literatura actual, se muestra
en la figura 6.18; para el cual la salida toma la forma de limite simétrico (figura 6.18a, sin
bias y 6.18b, con bias). Al igual que la UUL, el perceptrén permite separar conjuntos de

patrones linealmente separables en dos clases: C1 y C2.

De acuerdo con esta figura, la respuesta del perceptron puede ser expresada como sigue:

y = fr) (6.23)
donde, como ya vimos:
n
r = Zpiazi:pT:B, (6.24)
i=1
conp=I[p1, pa, -+, pu)l ¥y T = [11, T2, -+, Ty]T:
oz T
Fo= Zpiazizp &, (6.25)
i=1
e ) _ T e, . - T
GO P = [P1; Pas =5 D Dagr =0 ¥ & = [Ty Bz -+ By Tapr = —1]";

De la misma figura se puede ver que cuando:

1) r > 0 para el caso de la ecuacién (6.24) o r > 0 para el caso de la ecuacién
(6.25), la funcién de activacién del perceptrén ocasiona que la salida y = +1,

indicando que el patrén de entrada x debe ser clasificado en la clase C2.

2) r < 0 para el caso de la ecuacién (6.24) o r < 0 para el caso de la ecuacién
(6.25), la funcién de activacién del perceptrén ocasiona que la salida y = —1,

indicando que el patrén de entrada @ debe ser clasificado en la clase C1L.
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h De acuerdo con lo visto, se puede pensar de la UUL como un caso especial del

perceptron.

El perceptron estandar

La estructura del perceptrén estandar, normalmente usado en la literatura actual, se muestra
en la figura 6.18; para el cual la salida toma la forma de limite simétrico (figura 6.18a, sin
bias y 6.18b, con bias). Al igual que la UUL, el perceptrén permite separar conjuntos de

patrones linealmente separables en dos clases: C1 y C2.

De acuerdo con esta figura, la respuesta del perceptron puede ser expresada como sigue:

y = fr) (6.23)
donde, como ya vimos:
n
r = Zpiazi:pT:B, (6.24)
i=1
conp=I[p1, pa, -+, pu)l ¥y T = [11, T2, -+, Ty]T:
oz T
Fo= Zpiazizp &, (6.25)
i=1
e ) _ T e, . - T
GO P = [P1; Pas =5 D Dagr =0 ¥ & = [Ty Bz -+ By Tapr = —1]";

De la misma figura se puede ver que cuando:

1) r > 0 para el caso de la ecuacién (6.24) o r > 0 para el caso de la ecuacién
(6.25), la funcién de activacién del perceptrén ocasiona que la salida y = +1,

indicando que el patrén de entrada x debe ser clasificado en la clase C2.

2) r < 0 para el caso de la ecuacién (6.24) o r < 0 para el caso de la ecuacién
(6.25), la funcién de activacién del perceptrén ocasiona que la salida y = —1,

indicando que el patrén de entrada @ debe ser clasificado en la clase C1L.
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Igual a la UUL, un perceptrén como el que se muestra en la figura 6.18, se puede usar en la
clasificacién de patrones, sus pesos deben ser ajustados. Se puede emplear la misma regla de

entrenamiento utilizada para el ajuste de parametros libres de la UUL (subseccion 6.4.8).

X—>=
rz
X,— P
3 v
.
L
L]
Xi—> B
X—= B
r>
X —> P
: r< g
.
.
.
X b

I — P

(b)

Figura 6.18: Representacién esquematica del perceptrén para dos clases.

(a) sin bias o desplazamiento, y (b) con bias.

De todo esto, se puede ver por medio de una UUL o resolver a través de un perceptron,
en principio, cualquier problema que involucre la separacién de un conjunto de patrones en
dos clases. Sin embargo, como ya se dijo al principio de la subseccién 6.4.1, si el conjunto
de patrones no presenta separacion lineal, entonces el perceptron, al igual que la UUL, no

podra separarlos.

El ejemplo mas sencillo que se puede encontrar es el mostrado en la figura 6.3, donde como
ya se menciono, se trata del conocido problema del “0” exclusivo. Mds adelante se estudiara

como resolver este problema mediante la combinacion de perceptrones.
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@ La ADALINE y la regla Delta

N esta seccién revisaremos los pormenores de la neurona lineal tipo ADALINE, asi
como de la regla Delta, especialmente disenada para el entrenamiento de este tipo
de neuronas. Veremos cémo estas maquinas pueden usarse en la solucién de problemas de

clasificacidn lineal y no lineal de patrones.

La neurona tipo ADALINE

La ADALINE (del inglés ADAptive LINEar Element) es un tipo de red neuronal basado
en el modelo de neurona de McCulloch y Pitts. Fue desarrollada por los cientificos Bernard
Widrow y Ted Hoff en 1960. Usualmente se compone de una sola capa de neuronas, con n
entradas y p salidas. Las n entradas son los componentes de un vector & con n componentes

r = [{’El :}:2 s ee I'TI]IT

Cada una de las p neuronas, tal y como se muestra en la figura 6.19, recibe el vector & como
entrada y realiza un producto punto desplazado por el parametro ), para dar como salida

el valor:

n

Y = Tj:Z(pji'Ti+6j)- (6.26)

i=1

Note que a diferencia de la UUL o el perceptrén, la ADALINE usa como funcién de activacion
una funcién lineal pura. Esto, como veremos enseguida, permitira el uso de derivadas para

su entrenamiento.

A diferencia de la UUL o el perceptrén, el entrenamiento de la ADALINE toma en cuenta
el error entre la salida estimada respecto a la deseada. Esto se logra mediante la aplicacion

de la regla Delta, la cual se explicara.

Comentario. Cuando las redes neuronales tipo ADALINE son utilizadas como clasificado-
res, en lugar de etiquetas 0 y 1, como se hace con las UUL, se usan ahora etiquetas -1 y

+1.
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x5 2, }
e
x5 Pis E_\—D‘ r=p'x +8,
- -
- -
- -
Xy > B,
1 0,
2y
8 P, yer=p'x *+6
-
-
-
. = P,
1 0.
- -e - -
e se - -
s e - L
[ - ,J:'

Figura 6.19: Red neuronal tipo ADALINE de n entradas y p salidas.

XS La regla Delta

Enseguida se veran los pormenores para la derivacion de una segunda regla para el ajuste
de los pesos de una RNA tipo ADALINE. Se trata de la conocida regla Delta. Primero se
estudiard céomo encontrar el minimo de una funciéon mediante la técnica del descenso del

gradiente.

Sin pérdida de generalidad, considérese el caso de una variable y que depende de una variable
unica z, esto es y = f(x). Supéngase que se desea encontrar el valor zp para el cual:

y(zg) < y(z), y esto para toda x. Sea z* el mejor estimado actualizado de .
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Algo que se puede hacer para obtener un buen estimado consiste en modificar el valor de
x poco a poco tratando de seguir la cuesta hacia abajo de la funcion. Como referencia a la

figura 6.20a se tienen dos casos:

Caso 1. Al aumentar x empezando en z*, provoca un decremento en y. Esto

causa un cambio positivo Ax > 0 al estimado de x*.

Caso 2. Al disminuir # resulta también en un decremento en y. Esto causa un

cambio negativo Az < 0.

Descenso del
gradiente
Energia
incial

Energia
final {
> X X L :
Xy x* X Pesos Pesos P
e finales inciales
(a) (b) (c)

Figura 6.20: (a) Ejemplificacién de la obtencion del minimo de una funcién.
(b) Ejemplo del calculo aproximado de la pendiente de una
funciéon en un punto p. (¢) Ejemplificacion del ajuste de los

pesos mediante el descenso del gradiente.

Comentario. Es bien sabido que este conocimiento queda almacenado en la pendiente de
la funcién en el punto =*. Esto es, si x crece y crece y, por tanto, la pendiente es positiva, si
no es negativa. Por otro lado, la pendiente en cualquier punto p viene dada por la tangente
a dicho punto sobre la curva. Una manera de visualizar el calculo de la pendiente es la
siguiente: De acuerdo con la figura 6.20b se dibuja la tangente sobre la funcién que pasa
por el punto p. Enseguida, se completa el triangulo y se miden los lados Az y Ay (figura
6.20b). Si se parte del hecho de que los cambios en Az y Ay son muy pequenos, entonces

la derivada dy es aproximadamente igual a Ay, esto es dy =~ Ay.
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Esto es lo mismo que:

Ay
Ya que %_% es precisamente la pendiente:
dy = pendiente A . (6.28)
Comao es bien sabido:
dy
A O— A 2
dy o DT (6.29)

d . . i
con 5 la diferencial o derivada de y con respecto a z.

Si se supone que Az puede obtenerse mediante un pequeno cambio en la pendiente a través

de una pequena constante o > (), con el objetivo de asegurar que dy =~ Ay, luego entonces:

dr = —a@. (6.30)
dz

Al sustituir esta ecuacién en la ecuacién (6.28), se tiene que:

dy .
by ~ —alg ) (6.31)

Comentario. El cuadrado en la ecuacién (6.32) siempre dard un valor positivo, el valor
negativo de a asegura que dy < (. Ambos resultados garantizan un viaje hacia el minimo

de la funcién como se desea.

Por otro lado, es facil ver que la repeticién iterada de la ecuacién (6.32) coadyuvard al
acercamiento a xg, esto es, a la solucion buscada. A esta técnica se le conoce en la literatura

como técnica de descenso del gradiente [24] y [27].

Todo lo dicho se puede extender al caso multivariable; ahora la variable y depende de n
variables, esto es:
dy

AIi = —

(6.32)

Vamos ahora a analizar cémo lograr que el gradiente descienda en funcién del error. Sin
pérdida de generalidad, considérese una sola neurona tipo ADALINE (figura 6.19). De nuevo,

para cada patrén x se tiene una clase deseada t.
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Al hacer la lectura especializada, se sabe que el comportamiento de la neurona (red) queda
caracterizado por completo con el vector aumentado de pesos p=[p; po -+ Pap1 ]T, de
esta forma cualquier funcion F que exprese la discrepancia entre la salida deseada y actual

puede ser considerada dependiente del vector de pesos, esto es:

E = E(p1, p2, -+, Pn+1)- (6-33)

De acuerdo con lo visto, como se ilustra en la figura 6.20(c), el vector éptimo puede ser
encontrado al minimizar la funcién F mediante la técnica del descenso del gradiente. Esto

implica una modificacién sobre cada peso, como sigue:

OF

OAp;, = — .34
P « on; (6.34)
en forma vectorial como:
oF
Ap = —a—011. 6.35
P “Gp (6.35)

Falta definir un error e. Si n es nimero de patrones del conjunto de entrenamiento, y si
xk, \k=1,2,---,n, es cada uno de estos patrones y si se da una importancia igual al error

para cada patrén x*, entonces el error total puede ser expresado como sigue:

T

1 — L
elgm. (6.36)

Una definicion usualmente utilizada para medir el error e, entre el valor deseado y el
calculado es la siguiente:
i 1
e = () =5 (t—re). (6.37)
En el caso de una neurona tipo ADALINE ecuacién (6.26): y =7 = Y7, (pizi +0). El

error total e viene dado al sustituir la ecuacién (6.37) en la ecuacion (6.36):

1 T 1 T 1 2
eH;%HZ(?mﬂH). (6.38)

Con todo esto, se puede derivar una segunda regla para el entrenamiento de una RNA,
en este caso una red tipo ADALINE como la mostrada en la figura 6.19. Se trata de la
conocida y 1til regla Delta. Para el ajuste de cada peso p;, se presenta a la red el patrén
xF k = 1,2,---,n, para obtener gip’: Esto permite una estimacién de (%i. Al usar la
ecuacion (6.37) y al expresar ri en términos de los pesos p; v las entradas xy ;, el lector
puede demostrar que:

dey,

Ip;
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Como ya se vio, xj; representa el i-ésimo componente del vector de entrenamiento
E T i . . .
xk = [zpq, Tro, -+, Tray oy Trisr] - Al usar esta estimacién del gradiente, se tiene

al sustituir en (6.34):
Api = —« Z ('J"},, = tk ) T = —C Z 5151‘;,;‘2‘. (640)
k k

A esta regla se le conoce como regla de Widrow-Hoff o regla Delta, por la diferencia entre la
salida deseada ty y la salida calculada 7. De acuerdo con la literatura, para valores pequenos

del pardmetro «, la regla Delta converge en sus soluciones (ver [48]).

Si comparamos las dos reglas estudiadas hasta el momento, se puede apreciar lo siguiente:

Caso 1.  Mientras que la regla Delta se vale de la técnica del descenso del
gradiente, la regla del perceptron se basa en la manipulacion de

superficies de separacion.

Caso 2.  Mientras que la regla Delta usa la activacion de la red, la regla del
perceptrén compara la salida de la red con la salida deseada. Si el
problema es linealmente separable la regla Delta provocara cambios en
los pesos (esto es, los valores £1 nunca se alcanzardn), mientras que la

regla del perceptrén no lo hara.
En forma similar a como se hizo en el caso de la regla del perceptron, la actualizacion del
vector de pesos viene dada como:

nuevo

P = p¥° L gp. (6.41)

El entrenamiento de una neurona tipo ADALINE se lleva a cabo por la aplicacién iterada de

la ecuacion (6.41). Cerca del valor 6ptimo de pesos p*, la magnitud del gradiente | 57 ¢| = 0.
Comentario. A diferencia de la regla del perceptrén, la regla Delta siempre convergera a

una solucién. Cabe aclarar que si el problema es no linealmente separable, algunos patrones

quedardn mal clasificados.
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Pseudocédigo 6.2

Regla de entrenamiento Delta

Poner los valores del vector de pesos p en valores aleatorios, por ejemplo, en el rango
{-1, +1}.
Inicializar a en algtin valor entre 0 < a < 1.

repeat

for (Para cada par de entrenamiento (x*, t;))

Calcular la salida de la neurona: y;. = r, = pfa¥;

Calcular el término Delta: dp = rp — ti;

Calcular el gradiente del vector error respecto al vector de pesos %%,
Calcular el cambio en los pesos Ap (6.40);

Obtener el nuevo vector de pesos como: p™ V0 «— p¥iele | oy (6.41);

end

until |yye|=0;

Para ilustrar la operacion de la regla de entrenamiento Delta aplicado a una neurona ADA-

LINE, considérese los siguientes ejemplos.

ee Ejemplo 6.9

Entrenar una neurona ADALINE con una entrada par que la neurona emita el valor

de salida y = 0.5 para una entrada de z = 0.2.

Solucion

En este caso tan sencillo, el lector puede ver que se tiene un solo dato de entrenamien-

to (x = 0.2, t = 0.5). Suponga, ademas, que se elige como valor inicial para el peso de

interconexion p = 2.0. También suponga a = 0.5.
En la explicacién, procedamos iteracion a iteracion:

Iteracién 1: y=r=pzr=2.0(0.2) =04,
d=r—£t=04-0.5=-0.1
ve = dz = —0.1(0.2) = —0.02
Ap=—a ye=-0.5(-0.02) =0.01,
p<«—2.0+0.01=201
IVe| = 0.02.
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Iteraci6n 2: y=r=pz=2.01(0.2) = 0.402
d=r—t=0.402—-0.5 = —0.098
Ve = dz = —0.098(0.2) = —0.0196
Ap = —aVe = —0.5(—0.0196) = 0.0098
p +— 2.01 4+ 0.0098 = 2.0198
|Ve| = 0.0196.

Iteracién 3: y=r=pzr=2.0198(0.2) = 0.40396
d=r—1t=0.40396 — 0.5 = —0.09604
Ve = dz = —0.09604(0.2) = —0.019208
Ap = —aVe = —0.5(—0.019208) = 0.009604
p +— 2.0198 + 0.009604 = 2.029404
|Ve| = 0.019208.

Si el lector continiia con este proceso iterado, podra demostrar que el valor encontrado por
la regla Delta es el siguiente: p* = 2.5. La neurona ADALINE buscada queda como:

=17 = 5%

Al sustituir el valor de # = 0.2 en la ecuacién anterior, se puede ver lo siguiente: observe

que y =1 = 2.5 x 0.2 = 0.5, valor que coincide con el deseado en ¢t = 0.5.

e e o Ejemplo 6.10

Suponga que se quiere entrenar una neurona ADALINE de dos entradas para que
realice la funcién légica del “O”. Como pesos iniciales se seleccionan los siguientes:
p1 =10, po =—-1.0y 6 = —1.0. Adem4s, considere a = 0.25.

Solucién

Para encontrar los pesos de la recta de separacion entre las dos posibles clases, los pares de

entrenamiento se recorren en el siguiente orden: &1 = (0, 0)7, t; = —1, luego z> = (0, 1)T,
ty = 1, luego &3 = (1, 0)!, t3 = 1, y luego =4 = (1, 1)%, t4 = 1. Para cada uno de estos

pares se aplica el algoritmo en forma iterada hasta obtener la solucién deseada.

Los vectores aumentados son los siguientes: &, = (0, 0, —l)T, xy = (0, 1, =1)%,
23=(1, 0, -1)T,y 24 =(1, 1, =17,
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De acuerdo con lo visto, el error cuadratico medio dado por las ecuaciones (6.36) y (6.37)
deberd disminuir provocando el posicionamiento, poco a poco, de la linea de separacién
entre clases. Para facilitar la comprension de la operacion de la regla Delta, se muestran los

calculos para la primera época de recorrido. Estos se acomodan en tablas como sigue:

]'i}poca 1:py =10, po=—-1.0, 6 =—-1.0y a=0.25, y = pyxy + paxs + 6. Los valores para
la salida v de la neurona, su error 4, asi como los incrementos en los tres pesos Apy, Aps v

Af se muestran en la tabla 6.10:

Tabla 6.10: Resultados para la primera época.

r1 To 3 T t d=r—t Apy = —0.258x Apa = —0.25dx2 Apsy = —0.25d0x3
0 0 -1 1.0 -1 2.0 0.0 0.0 0.5

0 1 -1 -0.5 1 -1.5 0.0 0.375 -0.375

1 0 -1 1.875 1 0.875 -0.21875 0.0 0.21875

1 1 -1 | 0.8125 1 -0.1875 0.046875 0.046875 -0.046875

Ahora, los valores actualizados de los pesos py, pe v 6, con respecto a los pesos viejos, se

muestran en la tabla 6.11:

Tabla 6.11: Valores actualizados de py, p2 v 6.

p1 viejo | pa2 viejo f viejo p1 nuevo P2 nuevo f nuevo
1.0 -1.0 -1.0 1.0 -1.0 -1.040.5=-0.5
1.0 -1.0 -0.5 1.04+0.0=1.0 -1.0+0.375=-0.625 -0.5-0.375="0.875
1.0 -0.625 -0.875 1.0-0.21875=0.78125 0.625+0.0=-0.625 -0.875-+0.21875=-0.65625
0.78125 -0.625 -0.65625 | 0.78125+0.046875=0.828125 | -0.625+0.046875=0578125 | -0.65625-0.046875=0.703125

El valor del error individual debido a cada patron se muestra en la tabla 6.12:

Tabla 6.12: Errores individuales de cada patrdn.

d=r—1 | & =g(m—1t)?

2.0 2.0
-1.5 1.125
0.875 0.3828125

-0.1875 0.017578125
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Finalmente, el error e acumulado al final de la primera época se calcula como sigue:

er =Ly eF=1(2.041.125 + 0.3828125 + 0.017578125) = 0.881347657.

T on

El lector puede demostrar que los valores de este error a lo largo de las 10 primeras iteraciones

son las que se indican en la tabla 6.13:

Tabla 6.13: Valores de las primeras 10 iteraciones del error e;.

Epoca i €;

1 (0.88134766
0.59744397
0.44203641
0.35351476
0.30221814
0.27200475
0.25390052
0.24285272
0.23598038
0.23161877

O |00 |1 || =] W | b

-
e}

De igual manera, el lector puede mostrar que los valores finales de los pesos pi, pa v 0,
después de la ejecucion de la décima época son los resultados que se presentan en la tabla
6.14:

Tabla 6.14: Valores finales de los pesos p1, ps v 6.

yul P2 0
0.616 | 0.691 | 0.171

La figura 6.21a muestra la neurona correspondiente que como se puede ver tiene tres
entradas, tres pesos, incluyendo en bias y una salida correspondiente a la activacion de

la neurona.
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” P=0616 P;=039% P=123 §=
X X l+e”
1 \ 1 % 1T\
Py =0.691 r=rx+8 Py=1.051 r=rx+o Py=072
X, -z X, = = Z — X, ~Z )5 -
P g i
f=0.171 0-0513 6-032
(a) (b) (c)

Figura 6.21: (a) Neurona resultante del problema 6.7. (b) Neurona
resultante del problema 6.8. (¢) Neurona del problema 6.9.

En la figura 6.22a se muestra la gréfica del error e, mientras que en la figura 6.22b se muestra
la linea de separacién entre las dos clases de puntos que realizan la funcién “O7 légica. De
acuerdo con la ecuacion 6.19, la linea de separacion entre ambas clases viene dada como
zy = —0.8909z; + 0.2473.

Error Xy
A A
10 1— @ @
0w @ 08
08 06
07 04
06 ® 02
0.5- ° 0 o] L ]
04 202
[ ] x,=-0.8909 x,+0.2473
0.3 ® 04 |2
0.2 ®e oe0 -0.6
o1 08
> -1 T » X,
0 12345678 910 Epoca ] -08 06 0402 0 02 04 06 08 1.0

(a) (b)

Figura 6.22: (a) Grafica del error e. (b) Linea de separacién dada por
29 = —0.89092, + 0.2473 entre las dos clases.

Para verificar el correcto funcionamiento de la neurona resultante con pesos p; = 0.616,
p2 = 0.691 y 6 = 0.171, clasifiquemos los 4 puntos: x; = (00)*, x5 = (01)T, x3 = (1, 0)?,

vy = (1, I)T. Para estos cuatro puntos:

zo=(1, 0071 y=pix; +paxa + 60 =0.616(1) + 0.691(0) + 0.171(—1) = 0.445
xzz=(0, )T :  y=piz) + paza + 0 = 0.616(0) + 0.691(1) +0.171(—1) = 0.520

zy=(1, )T 1 y=pizy +powa+0=0.616(1) +0.691(1) +0.171(—1) = 1.136.
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El valor negativo para el primer patrén indica que dicho patrén se encuentra por debajo
de la linea de decision x5 = —0.8909z, + 0.2473. por tanto, pertenece a la primera clase.
Por otro lado, los valares positivos para el resto de los tres patrones indican que estos se

encuentran por encima de la linea de decision, es decir que pertenecen a la segunda clase.

Una de las ventajas de la regla Delta es que, aunque el problema de clasificacién a resolver
sea linealmente no separable, siempre darda como resultado una solucién. Algunos patrones,
por supuesto, quedaran mal clasificados al final del proceso de entrenamiento. Para ilustrar

lo dicho, considérese el siguiente ejemplo.

e e o Ejemplo 6.11

Suponga que se quiere entrenar una neurona ADALINE de dos entradas para

encontrar la linea de separacién entre las clases de patrones sin separacién lineal,
mostradas en la figura 6.23a. Suponga que como pesos iniciales se seleccionan los

siguientes: p; = 1.0, po = —1.0 y 8 = 1.0, y que ademas a = 0.1.

Solucion

Para encontrar los pesos de la recta de separacion entre las dos posibles clases, los pares de

entrenamiento se recorren en el siguiente orden: &; = (0, 0)7, t; = —1, luego @2 = (1, 0)7,
ty = —1, luego &3 = (0.5, 0.6)7, t3 = —1, y luego =4 = (0, )T, t; = 1, &5 = (1, 1)T,
ts = 1, g = (0.5, 0.4)T, tg = 1. Para cada uno de estos pares se aplica el algoritmo en

forma iterada hasta obtener la solucion deseada. Los vectores aumentados son los siguientes:

z, = (0,0, -7, z,=(1, 0, =T, 23 = (0.5, 0.6, —1),
zy, = (0,1, =17, z5=(1, 1, =T, =5 = (0.5, 0.4, —1)7.

De acuerdo con lo visto, el error cnadratico medio dado por las ecuaciones 6.36 y 6.37 debera
disminuir, provocando el posicionamiento, poco a poco, de la linea de separacion entre clases.
Para facilitar la comprension de la operacion de la regla Delta, se muestran los cdlculos para

la primera época de recorrido.

Estos se acomodan de nuevo en tablas como sigue:
Epoca 1:p =10, po=—-1.0, 0 =10y a=0.1: y= pixzy + paxs + 0. Los valores para
la salida y de la neurona, su error 4, asi como los incrementos en los tres pesos Apy, Aps v

A se muestran en la tabla 6.15:
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Tabla 6.15: Valores de salida de la neurona y error 4.
T To T3 r t d=r—1 Apr = —0.16z1 | Ap2 = —0.1éz2 | Apz = —0.1z3
HIERE -1.0 It 0.0 0.0 0.0 0.0
0o | 0.0 1 1.0 0.1 0.0 0.1
0506 -1 -125 [-1] -025 0.0125 0.015 -0.025
o | 1 [a] -206 1 -3.06 0.0 0.306 -0.306
1 | 1 |-1] 0535 | 1| -1.535 0.15355 0.15355 -0.15355
05| 04 [ -1 [ 0202605 | 1 | -1.292605 |  0.06463025 0.0517042 -0.1292605
Tabla 6.16: Valores actualizados de los pesos py, p2 y 6.
p1 viejo | pe viejo | € viejo | p; nuevo P2 NUEVO 6 nuevo
1.0 -1.0 1.0 1.0 -1.0 1.0
1.0 -1.0 1.0 0.9 -1.0 1.1
0.9 -1.0 1.1 0.9125 -0.985 1.075
0.9125 | -0.985 1.075 0.9125 -0.679 0.769
0.9125 | -0.679 0.769 1.06605 -0.52545 0.61545
1.06605 | -0.52545 | 0.61545 | 1.13068025 | -0.4737458 | 0.4861895

Los valores actualizados de los pesos p1, p2 ¥ 0. con respecto a los pesos viejos, se presentan

en la tabla 6.16:

El valor del error individual debido a cada patréon se muestra en la tabla 6.17:

Finalmente, el error e acumulado al final de la primera época se calcula como sigue:

€1

715 Yk € =

é(O.D +0.540.03125 4 4.6818 4 1.78888 4 00.83554) = 1.20455733.

El lector puede demostrar que los valores de este error a lo largo de las 10 primeras iteraciones

son los que se presentan en la tabla 6.18.

El lector puede mostrar que los valores finales de los pesos p;, p; v #, después de la ejecucién

de la décima época son los que corresponden a la tabla 6.19.
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Tabla 6.17: Valor del error individual debido a cada patrén.

§=y—1t|e=3(y—t)

0.0 0.0
1.0 0.5
-0.25 0.03125
-3.06 4.6818

-1.5355 1.178880125
-1.292605 0.83541384

Tabla 6.18: Valores del error a lo largo de las 10 primeras iteraciones.

Epoca 1 €e;

1 1.20455733
0.82105018
0.71069428
0.62906931
0.55899079

0.5006037
0.45314097
0.41502852
0.38460621
0.36040221

O 0 ||| U = | WD

—
o

Tabla 6.19: Valores finales de los pesos p1, p1 vy 6.

P P2 0
0.394 | 1.051 | 0.513
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La figura 6.23b muestra la neurona correspondiente con tres entradas, tres pesos, incluyendo
en bias y una salida correspondiente a la activacion de la neurona. En la figura 6.23a se
muestra la grafica del error e, mientras que en la figura 6.23b se muestra la linea de separacion
entre las dos clases de puntos. De acuerdo con la ecuacién 6.19, la linea de separacién entre

ambas clases viene dada como s = —0.3751x; + 0.4876.

Para verificar el correcto funcionamiento de la neurona resultante con pesos p; = 0.394.

p2 = 1.051 y 6#=0.513, clasifiquemos los seis puntos:

= (0,0): y=0.394(0)+ 1.051(0) + 0.513(—1) = —0.513
x; = (1, 0): y=0.394(1)+ 1.051(0) + 0.513(—1) = —0.119
w3 = (0.5, 0.6): y=0.394(0.5) + 1.051(0.6) + 0.513(—1) = 0.425

xy = (0,1): y=0.394(0)+ 1.051(1) + 0.513(—1) = 0.538
@5 = (1, 1): y=0.394(1) + 1.051(1) + 0.513(—1) = 0.932
zg = (0.5, 0.4): y=0.394(0.5) + 1.051(0.4) + 0.513(—1) = 0.104.

El valor negativo para los dos primeros patrones indica que dichos patrones se encuentran
por debajo de la linea de decision z2 = —0.3751z; + 0.4876, por tanto, dichos patrones
pertenecen a la primera clase. Por otro lado, los valores positivos para los patrones 4, 5 v
6, indican que estos se encuentran por encima de la linea de decision, por lo que pertenecen
a la segunda clase. Finalmente, el valor positivo para el tercer patrén muestra que este
se encuentra por encima de la linea de decisién (ver figura 6.23). De esta misma figura se
observa que este patron deberia haber emitido un valor negativo, diciéndonos que ha sido mal
clasificado. La neurona encontrada por la regla Delta encontré una buena linea de decision

que como ya vimos, clasificara algunos patrones de manera errénea.

Error "

% 14| @ *
A 12 1
I — L] L] 10 1 L ] L]
08 09 oK
06 (e} [ L o
04 ® [ [ ] o4 .
(1] 3 02 =S5
L] -
0 (o] [o] 05 LI o o [e]
2 3~
= " oo 937 5 =0.3751 3, +0.4876
04 a3 P
T 032 a8
£ ol 0K
1 X | e X

] ands 8403 0 03 a0 Gk o8 1D O 2348541 x 910 tpoa Al 4s 08 aea3 0 o3 04 0s s LO
() (b) (<)

Figura 6.23: (a) Clases de patrones para el ejemplo 6.11. (b) Grafica de

error. (¢) Linea de separacién entre clases.
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@ El perceptréon sigmoidal

N la subseccion 6.2.5 se menciond que una neurona puede tener a su salida diversas
E funciones de transferencia. Dependiendo de la funcién de transferencia utilizada, serd
el resultado obtenido a la salida de la neurona. Ya se vio que si usa una funcién escalon a
la salida se puede obtener uno de dos valores {0, 1} para el caso de la funcién limite duro o

{-1, 1} en el caso de una funcién limitadora simétrica.

Se ha visto que la regla del perceptrén es util para el caso de perceptrones con funciones
limitadoras duras o duras simétricas. Se sabe también que los perceptrones potencian su
poder cuando son acomodados en capas. Si se quisiera usar una regla como Delta es necesario

cambiar la funcién limitadora dura por una que sea diferenciable.

En esta seccion se estudiard una modificacién de la regla Delta para perceptrones con
funciones diferenciables, en este caso para el caso de funciones semilineales o sigmoideas
como la mostrada en la figura 6.6e. En otras palabras, se quiere entrenar una neurona tipo

perceptron dada por el siguiente par de ecuaciones:

n+1
a = Z Pil; (6.42)
=1
3 (6.43)
S = ).-
1+e 2
El indice i correde 1an+1, yaque € = (z1 , 29, +, Tny1)l y 2= (p1, p2, -+, 6)T.

Ambas funciones poseen buenas propiedades de derivacion, lo cual, por supuesto, coadyuva

en el entrenamiento de la red. De nuevo, se quiere calcular el gradiente de la funcién de error

con respecto a cada peso. Para el peso p; y para el k-ésimo par de entrenamiento (xz*, #;),

este gradiente se puede expresar a través de la regla de la cadena como:
der  Oey Osy,

= — A4
Jp; dsy Opi” .

El primer término 3—2’: representa la Delta entre el valor deseado t; v la salida calculada por

la neurona si. Si se supone que la funcién costo es de nuevo e; = l(t,:.- — s1)?%, entonces:

2
dey.
§ = ﬁ:—(tk—sk):(sk—tk). (6.45)
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Por otro lado en el segundo término % de la misma ecuacién (6.44), el lector puede

demostrar que a través de la regla de la cadena:

ds 0sy. Day,
= = s5p(1 — 51 )x;. A
p: Bay, By, sk(1 — s)x (6.46)
Por tanto:
63—6’“ = —sk(1 — sp)(tx — 8k)Ti- (6.47)
Pi

El cambio en los pesos entre la i-ésima entrada y la salida para para el k-ésimo par de

entrenamiento (z*, ;) viene dado como:

Ap; = -—age'% = ask(l — sk)(tx — Sk)Ti. (6.48)

Para todos los n pares de entrenamiento, este cambio viene dado como:

T

Z Sk(l — Sk)(tk — Sk)Ii. (649)

k=1

1
Ap; = a—
n
Finalmente, con respecto al vector de pesos, el vector gradiente del error e viene dado como:

T

de  Oe de

vep == a._ * a1 """y an

dp1 Opa o

La correspondiente regla Delta para una neurona con funcién de transferencia sigmoidal

viene dada como sigue:

Pseudocédigo 6.3
Regla de entrenamiento Delta para una neurona sigmoidal

Poner los valores del vector de pesos p en valores aleatorios, en el rango {-1, +1}.

Inicializar e en algin valor entre 0 < a < 1.

repeat
for (Para cada par de entrenamiento (z*, t), k=1,2,---,n)
Calcular activacién de la neurona: a = p” z*;

Calcular salida de la neurona: s = f(a) = (1 +e(=)(=1);

dey .

@1

Calcular el gradiente del vector error respecto al vector de pesos

Calcular el cambio en el vector de pesos Ap;

Obtener el nuevo vector de pesos como: pPieve «— pVieio L Ap

end

until |7e|=0;
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Para ilustrar la operacion de este algoritmo de entrenamiento al caso de neuronas tipo sig-

moide, considérese el siguiente ejemplo:

e e s Ejemplo 6.12

Entrenar una neurona sigmoide para realizar la funcién logica “O” de dos entradas.

Como pesos iniciales se seleccionan los siguientes: p1 = 0.5, po = —0.5y 0 = —1.0.

Ademas, sea a = 0.8.

Solucion

Para encontrar los pesos de la recta de separaciéon entre las dos posibles clases, los pares de

entrenamiento se recorren en el siguiente orden: 21 = (0, 0)7, #; = —1, luego x> = (0, 1)7,
ty = 1, luego &3 = (1, 0)¥, t3 = 1, y luego =4 = (1, 1), t4 = 1. Para cada uno de estos
pares se aplica el algoritmo descrito en forma iterada hasta obtener la solucion deseada. Los

vectores aumentados son los siguientes:
2i = (0,0, -1T, 2,=(0, 1, -1)T, 23=(1, 0, -1)T, 24 =(1, 1, -1)T.

De acuerdo con lo visto, el error cuadratico medio e, debera disminuir provocando el
posicionamiento, poco a poco, de la linea de separacion entre clases. Para facilitar la
comprension de la operacion de la regla Delta, se muestran los calculos para la primera

época de recorrido.
Estos se acomodan en tablas como sigue:
Epoca 1: pr = 05, pp = =05, 8 = —10y a = 08: a = pxy + paxs + 0 vy

s = f(a) = (1 + e *)~'. Los valores para la salida y de la neurona, su error d, asi como los

incrementos en los tres pesos Apy, Aps v Af se muestran en la tabla 6.20:

Tabla 6.20: Valores de salida para la neurona, error 4 e incrementos de los

tres pesos Apy, Aps v 6.

Ty | X2 | T3 s t ep = % Apy = =080z | Apy = —0.8dzy | Apy = —0.80x;
0fof-1] o071 0. 0, —0.34]" 0.0 0.0 0.272
0|1 ]-1]0.5566 |1 [0, —0.11, 0.11)F 0.0 0.087 -0.087
100 [-1)07883 | 1 [—0.035, 0, —0.84]7 0.028 0.0 -0.028
1|1 |-1]07229] 1 |[-0.055 —0.055, 0.055]F 0.044 0.044 0.044
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Tabla 6.21: Valores actualizados de los pesos pi, ps v 6.

p1 viejo | p2 viejo | 8 viejo | p1 nuevo | p2 nuevo | f nuevo
0.5 -0.5 -1.0 0.5 -0.5 -0.727
0.5 -0.5 -0.727 0.5 -0.412 -0.815
0.5 -0.412 -0.815 0.528 -0.412 -0.843
0.528 -0.412 -0.843 0.572 -0.368 -0.887

Los valores actualizados de los pesos p;, ps v 8, con respecto a los pesos viejos, se muestran

en la tabla 6.21.

El valor del error individual debido a cada patron se muestra en la tabla 6.22.

Tabla 6.22: Valor del error individual debido a cada patrén.

0 =—(t; — &) | & = Lty — &)
-1.731 1.498
0.443 0.098
0.211 0.022
0.277 0.039

Finalmente, el error e acumulado al final de la primera época se calcula como sigue:

1 & 1
er = =Y ep= &(1.498 + 0.098 + 0.022 + 0.039) = 0.414.

n
k=1

El lector puede demostrar que los valores de este error a lo largo de las 10 primeras iteraciones

son las que se indican en la tabla 6.23.

De igual manera, el lector puede mostrar que los valores finales de los pesos p1, pa v @,
después de la ejecucion de la décima época son las que se presentan en la tabla 6.24.
La figura 6.22 ilustra la neurona correspondiente con tres entradas, tres pesos, incluyendo

en bias y una salida correspondiente a la activacién de la neurona.

En la figura 6.24a se muestra la grifica del error e, mientras que en la figura 6.24b se ve la

linea de separacion entre las dos clases de puntos que realizan la funcién “O” logica.
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Tabla 6.23: Error de las primeras 10 iteraciones.

Epoca 1

€;

1

0.414

0.403

0.392

0.380

0.368

0.355

0.342

0.330

I 0 ||| Ot = | W| b

0.318

—
o

0.307

Tabla 6.24: Valores finales de los pesos p;, p2 v 6.

N

P2

0

1.23

0.72

0.32

De acuerdo con la ecuacién (6.19), la linea de separacién entre ambas clases viene dada como

29 = —1.Tlxy + 0.44. Para verificar el correcto funcionamiento de la neurona resultante con

pesos p; = 1.23, py = 0.72 y 0 = 0.32, clasifiquemos los 4 puntos: z; = (0, 0)T, x5 = (0, 1)7,

r3 = (1, OJT, Yy &4 = (1. 1)T.

Para estos cuatro puntos:

|

zy = (0, 0)" : a=123(0)+0.72(0) + 0.32(~1) = —0.32, s = 1 = gy = 0.42
@y = (0, 1)T: a=12300)+0.72(1) +0.32(~1) = 04, s = 1y = -l = 0.598

z3 = (1, 0)7: a=1231)+0.72(0) + 0.32(~1) = 091, s = s = ko = 0.713
iy, = (1 1)T Ta=1.23(1) +0.72(1) + 0.32(—1) = 1.63, s = 7= = 151 = 0.836.
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El valor de 0.42 abajo del 0.5 (punto de inflexién de la funcién sigmoide, figura 6.6e) y cerca
del 0 para el primer patron, indica la pertenencia de dicho patrén a la primera clase. Note
que en este caso el patrén estd debajo de la linea de decisiéon (figura 6.24b). Por otro lado,
los valores de 0.598, 0.713, y 0.836 arriba del 0.5 y cercanos al valor de 1.0 para el resto en
los tres patrones, indican una probabilidad alta de su pertenencia a la segunda clase. No-

te que en estos tres casos los puntos estdn por encima de la linea de decision (figura 6.24b).

Error -".‘“
0.5 1 ® ]
08
0w ®e os 0.6
L 0.4
L) °
03 L "y 02
0= o L ]
n2 02
x=-1.71 x,+0.44
- 0.4 *
o1 A6
08
- -1 » X
0 1 2 3 4 5 6 7 % 910 Epm'il =] % 06 0402 0 02 04 06 0% LO
(a) (b)

Figura 6.24: (a) Gréfica del error e. (b) Linea de separacién entre clases.

e ¢ o Ejemplo 6.13

Considere un robot tipo péndulo mostrado en la figura 6.25, desarrolle un programa
en MATLAB que implemente dos neuronas con funciéon de transferencia tangente
hiperbdlica (tanh), una neurona para posicionar al péndulo desde cualquier posicion

inicial en una referencia deseada d(n) = I rad; y la segunda neurona que produzca

2
en el péndulo una respuesta transitoria sin sobretiros ni oscilaciones o picos, tal

que alcance el estado estacionario libre de vibraciones mecédnicas, en forma suave

(respuesta sobreamortiguada). Representar el error de posicionamiento e(n).

Solucién

Como una aplicacion directa de redes neuronales en control de servomecanismos, conside-

re el caso de dos neuronas con funcién de transferencia tangente hiperbélica; una neurona
para controlar la posicién y otra para la inyeccién de amortignamiento, tal que la respuesta
transitoria del péndulo (ver figura 6.25) no exhiba sobreimpulso o picos ni rizo o vibraciones
mecanicas y le permita estabilizarse en la posicion deseada d(n) en forma suave y libre de

ruido mecanico.
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Desde el punto de vista de control automatico, la figura 6.13 representa control en lazo
abierto puesto que la respuesta de la neurona y(n) atin no esta conectada a alguna planta
fisica, por ejemplo al péndulo. Por otro lado, la figura 6.26 se conoce como control en lazo
cerrado, debido a que la respuesta del péndulo se retroalimenta a la neurona a través del
error e(n) = d(n) — q(n); donde el movimiento del péndulo estd representado por ¢(n). La
respuesta de ambas neuronas (la de posicién y amortiguamiento) es convertida a energia
mecanica y aplicada al péndulo, de esta forma se puede mover con desplazamiento articular
g vy velocidad rotacional ¢. El objetivo de control consiste en lograr que e(n) — 0 como
n — oo, entonces si e(n) es cero, el péndulo habra alcanzado la posicién deseada d, es decir:
g(n) = d(n) y por lo tanto, su velocidad de movimiento ¢(n) = 0. El péndulo se mantendra

es esta posicién g(n), hasta que cambie el valor de la referencia deseada d(n).

Ademas, un aspecto importante en control de robots manipuladores es que la respuesta
transitoria sea suave, sin sobreimpulsos o picos y que llegue a la referencia sin oscilaciones.
Para lograr esto, se incluye un elemento de amortiguamiento o freno mecdnico realizado a
través de una neurona tangente hiperbdlica que procesa la velocidad de movimiento ¢, como

se indica en la figura 6.26.

La figura 6.25 muestra a un servomecanismo real
configurado como péndulo robot; el cual consiste en un
servomotor de transmision directa de 15 Nm, acoplado
a una barra metdlica de aluminio con longitud [, y
sometido a la accién de la gravedad. El péndulo se
mueve en el plano vertical z — ¥, por lo que cambios de
posicion g generan un gradiente de energia potencial, es
decir, se produce el par gravitacional como uno de los
efectos fisicos que se encuentra presente en la dindmica
no lineal del péndulo. Generalmente, la posicion de casa
del péndulo es seleccionada a conveniencia del usuario,

sin embargo, es comin ubicarla sobre el eje y_, por lo

que la posicién inicial ¢(0) = 0 rad, asi como velocidad
de movimiento inicial ¢ = 0 %. La posicién g(n) del

Figura 6.25: péndulo es controlada a través de una red neuronal simple
Péndulo robot. con funcién de transferencia tangente hiperbélica y otra
neurona (con igual estructura tangente hiperbélica) para

inyectar amortiguamiento a través de la velocidad de movimiento ¢(n), tal que el péndulo
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tenga una respuesta transitoria sin picos ni oscilaciones, evitando vibraciones mecanicas y
alcanzando el estado estacionario de manera suave, sin rizo ni ruido en las senales de posicion

q(n) y velocidad rotacional de movimiento g(n).

La figura 6.26 presenta el diagrama a bloques para controlar la posicién ¢(n) del péndulo con
efecto de amortignamiento ¢(n). Se emplean dos neuronas de la forma tangente hiperbdlica,
una de ellas procesa el error de posicién e(n) y la segunda procesa la velocidad de movimiento

g(n) para inyectar energia de amortiguamiento.

Observe también de la figura 6.26 que se requiere de compensacién del par gravitacional,
esto es debido a que el péndulo se mueve en el plano vertical z — y; la accién del campo
gravitacional es sobre el eje y—, entonces su energia potencial provoca un gradiente de la
energia potencial, es decir, el fendmeno fisico del par gravitacional se requiere compensar
con la misma magnitud pero en sentido contrario. El par gravitacional del péndulo se
encuentra dado por mgl, sen(q) (ver tabla 6.25 para descripcién y nomenclatura de variables

y parametros del péndulo).

El algoritmo de control estd formado por dos neuronas simples con estructura tangente

hiperbélica de la siguiente forma:
T = y1—y2+mgl. sen(q) = k, tanh(e) — k, tanh(q) + mgl. sen(q). (6.51)

La neurona de posicién estd compuesta por y; = k, tanh(e), donde y; es la respuesta de la

neurona de posicién, e = d—q representa el error de posicion, el peso ponderado de la neurona

Y1 es k,, también conocido en el 4mbito de control como ganancia proporcional. Por otro

lado, la neurona encargada de inyectar amortiguamiento es: y» = k,, tanh(q), donde k., es el
’ g Y 2 Yo v q v

peso para esta neurona, conocido como ganancia derivativa y al término de amortiguamiento

—ya = —kytanh(qg) se le conoce en robédtica y control como accién de control derivativa.

Entonces, el torque o energia mecanica aplicada al péndulo resulta: 7 = y; —ya+mgl. sen(q).

Evidentemente, en un sistema real, el péndulo tiene un sistema electrénico que convierte
la senal de entrada en Volts a energia aplicada al servomotor. La senal del algoritmo de
control 7 implementado en lenguaje C, por ejemplo en un sistema empotrado, 7 es una
senal de entrada al amplificador electrénico del péndulo: dicha sefial de entrada se encuentra
en Volts (se requiere la conversién de digital hacia analdgico, usando un DAC al menos con
una resolucion de 12 bits), entonces el amplificador electronico transforma ese voltaje en

energia mecdanica o torque [Nm).
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Debido a que el control del péndulo es un proceso dindmico no lineal, se requiere de un

modelo que describa el comportamiento dinamico del péndulo; el cual esta dado como:
T = ip§+ bg+ mgl. sen(q). (6.52)

El listado completo de pardmetros y variables de estado del algoritmo de control del péndulo
(6.52) se encuentra descrito en la tabla 6.25. El modelo dindmico del péndulo (6.52) describe
los efectos fisicos presentes en el sistema mecanico, tales como efecto inercial: i,§; friccién

viscosa bq; y, el par gravitacional mgl. sen(g).

Compensacion MG LeSIN(G)  amwemememeeemmemmeee e oo

de gravedad
w5 RNA |3 3 = an.
=‘Z i N . =X ) -
- eurona de posicion A .
Y am) 4 i
¥n RNA
Neurona de
amortiguamiento

Figura 6.26: Diagrama de bloques para controlar la posicion de un péndulo

a través de neuronas RNA tangente hiperbdlica.

A continuacién se describe el procedimiento de simulacién del algoritmo de control (tangente
hiperbélica y accién de control derivativo hiperbdlico), asi como todos los detalles de

programacion.

El formato matemadtico requerido para simular cualquier sistema dindmico (lineal y no lineal)
es por medio de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden (ODE) expresada en las
variables de estado que definen el problema de control de posicién [ g Q]T; la cual se obtiene
por combinar el algoritmo de control compuesto por redes neuronales tangente hiperbdlicas
(6.51) y el modelo dindmico del péndulo (6.52), resultando el siguiente sistema dindmico

(conocido también como ecuacién en lazo cerrado):

d |q q
= - . 6.53
di [q] [ﬁ[f—bé—mglc sen(q) ] 9%
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La ecuacion en lazo cerrado (6.53) es una ODE y se encuentra ya lista para ser implementada
a través de cierto algoritmo de integracion numérica, por ejemplo Runge-Kutta 4 /5 adaptable
(para lectores que no estan familiarizados con diseno de algoritmos de control y su simulacién
en MATLAB, consultar [43] y [44]).

Para simular el control de posicion del péndulo se requieren de tres archivos en MATLAB

denominados cap6_simupendulo.m, cap6_pendulo.m y cap6_tanhpendulo.m, los cuales se

encuentran descritos en los cuadros de cddigo 6.1, 6.2 y 6.3, respectivamente.

Tabla 6.25: Lista de parametros y variables de estado del péndulo.

Descripcion Simbolo Valor/Unidades
Posicion aticular q rad
Velocidad aticular q _r%i
Torque o par T Nm
Masa m 5 kg
Centro de masa ba 0.01 m
Constante de la aceleracién o

o g 9.81 &
gravitacional
Coeficiente de friccion vis-

b 0.17 Nm-s
cosa
) ) . 0.165 Nm-s

Momento de inercia Ip
Longitud by 0.45 m

El programa principal es capb_simupendulo.m (cuadro de codigo 6.1). La linea de
programacion 5 define los parametros de simulacion: el vector tiempo de (0 a 10 segundos,
con un paso de integracién h = 2.5 mseg. La linea 5 configura las cotas superiores (10~%)
de los errores de integracién numéricos por Runge-Kutta; la linea 8 es para el proceso de
simulacion de control para el péndulo. Las lineas 10 y 11 presentan las graficas posicion

q = xz(:,1) y la velocidad de movimiento del péndulo ¢ = x(:, 2).
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El error de posicién e = d — ¢ se encuentra representado en la linea 13 (ver figura 6.27).

Observe la convergencia asintotica del error de posicion, lo que indica que la posicién del
fw]

péndulo g alcanza la posicién deseada d = Frad 0 90°. También note el comportamiento sin

sobreimpulsos, ni rizo o vibracién mecanica de la respuesta transitoria del péndulo, alcanzado

el estado estacionario en forma suave, tal y como se ilustra en las figuras 6.27a y 6.27b; esto

se debe al desempeno de las redes neuronales compuestas por funciones hiperbolicas.

L e N s W N

e e
W N = O

14
15
16

17

18

ﬂ Cédigo MATLAB 6.1 cap6_simupendulo.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robdética y Automatizacion.
Capitulo 6. El perceptrén y su entrenamiento.
Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.

Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap6_simupendulo.m MaTrLAB version 2020b
cle; % limpia pantalla.

clearvars; %remueve todas las variables del espacio actual de trabajo.

close all; % cierra gréficas, archivos y recursos abiertos.

format short % formato corto a 4 digitos después del punto decimal.

ti=0; tfinal=10; h=0.0025; ts=ti:h:tfinal; %vector de tiempo.

opciones=odeset( RelTol ,1e-06, 'AbsTol ,1e-06, 'TnitialStep' ,h,'MaxStep' ,h);

% simulacién numérica del sistema ODE (6.53).

[t, x|=0de45( 'pendulo’ ,[ti; tfinall,[0; 0],opciones);

figure

subplot(2,1,1); plot(t,180*x(:,1) /pi) % posicién ¢ en grados.

subplot(2,1,2); plot(t,180*x(:,2)/pi) % velocidad ¢ en grados/segundos.

figure

plot(t, 180*(pi/2-x(:,1))/pi) % error de posicién e en grados (ver figura 6.27).
figure

% cinemadtica directa del péndulo ubicada en el IV cuadrante del plano z — y.

Ip=0.45; xp=Ip*sin(x(:,1)); % coordenada x,: z;, = [, sen(q).
yp=-Ip*cos(x(:,1)) % coordenada y,: y, = —I,, cos(gq).
plot(xp, yp) % movimiento del péndulo en su espacio de trabajo, figura 6.27b.
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El programa principal cap6_simupendulo.m utiliza la funcién pendulo.m, cuyo cédigo fuen-
te se encuentra descrito en el cuadro de codigo MATLAB 6.2; esta funcién implementa el
modelo dindmico del péndulo, ecuacién (6.52). Los valores numéricos de los pardmetros del
péndulo son los descritos en la tabla 6.25. Observe que en la linea de programacién 11 se
registra la energia mecdnica (torque) del algoritmo de control RNA tangente hiperbélico
(6.51), el cual se encuentra implementado en la funcién cap6_tanhpendulo.m del cuadro de
c6digo MATLAB 6.3 y es parte fundamental de la implementacién de la ODE (6.53), como

se ilustra en la linea de programacion 14.

‘\ Coédigo MATLAB 6.2 cap6_pendulo.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robética y Automatizacion.
Capitulo 6. El perceptrén y su entrenamiento
Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.

Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap6_pendulo.m MATLAB version 2020b
1 function xp=pendulo(t,x)
2 % vector de estados (entradas)
3 q=x(1); % posicién articular g
4 qp=x(2); % velocidad articular ¢
5 % parametros del péndulo.
6 m=>5; % masa.
7 le=0.01; % centro de gravedad.
8 g=9.81; % constante de aceleraciéon gravitacional g.
9 b=0.17; % coeficiente de friccién viscosa b.
10 ip=0.16; % momento de inercia del rotor .
11 tau=tanhpendulo(q,qp); % algoritmo de control RNA hiperbdlico.
12 qpp=(tau-b*qp-m*g*lc*sin(q))/ip; % aceleracién del péndulo.
13 % ODE ecuacién (6.53).
14 xp=|qp; % xp(1)=x(2) velocidad articular.
15 qpp]; %xp(2)=qpp aceleracién articular.
16 end
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En el cuadro de cédigo MATLAB 6.3 se describe la funcién cap6_tanhpendulo.m, que imple-
menta el algoritmo de control hiperbdlico, ecuacién (6.51). En la linea de programacién 18
se encuentran programadas ambas neuronas, para el error de posicion e y para la inyeccién

de amortiguamiento, usando la velocidad de movimiento rotacional ¢ del péndulo.

‘\ Cédigo MATLAB 6.3 cap6_tanhpendulo.m

Inteligencia Artificial Aplicada a Robdética y Automatizacion.
Capitulo 6. El perceptrén y su entrenamiento

Juan Humberto Sossa Azuela y Fernando Reyes Cortés.
Alfaomega Grupo Editor: “Te acerca al conocimiento”

Programa: cap6_tanhpendulo.m MaATLAB versién 2020b

oy

function tau = tanhpendulo(x,xp)
% variables de estados (entradas).

q=x; % posicién articular.

(= - I -~

qp=xp; % velocidad articular.

% pardametros del péndulo (ver tabla 6.25).

(5]

m=>5; % masa m.
1c=0.01; % centro de gravedad ..

g=9.81; % constante de aceleracién gravitacional g.

o 0w =N o

% pesos de la red neuronal kp y k.
10 kp=4; % ganancia proporcional.

11 kv=4; % ganancia derivativa.

12 d=pi/2; % referencia (posicién deseada d = 7 rad).

13 % torque o par gravitacional.

14 par_grav = m*g*lc*sin(q); % gradiente de la energia potencial.

15 % error de posicién e = d — q.

16 e=d-q;

17 % algoritmo de control RNA tangente hiperbdélico, ecuacion (6.51).

18 tau=kp*tanh(e)-kv*tanh(qp)+par_grav;

19 end
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La figura 6.27a muestra la convergencia hacia 0 del error de posicién e = 0, es decir, alcanza
la posicion deseada d. Observe que la respuesta transitoria estd libre de sobreimpulsos, sin
oscilaciones ni vibraciones y entra al estado estacionario de manera suave, sin rizo o ruido

mecanico. La figura 6.27b corresponde a la trayectoria en el plano z — y.

Figura 6.27: Error de posicién e(n) = d(n) — g(n) (n = 4000) del esquema

RNA tangente hiperbdlica y trayectoria en el plano x — .

Procedimiento para ejecutar el programa: cap6_pendulo.m

capb_tanhpendulo.m se encuentran disponibles en el sitio Web de esta obra.

, Los archivos de los programas: capb_simupendulo.m, cap6_pendulo.m y
' Descargar en disco duro todos los archivos a la misma carpeta definida por el
/

usuario. Dentro del Editor de MATLAB, seleccionar el programa principal

cap6 simupendulo.m y presionar el comando Run.

N este capitulo se sentaron las bases del paradigma de cémputo neuronal, muy ftil
Een la clasificacion de patrones, la prediccién el control de procesos. La neuronal
artificial tiende a simular, de manera muy vaga, la operacién de la neurona bioldgica.
Primeramente, se hablé de aspectos basicos relacionados con la neurona biolégica y el cerebro
de eriaturas vivas. Después se estudio la unidad de umbralado logico (UUL), sus componentes
y operacion. Se presentaron algunos ejemplos correspondiente a la regla de entrenamiento
con ejemplos numéricos donde esta maquina puede ser usada. Enseguida se estudié el

perceptron como maquina ampliada de la UUL, sus componentes y la correspondiente regla
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de entrenamiento, algunos ejemplos explicativos v limitaciones. La neurona ADALINE y
la regla Delta fueron presentadas. Finalmente, se dieron los detalles de como al dotar a
un perceptron de una funcion de transferencia sigmoidal, este nuevo modelo de neurona es
capaz de resolver problemas lineales y no lineales al mapear un vector de entrada a un valor
en un rango entre 0 y 1; el cual es visto como la probabilidad de pertenencia de un patrén

de entrada a una clase.

. @ Problemas propuestos

I } N esta seccion el lector encontrara un conjunto de problemas propuestos, cuyo desa-

rrollo y solucion le permitiran reafirmar los conceptos vistos en este capitulo.

6.9.1  Aplique las ecuaciones (6.3) y (6.4) a los siguientes pares de vectores:
a) p=[2 -3 4"yz=[2 3 -5]".
b) p=[-5 7 2] yz=[-3 —2 1] .
b) p=[03 —04 01 —025]"yxe=[2 —4 2 -1]%.
6.9.2  Sobre los mismos pares de vectores del problema 6.9.1, aplique ahora las ecuaciones
(6.42) y (6.43).
6.9.3  Aplique la regla del perceptrén para ajustar los pesos de un perceptrén con los
siguientes conjuntos de entrenamiento:
a) T = (2,3)T, t1 = 0 o = (5,2)T, to = 0; Ty = (3 S)T, t1 = U; ry = (3,6)T,
t4 = {3 5 = (6 T)T, t5 = i Ty = (4,8)T, tﬁ =1
b) # = (2,8;1)%, 4 = 0; & = (5,2,2)%, t5 = 0; 3 = (3,8,3)%, tn = 0;
z4=103,6,4)T, ta=1; s = (6,7,5)7, ts = 1; @6 = (4,8,5)T, tg = 1.
6.9.4  Aplique la regla del Delta para ajustar los pesos de una neurona tipo ADALINE
con los mismos conjuntos de entrenamiento del problema 6.9.3.
6.9.5  Utilice las neuronas ADALINE entrenadas en el ejemplo 6.5 y clasifique los vectores
del problema 6.9.4.
6.9.6  Utilice las neuronas ADALINE entrenadas en el problema 6.5 y clasifique los
vectores del problema 6.9.4.
6.9.7 Aplique la regla Delta modificada para ajustar los pesos de una neurona tipo
sigmoidal con los mismos conjuntos de entrenamiento del problema 6.9.4.
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El perceptron multicapa
y su entrenamiento

Capitulo

7.1 Introduccién

7.2 El perceptrén multicapa

7.3 Redes neuronales convolucionales

7.4 Resumen

7.5 Problemas propuestos



Descripcion del capitulo

En este capitulo se continta con el estudio del perceptréon como
maquina de procesamiento de informacién, pero ahora acomodado
en capas. Se presentan los detalles sobre la derivacion de la regla
Delta generalizada, 1util para el entrenamiento de arreglos de
perceptrones en capas empleado en la solucion de problemas no

lineales.

Enseguida se explica la funcion de la capa intermedia de trans-
formar un problema no lineal de clasificacién en uno lineal para
que el dltimo o tultimos perceptrones, que son maquinas lineales,
puedan resolver el problema. Después, se detalla como al agregar
el término de momento en la ecuacion de ajuste de pesos de la red

neuronal, se consigue acelerar dicho proceso de ajuste.

Finalmente, se ofrecen las bases de operacion de una red neuronal
convolucional. Esto se hace a través de un ejemplo, lo cual permite
que el lector aprecie de manera sencilla las capacidades de esta

poderosa maquina de procesamiento.

Los siguientes temas son abordados:

Perceptrén multicapa.

Red neuronal convolucional.

o~
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@ Introduccion

I : N este capitulo, en primer lugar, se presentan los detalles sobre el perceptrén multicapa.

Se estudia como al acomodarlo en capas puede utilizarse para resolver problemas de

clasificacion convexos y no convexos.

En segundo lugar, se ofrecen todos los detalles sobre la derivaciéon de la regla Delta
generalizada, 1til para el entrenamiento de arreglos de perceptrones en capas para la solucion

de problemas no lineales.

En tercer lugar, y para el caso particular de una red neuronal artificial de tres capas, se
explica mediante un ejemplo la funcion de la capa intermedia para transformar un problema
no lineal de clasificacion en uno lineal; esto con el fin de que el iltimo o Gltimos perceptrones,

que son maquinas lineales puedan resolver el problema.

En cuarto lugar, se explica como al agregar el término de momento en la ecuacion de ajuste

de pesos de la red neuronal, se consigue acelerar dicho proceso de ajuste.
En quinto lugar, se ofrecen las bases de operacion de una red neuronal convolucional. Esto
se hace a través de un ejemplo, lo cual permite que el lector aprecie de manera sencilla las

capacidades de esta poderosa maquina de procesamiento.

Al final, como siempre, se da un resumen y un conjunto de ejercicios para que el lector ponga

en practica sus capacidades y habilidades como programador.

@ El perceptréon multicapa

N esta seccién se estudiard el perceptrén multicapa como méquina general para la
solucion de problemas no lineales, en particular, de clasificacién. También revisaremos
la regla Delta generalizada o regla Delta con propagacion de errores hacia atras, 1til para el

entrenamiento de perceptrones acomodados en varias capas.
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El perceptrén multicapa y la regla Delta

Cuando varios perceptrones son acomodados en varias capas sucesivas se obtiene lo que se
conoce como una red neuronal multinivel o red neuronal multicapa de perceptrones. Es asi
cuando realmente el perceptron, siendo una méquina de procesamiento lineal, potencia su

poder permitiendo resolver problemas no lineales, de alta complejidad.

En las figuras 7.1a y 7.1d se muestran dos configuraciones, una con una capa intermedia y
otra con dos capas intermedias. Con dos capas se pueden resolver problemas de separacion
bi-clase, como los mostrados en las figuras 7.1b y 7.1c. Con tres capas, por otro lado, se
pueden resolver problemas como los mostrados en las figuras 7.1e y 7.1f. Estos tltimos
problemas no pueden ser resueltos con un arreglo en dos capas debido a que con ellas se

pueden generar superficies de separacién no convexas.

Aunque en principio, como funcién de activacién de cada neurona se puede usar cualquier
funcién de transferencia, se suele utilizar una que sea diferenciable, para poder aplicar reglas
que hagan uso de derivadas, como es el caso de la regla Delta generalizada, que a continuacion

se describe.
La regla Delta generalizada

La regla Delta generalizada (RDG) o regla de propagacién hacia atras (RPHA) tiene sus
antecedentes en la regla Delta descrita anteriormente. Al ignal que la primera, la RDG o
RPHA utiliza el principio del descenso del gradiente para el ajuste de los pesos sindpticos de
una red neuronal. La regla RDG es uno de los procedimientos mas utilizados en la actualidad.

En lo general, incorpora dos fases de operacion:

1) Fase de calculos hacia adelante. Durante esta fase los valores de un vector
de entrada x = (21, T3, -+, Tn, Tny1)? son propagados de la capa de entrada
hacia la capa de salida de la red, pasando por todas las capas intermedias de la

red v dando como resultado un conjunto de salidas.

2) Fase de céalculos hacia atras. Durante esta fase los errores a la salida son
propagados hacia atras, desde la capa de salida hacia la capa de entrada, siendo
usados para realizar los ajustes correspondientes sobre los pesos de interconexion
entre las neuronas de las diferentes capas de la red.
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Dos capas

| N\
s>y lf /7 © @
(a) (b)

Tres capas

|
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f : : i/ Xe) @

Yol
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Figura 7.1: (a) Red neuronal con dos capas. (b) y (¢) Problemas de
clasificaciéon que pueden ser resueltos con esta arquitectura.
(d) Red neuronal con tres capas. (e) y (f) Problemas de
clasificacion que pueden ser resueltos con esta arquitectura

(adaptada de Lippman [36]).

En esta seccién se veran los pormenores para la derivacion de la RDG, con un conjunto
de ejemplos que ayudaran al lector a entender los principios de operacién de este poderoso
método. Sin pérdida de generalidad, se supondra una red de tres capas, una de entrada (0),
una intermedia (1) y una de salida (2) como se muestra en la figura 7.2. Se usara la siguiente

notacién:

1) La capa de entrada contiene n + 1 neuronas (representadas en la figura 7.2 por
puntos negros). Estas neuronas reciben los n + 1 valores del vector de entrada
@ (incluye el bias) y los envian a las neuronas de la capa intermedia. El i-ésimo

elemento de la i-ésima neurona se representa por la variable z; (figura 7.2).
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La activacién de la j-ésima neurona de la capa intermedia (capa 1) se denotara

1

;- mientras que la correspondiente activacién de la k-ésima neurona de

como a

la capa de salida (capa 2) se denotard como aj.

El estado de salida de la j-ésima neurona de la capa intermedia (capa 1) se
1 f L mientras 1 di >stado de la k-ésim: g
denotard como s;, mientras que el correspondiente estado de la k-ésima neurona

de la capa de salida (capa 2) se denotard como s2.

El nimero de neuronas en cada una de las tres capas viene dado por las variables

I, J y K, respectivamente (figura 7.2).

Capa de Capa Capa de
entrada 0 intermedia 1 salida 2
! I 2 2
X a 5 a, S, >
X P qil ‘g 1 Py af S*"
X a | s a | 58 —

Figura 7.2: Red neuronal con [ entradas, J neuronas en la capa escondida

y K neuronas en la capa de salida.

Fase de propagacion de los valores hacia adelante, de la entrada hacia la

salida. Durante esta fase, el d-ésimo vector de entrenamiento de los n componentes:

g = (Bg1s Tdo- Tins Tdasl = —1)T. junto con su etiqueta de pertenencia ty es

propagado desde la capa de entrada hasta la capa de salida para obtener los resultados

correspondientes.
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Para el d-ésimo patrén de entrenamiento, de acuerdo con lo visto anteriormente, se tiene lo

siguiente:

1)

La entrada a la j-ésima neurona de la capa intermedia (como se muestra en la

figura 7.2) viene dada como:

I+1
@y = Y Dy (7.1)
i=1

donde, como ya vimos, ;¢ es el i-ésimo elemento del vector de entrada x4 v
pij es el peso de interconexion en la i-ésima neurona de la capa de entrada y la
j-ésima neurona de la capa intermedia (ver figura 7.2). El indice 7 corre de 1 a

I + 1 ya que incluye el bias del vector de entrada.

Si se supone que la funcion de activacion de la j-ésima neurona de la capa
intermedia es sigmoidal (ver capitulo 6, figura 6.6e), entonces su salida viene

dada como:

s}d = f(a}d) = (1 + e*“;]id)—l. (7.2)

De manera andloga, para la k-ésima neurona de la capa de salida (figura 7.2),
su entrada y su correspondiente salida (suponiendo que su funcién de activacion

es también sigmoidal) vienen dadas, respectivamente, como:

J+1
G = Y PikSja (7.3)
j=1
5y =1
fa = flady) = (1+e7h) . (7.4)

Con pj el peso de interconexién en la j-ésima neurona de la capa escondida y
la k-ésima neurona de la capa de salida (figura 7.2), s} 4 la salida de la j-ésima
neurona intermedia, a3, la activacion de la k-ésima neurona de la capa de salida

y 53, su correspondiente salida.

El indice j corre de 1 a J + 1 ya que incluye el bias del vector de entrada
correspondiente que, en este caso, se compone de las salidas de las neuronas de

la capa intermedia.
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4)

En resumen, la salida de la k-ésima neurona de la capa de salida viene dada por

la siguiente expresion:

J+1 I+1
sta = fx ijkfj sz‘jmid : (7.5)
Jj=1 i=1

El error para el d-ésimo patrén, respecto a su etiqueta de pertenencia t,, viene

dado como:

i 5
€4 = 5(?‘& — Sid)z. (76)

Para los nn pares patrones de entrenamiento, el error total (época a época) viene
dado como:

T

1 I 1 2
e = H;ed—EZ—(td—sid). (7.7)

d=l

[S%]

Fase de propagacion hacia atras de los errores. Durante esta fase, los errores obtenidos

en cada una de las neuronas de salida son usados para modificar, primeramente, los pesos de

interconexion entre dichas neuronas y las neuronas de la capa intermedia. Posteriormente,

los errores en las neuronas intermedias son usados para modificar los pesos de interconexion

entre las neuronas intermedias y las de entrada.

Para el d-ésimo patrén de entrenamiento:

1)

Un cambio en el peso pj;. entre la j-ésima neurona escondida y la k-ésima neurona

de salida, viene dado como:

deg
pjk

Apjk = — (78)
donde, como ya vimos, a es la variable de entrenamiento para la red. Este
gradiente sobre el error ey respecto al peso de interconexién p;j, se puede
expresar con base en la entrada aj, a la k-ésima neurona de salida a través
de la regla de la cadena viene dado como:
2
(‘)ﬁd 86,1 é)akd

_ Ve Oy 79
Mk dagy Opji (79)
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El primer término de la ecuacién anterior, como suele hacerse en la literatura,

puede ser definido como el término delta & respecto a la muestra d, esto es

deq
Baf, = o

o dal
Por otro lado, tomando en cuenta la ecuacién (7.3): 5% = s;;. Con base en
Pik ’

este sencillo analisis, la ecuacion (7.8) se puede expresar como:
Apjkd = = —(I(Skds‘f}d. (710)

Enseguida, se usard esta ecuacién para actualizar los pesos para las neuronas

de la capa de salida.

Después se vera como esta misma formulacion se puede adaptar para el calculo
de los pesos de interconexion entre las neuronas de la capa de entrada y la capa

intermedia.

2) El término Delta 6 para la k-ésima neurona de la capa de salida a partir del error
eq4 con respecto a la entrada afm a dicha neurona, se puede expresar mediante la

regla de la cadena como:

deq Os:
Okd 3 2d P kd, (7.11)
5kd Y0k
) deqa __ 2 y ) ds2 ) 2.
De la ecuacién (7.6) 55—%“; = —(tq — s3,4), mientras que éﬁﬁ = 82,(1 — spd*); en
consecuencia:
ba = —(ta— sta)sha(l — 5. (7.12)

De la ecuacién (7.10), el cambio en los pesos entre la j-ésima neurona de la capa
intermedia y la k-ésima neurona de la capa de salida con respecto al patrén d

vienen pues dados como:
Apjp = —aéka’sgl'd = a(ta— S%d)sid(l - Sid)sgl‘d' (7.13)

El nuevo valor del peso pjx entre j-ésima neurona de la capa intermedia y la
k-ésima neurona de la capa de salida viene dado por el valor anterior de dicho

peso y el cambio de la ecuacién (7.13) como sigue:

phmeve = puelo 4 Ap. (7.14)
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El término Delta para el cdlculo del peso de interconexion entre la i-ésima

neurona de entrada y la j-ésima neurona intermedia puede obtenerse como sigue.

El gradiente del error con respecto al peso p;; se puede obtener como:

degq Oeq 8“;}4
— . T.15
Ipij daj, Opij (7.15)

No es dificil darse cuenta de que el primer término de esta ecuaciéon es la Delta

para la j-ésima neurona intermedia:

By = =t (7.16)
7 Ba;d

Por otro lado, el segundo término de la ecuacién (7.15), al tomar en cuenta la

ecuacién (7.2), viene dado como:

dal
ij
Por lo tanto:
19,
f = 5jd$id- (718)
ij
Como suele hacerse en la literatura:
dey Ost
Sja = —m i (7.19)

T g,l "
ds;, Oajy

El primer término de esta ecuacion puede expresarse usando la regla de la

2
dey Oapy

3 3ol -
day , ded

cadena como

Debido a que todas las K neuronas de la capa de salida influencian con su error

propagado hacia atrds a la j-ésima neurona intermedia, entonces:

K )
8€d _ Z aﬁd Oakd (7 20)
dsl; daz, Osty’ '
Sid i1 9%kd OS54
: : da’ e
De igual forma, debido a que 53—:'!‘1— = 0rq ¥ %ﬁ—“ = p;r como se indica en la
kd jd

ecuacién (7.3).
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La correspondiente RDG para una red neuronal con I entradas, J neuronas intermedias y

K neuronas de salida con funciones de transferencia sigmoidal viene dada como se indica en

En consecuencia:

de. K
251, = Z OkdPjk- (7.21)
] -

Al sustituir esta tltima ecuacién en la ecuacién (7.19):

ZK: p (7.22)
kdDjk - i
k=1 8a§d

— ol 1 . Lo . )
s;a(1 — s;j4) v al reacomodar términos, se tiene que:

0ja = 8ja(l =84 Z OkdPjk- (7.23)
Con todo esto:
8ed =
= 1 = S Z dpjk Lid- (724)
Opy; k=1

El cambio en los pesos entre las neuronas de la capa de entrada y la capa

intermedia con respecto al patrén d vienen dados como:

Api; = —adjaTid. (7.25)

Finalmente, el nuevo valor del peso p;; entre i-ésima neurona de entrada y la
j-ésima neurona intermedia viene dado por el valor anterior de dicho peso y el

cambio (7.25), viene dado como:

p?jnevo _ p:;IEJO+Apij. (7.26)

el psendocddigo 7.1:
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Pseudocdédigo 7.1

Regla de entrenamiento RDG para una RNA con neuronas sigmoidales

Poner los valores del vector de pesos p en valores aleatorios, por ejemplo, en el rango {—1, 1}.

Inicializar o en algtin valor entre 0 < o < 1.

repeat

Poner la variable error en 0: e = 0;

for (Para cada par de entrenamiento (:z:d, te), d=1,n)

Fase de propagacién hacia adelante:

for (Para cada una de las J neuronas de la capa intermedia)
Calcular sus activaciones mediante la ecuacién (7.1).

Calcular sus salidas mediante la ecuacién (7.2).
end

for (Para cada una de las K neuronas de la capa de salida)
Calcular sus activaciones mediante la ecuacién (7.3)

Calenlar sus salidas mediante la ecuacién (7.4)
end

Fase de propagacién hacia atrds:

for (Para cada una de las K neuronas de la capa de salida:)
Calcular sus correspondientes deltas dzq (7.12)

Calcular los cambios en los pesos Apjy = —aékds}d (7.13)

: viejo
Ajustar los pesos como p%pevo =Py 9 Apij (7.14)
end

for (Para cada una de las J neuronas de la capa intermedia)
Calcular sus correspondientes deltas §;4 (7.23)

Calcular los cambios en los pesos Ap;; = —oéjdzild (7.25)

v-le‘]o —|-Apu (728)

Ajustar los pesos pj'*V° = p,;

end

Obtener el error correspondiente ey = %(td —s2.)2 (7.6)

end

Obtener el error acumulado e: e = % S iea (7.7)

until |yel=0;

Con el fin de facilitar la explicacién de la operacién del algoritmo anteriormente descrito,

considérese el problema O-exclusivo.
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e e o Ejemplo 7.1

Sea una red neuronal con una capa escondida con dos neuronas Ni y N} y la capa

de salida con una neurona N7 como se muestra en la figura 7.3a. al, a} y a? son
las correspondientes activaciones de las tres neuronas, ecuacién (7.2) y si, st y sus
correspondientes salidas, ver la ecuacion (7.2). Como pesos iniciales suponga los
siguientes para s7: p11 = 1, pa1 = —1, p31 = 1, p1a = —1, poo = 1, p3 = —1,
pa =1, pog = —1, p3z = 1. Ademads, suponga que a = (.5.

Solucion

N,
p.'fzi ] =,
X, X, al=-] | $7026%
p,=l
S7=03687
R
=0
By~
X, X

Figura 7.3: (a) Red neuronal con 2 neuronas en la capa escondida y

una neurona en la capa de salida para el ejemplo 7.1. (b)

Red neuronal con valores iniciales de sus pesos, asi como las

correspondientes activaciones y salidas de las tres neuronas.

De acuerdo con la visto anteriormente, el conjunto de pares de entrenamiento para el
problema O-exclusivo como a continuacién se indica: x; = (0, 0)%, #; = 0 22 = (0, 1)7,
ta=1, 3= (1, 07, ts=1yzy=(1, 1), t4,=0.

Para este conjunto de vectores de entrenamiento, suponga que el conjunto de vectores
aumentados es el siguiente: &, = (0, 0, —1)T, @y = (0, 1, =), =3 = (1, 0,1)T y
a=i(1, 1;1)F,
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Para fines de comprension de la operacién de los diferentes pasos del algoritmo RDG,
considérese tinicamente el primer recorrido (primera época) del conjunto extendido anterior.
De acuerdo con el algoritmo, tenemos que: e = 0. Para el primer par de entrenamiento:

x; = (0, 0)T, t; =0:

Fase de propagacién hacia adelante:
Neurona Ni: Las entradas para esta neurona se muestran en las columnas 1, 2 y 3 de la
tabla 7.1:

Tabla 7.1: Fase de propagacion hacia adelante: Neurona N|.

112 (3| 4|5 6 |7 8

Ty | T2 | X3 | P11 | P21 | P31 a,} 5%
g  0|-1| 1<l 1 | -1 0.2689

Los correspondientes pesos. de acuerdo con lo especificado y la figura 7.3a, aparecen en
las columnas 4, 5 v 6 de la misma tabla. La séptima columna muestra la activacion
correspondiente a dicha neurona: aj = 1(0) + (=1)(0) + 1(=1) = —1, de acuerdo con la
ecuacién (7.1); mientras que, la octava columna muestra el valor de la salida de la neurona:
s = (1 +e "Y)~1 =0.2689, ecuacién (7.2).

Neurona N;: Las entradas para esta neurona (figura 7.3a) son las mismas que para la

neurona N y se muestran en las primeras tres columnas de la tabla 7.2:

Tabla 7.2: Fase de propagacion hacia adelante: Neurona N..

112 (3| 4|56 7| 8

I | T2 | T3 | P12 | P22 | P32 aé 5%
0[O0 |-1]-1]1]-1]1]o0.7311

Los correspondientes pesos, de acuerdo con lo especificado y la figura 7.3a, aparecen en la
cuarta, quinta y sexta columna de la tabla 7.2. La séptima columna muestra la activacién
correspondiente a dicha neurona: a3 = —1(0)+1(0)+ (=1)(—1) = 1 ecuacién (7.1), mientras
que la octava columna muestra el valor de la salida de la neurona: s3 = (1+e7*)~t = 0.7311,

ecuacion (7.2).
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Neurona N#: De acuerdo con la figura 7.3a, las entradas para esta neurona son las salidas
de las neuronas N! y NJ; estas entradas se muestran en las primeras tres columnas de la

tabla 7.3 (la tercera se corresponde con el bias a NZ):

Tabla 7.3: Fase de propagacién hacia adelante: Neurona NZ.

1 2 3,4 |5 |6 7 8
Sia Spq | T3 | D13 | Po3 | P ai 51
02689 | 0.7311 | -1 | 1 | -1 | 1 |-1.4622 | 0.1881

Los correspondientes pesos, de acuerdo con la figura 7.3a, aparecen en la cuarta,
quinta y sexta columna de la tabla anterior. La séptima columna muestra la activacion
correspondiente a dicha neurona: a? = 1(0.2689) + (—1)(0.7311) + 1(—1) = —1.4622,
ecuacién (7.3), mientras que la octava columna muestra el valor de la salida de la neurona:
57 = (1+e )71 = 0.1881, ecuacién (7.5). La figura 7.3b resume los resultados obtenidos

hasta el momento.

Fase de propagacion hacia atras:
Delta para la neurona de salida N?. Tomando en cuenta los resultados obtenidos

anteriormente y de acuerdo con la ecuacién (7.12):

Okt = —(ta—s3)s74(1—s3y) = —(0—0.1881) x (0.1881) x (1 — 0.1881) = 0.02874.

El cambio en cada peso de la neurona N{ es calculado de acuerdo con la ecuacién (7.13)

como sigue:
Apis = —asiy Sp=1.4— 0.5 x (0.2689) x (0.02874) = —0.00386
Apys = —asy, Op=1.4 = —0.5 x (0.7311) x 0.02874 = —0.01050
Apss = —axslp—iq= —0.5x (—1) x 0.02874 = 0.01437.

Asimismo el ajuste en cada peso de N7 se calcula mediante la ecuacién (7.14) como:

Pz P13 + Apra = 1 — 0.00386 = 0.9961
PRS0 —  pos + Apyz = —1 — 0.01050 = —1.0105
PRV = pag + Apsz = 1+ 0.01437 = 1.0143.
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Delta para la neurona intermedia N}. De acuerdo con la ecuacién (7.12):

bjmia = si(1—sl,) Oreia PIEV© = 0.2689 x (1 —0.2689) x 0.02874 x (0.9961) = 0.00565.

El cambio en cada peso de la neurona N| es calculado de acuerdo con la ecuacién (7.13),

como sigue:
Apn = —adj=1,4714 = —0.5(0.00565)(0) = 0.0
Apyy = —adj=1,4224 = —0.5(0.00565)(0) = 0.0
APSI = _aéj=l.dm3d = —05(000565)(—1) = 0.002825.

Asimismo el ajuste para cada peso de Ni se calcula mediante la ecuacién (7.14) como:

piieve — p 14+ Ap; =1.04+00=1.0
P = pal+Apey =-1.0+00=-1.0
PR = p3l+ Aps = 1.0+ 0.002825 = 1.002825.

Delta para la neurona intermedia N4. De acuerdo con la ecuacién (7.23):

Ojmaa = sh(1—sb,)0ke1.q PRYEYe = 0.7311 x (1 — 0.7311) x (0.02874) x (—1.0105) = —0.00565.

El cambio en cada peso de la neurona Nj es calculado de acuerdo con la ecuacion (7.25),

como sigue:

Aplz = — (55,‘:2:,1 Iiqg = —0.5 x (—0.00565) X (U) = 0.0
Apgg = — 5_?:2,,1 Tog = —0.5 x (—0.00565) X (O) = 0.0
Apss = —a bj—9q x3a=—0.5 x (=0.00565) x (1) = —0.002825.

Asimismo el ajuste en cada peso de N3 se calcula mediante la ecuacién (7.26) como:

PISe = pio+ Apia = —1.0+0.0=—10
Phys° = po+App=10+0.0=10

P32V = pag + Apgs = —1.0 — 0.0087 = —1.002825.

El error para este primer patrén vale: eq—1 = 0.5(tg=1 — s7,_,)* = (0 — 0.1881)* = 0.01769.
La primera fila de la tabla 7.4 muestra los valores de los nueve pesos de la red entrenada

con el primer patrén x4 = (0, 1, —1)7, t; =0.
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Tabla 7.4: Valores de los pesos de la

de las asociaciones.

red del ejemplo 7.1 para cada una

T ta plll?eVD pg'ilevo Pgilevo plllgevo pélbxevo pg;lgevo pilgevo przlgevo pgaxevo
T

0 0 1 -1 1.00282 -1 1 -1.00282 | 0.9961 -1.0105 | 1.0143
L—1]

0

1 L 1 -0.994 | 0.9973 -1 0.994 0.9972 1.0024 || -0.9641 | 0.9617
L—1

14

0 1 1.018 -0.994 0.979 -1.017 0.994 -0.979 1.038 -0.927 0.889
L—1]
1 5

1 0 1.014 | -0.998 0.983 -1.014 | 0.997 -0.983 1.033 -0.941 0.907
L—1]

De continuar asi, entonces el resto de los tres patrones tienen los siguientes valores:
Ty = (0, 1., ﬁl)T. tQ = €y = (1 0.1)T, tg =1 yxy =

segunda, tercera y cuarta de la tabla 7.4 resumen los valores de los pesos actualizados para

cada patrémn.

(1, 1,1)T, ty = 0, las filas

Los correspondientes errores para los patrones segundo, tercero y cuarto son los siguientes:

€d=2 =

€i=3 =

€d=a

0.5(tg— — S14_0)> = (1 —0.1471)% = 0.3667
(1 —0.2653)? = 0.2587
0.5(tg=s — 525_4)% = (0 — 0.1835)% = 0.0240.

0.5(ta=s — $14—3)*

El error acumulado para esta primera época de acuerdo con la ecuacién 4.64b, vale:

€] =

ee FEjemplo 7.2

1
o Z €4 = 1(0.01769 + 0.3667 + 0.2587 + 0.0240) = 0.1668.
d=1

Aplicar el algoritmo RDG al problema O-exclusivo usando la red neuronal mostrada

en la figura 7.3a, con los mismos pesos iniciales y parametro de aprendizaje que para

el ejemplo 7.1. En este caso aplicar el algoritmo RDG durante 1500 épocas.

Solucion

Del ejemplo 7.1, el conjunto de pares de entrenamiento extendidos con sus etiquetas (con

valores 1) es el siguiente:

Ly =

HUMBERTO S0ssA AZUELA @ FERNANDO REYES CORTES

0, 0, DT, t, =0,

IA ApLicADA A ROBOTICA ¥ AUTOMATIZACION



320 El perceptrén multicapa y su entrenamiento

z, = (0,1, 1T, t,=1
zy = (1,0, DT, t3=1
gx = (1, 1, DT, t,=0.
Al iniciar y correr el algoritmo RGD con el conjunto de pesos: pi11 = 1, pa1 = —1, p31 = 1,

piz=—Lpr=1p=-1p3=1ps=—-1p=1ya=05

El lector puede demostrar que después de 1500 iteraciones, el error calculado toma el

siguiente valor: ej500 = 0.002277.

Al aplicar el algoritmo RDG con los pesos iniciales y el a, escogidos, el lector puede demostrar

que después de 1500 iteraciones dicho algoritmo converge a los siguientes pesos finales:

Neurona Nll cpi1 = 5.9789, poy = —5.9956, py; = 3.1813
Neurona Nzl :p1a = —4.4399, pas = 4.7874, p3o = 2.2021
Neurona Nf tpiz = —5.2088, pag = —5H.4481, ps3 = 7.8381.

e ¢ ¢ Ejemplo 7.3

Calcular la salida de la red neuronal evolucionada en el ejemplo 7.2 con los
valores de los cuatro patrones de entrenamiento para verificar si el valor de salida

correspondiente se acerca al valor deseado.

En la tabla 7.5 se muestran las salidas calculadas mediante la red evolucionada en el ejemplo

7.2. Notese como dichas salidas caleuladas tienden a los valores deseados. El lector puede
demostrar que si crece el nimero de épocas en el entrenamiento de la red, la nueva red

podria producir salidas méds cercanas a los valores deseados.

Noétese como se esperaba, los valores de salida de la neurona de salida para los patrones
z1 = (00)T y 24 = (1 1)T se aproximan a cero (segunda y quinta fila de la tabla 7.5 ),
mientras que los valores de la misma neurona para los patrones @y = (0 1)7 y @3 = (1 0)T

se acercan a 1.0 (tercera y cuarta fila de la misma tabla 7.5).
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Tabla 7.5: Valores calculados a la salida de la red evolucionada en el

ejemplo 7.3.

g ty | Valores calculados

0 0 0.104

1 1 0.890

0 1 0.882

1 0 0.091

Funcién de la capa intermedia

En esta subseccion vamos a estudiar varias propiedades interesantes ligadas al uso de una
capa intermedia en una RNA. La primera es que una capa intermedia puede descubrir la
estructura no lineal del problema. Enseguida vamos a ver esto con mas detalle. La segunda,
muy ligada a la primera es que si a la salida se decidiera usar una neurona de tipo lineal en
lugar de una no lineal, como es el caso del ejemplo 7.2, la RNA continunard proporcionando
el mapeo deseado al transformar (a través de la capa intermedia) el conjunto de datos de
entrada (no linealmente separados en el caso del problema “O-exclusivo”), en uno linealmente
separable. De esta forma, la neurona de salida lineal sera capaz de resolver el problema en

cuestion.

Para mostrar lo antes dicho, consideremos los pesos de las dos neuronas n} y nj de la capa

intermedia de la RNA entrenada del ejemplo 7.2:

Neurona n} D p1n = 5.9789, pa1 = —5.9956, p3 = 3.1813
Neurona nj : pja = —4.4349, pay = 4.7874, p3y = 2.2021.
Para los cuatro patrones de entrada: ; = (0 0 1)T, s = (0 1 1)7, 23 = (1 0 1)7T,

zy = (11 1)7, la tabla 7.6 muestra las correspondientes salidas s} y s} de las neuronas n}

y ny (ver figura 7.3):
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Tabla 7.6: Salidas st y s! de las neuronas ni y n} de la figura 7.3.

z | s | o | s
-

0 3.1813 0.96 2.2021 0.90
L1
-1

1 -2.8143 | 0.05 | 6.9895 0.99
L1
L

0 9.1602 | 0.99 | -2.2328 | 0.09
L1
=L

1 3.1646 | 0.96 | 2.5546 0.93
-1 |

En la figura 7.4 se muestran los cuatro patrones mapeados al espacio de salida: s} — s}

mediante la capa intermedia formada por las neuronas nj y nj.

X, s;

bl/’-/—\:I
10 - 1
= 09 1

8 — 0.8 —
0.7 —
6 — 0.6

0.5

4 — 04 —
| 0.3
2 02 -
— 0.1
0 O T T T X 0 m 5
1 2 3 4 5 6 7 8 910 0 o1 02 030405 06 0.7 08 09 1.0 1.1 1.2
(a) (b)

Figura 7.4: (a) En el espacio de entrada z; — x2, los patrones: z; = (0 0)7,
xy = (0 )T, &3 = (1 0), &4 = (1 1)T aparecen linealmente
no separados. (b) En el espacio s] — s} los mismos patrones
aparecen ahora linealmente separados, lo cual permite utilizar

en la capa de salida una neurona de tipo lineal.
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Note como los cuatro patrones linealmente no separados en el espacio de entrada x; — s
(figura 7.4a), en el espacio si — s3 aparecen ahora linealmente separados (figura 7.4b): Los
patrones (0 0)7 y (1 1)T son mapeados una posicién cerca del uno (referirse a las flechas
correspondientes), mientras que los patrones (0 1) y (1 0)7 son mapeados a posiciones

similares (0.05 0.99)7 y (0.99 0.09)7 (ver flechas) en el espacio de salida s} — s&.

Como ya se dijo, la RNA fue capaz de descubrir la estructura no lineal del problema (O-
exclusivo en este caso), transformdndolo en uno lineal. Con esto se puede ver que la neurona
n? puede ser reemplazada por una neurona lineal mas simple que la sigmoidal. Se deja al

lector demostrar este hecho.

De este ejemplo se puede extraer la siguiente leccidn: Mediante una capa intermedia de
unidades de procesamiento no lineal es posible aproximar cualquier mapeo entre la capa
de entrada de la RNA y su capa de salida. Este resultado proviene del famoso teorema de

Cybenco [26].

Aunque el teorema de Cybenco es una herramienta de disefio general de redes neuronales
artificiales, no ayuda a establecer el mimero de neuronas requerido para encontrar un mapeo

ni tampoco el tiempo requerido para alcanzar esta meta.

Por simple observacién, el lector puede apreciar que para el caso del problema “O-exclusivo”
no es dificil por prueba y error determinar que con dos neuronas en la capa intermedia es
suficiente para encontrar el mapeo correspondiente entre los cuatro patrones de entrada y

sus respectivas etiquetas; referirse a los ejemplos 6.9 y 6.10 del capitulo 6.

En lo general, para cualquier problema complejo, sobre todo con méas de dos variables, el
numero deseado de neuronas en la capa intermedia no es conocido. Este niimero de unidades

tendra que ser encontrado por prueba vy error.

Aceleramiento del proceso de entrenamiento

En la literatura especializada, varios métodos para acelerar el proceso de entrenamiento de
una red neuronal han sido propuestos; referirse, por ejemplo, a [32], [41] y [47]. En esta
seccion se estudia uno de ellos. Este método se fundamenta en el uso de un parametro que
toma en cuenta informacion usada en la iteracién anterior en el entrenamiento de la red

neuronal. A este término se le conoce como momento.
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Se basa en una heuristica muy sencilla: Si una serie de pasos consecutivos Ap apuntan mas
o menos en la misma direccién, entonces probablemente el minimo de e se encuentra en esa

misma direccion. Conviene, entonces, dar pasos mas grandes en esa direccion.

Tomando en cuenta este hecho, el ajuste al vector de pesos p queda ahora dado como una
combinacién lineal entre el ajuste dado por la regla Delta generalizada y el ajuste dado por

el llamado factor de momento A, como sigue:
Ap = Ap+AApn-—1) (7.27)

con «, como ya vimos el parametro taza de entrenamiento y, A, el parametro que confiere el

momento deseado al sistema.

El vector de pesos p es finalmente ajustado como:
pn+1) = pn)+2Lp+AAphn-—1). (7.28)

La adicién de momento al proceso de entrenamiento favorece un ajuste acelerado de los pesos
de la red neuronal. Metaféricamente hablando, cuando el camino hacia la solucién deseada,
en cuanto a los pesos se refiere, se encuentra en un terreno plano o con cambios, el factor
momento coadyuva a la aceleracién. Por el contrario, cuando el camino hacia la solucién se
encuentra lleno de sinuosidades, el término momento tiende a desacelerar el ir acercandose

a la solucién.
Otra ventaja que se ha encontrado respecto al término de momento es que este también sirve

para ayudar a la regla RGD a librar minimos locales no tan pronunciados, contribuyendo a

encontrar mejores soluciones a los pesos deseados.

e e o Ejemplo 7.4

Para ilustrar el uso del término momento anadido a la regla de actualizacion de los

pesos, considérese la misma configuracion de red del ejemplo 7.2, esto es con pyy = 1,

piz=—1lpsn=1,pn=-1po=1pp=-1Lp3=1p3=-1Lpz=1y
=5

Solucion

Al usar el algoritmo RGD incorporando el factor momento con un A = 0.5, el lector puede

demostrar que en 800 épocas se obtiene un mejor conjunto de pesos:
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Neurona n; : pi1 = 6.0296, pa; = —6.0605, ps3; = 3.2130
Neurona nﬁ 2 p1e = —4.5133, pao = 4.8364, p3o = 2.22663
Neurona n% : p13 = —H.3738, pe3 = —5.5346, p3z = 7.9656.

Para los cuatro patrones: 21 = (0 0 1)7, 2o = (01 )T, 23 = (10 1) y 24 = (1 1 1)7, los
cuatro valores de salida vienen dados por la tabla 7.7. Note cémo cada uno de los valores se

acerca mas al valor deseado .

Tabla 7.7: Valores calculados a la salida de la red evolucionada en

el ejemplo 7.4.

T4 ty | Valores calculados

0 0 0.099

1 1 0.895

0 1 0.888

1 0 0.088

@ Redes neuronales convolucionales .

NA red neuronal convolucional (RNC) [Web56] y [Web58] es un tipo particular de
red neuronal cuyo proceso se basa en la funcionalidad de la conocida operacién de la

convolucién [Web65]. En lo basico, una RNC combina el poder de un extractor automatico de

rasgos y la capacidad de clasificacién de un perceptrén multicapa.

En esta seccién se explicaran algunos detalles relacionados con la operacién de esta potente
magquina 1til; en lo particular, en la deteccién, identificacién y seguimiento de objetos en

imagenes y secuencias de video.
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De acuerdo con lo visto, la convolucién entre dos vectores: p = (py pa --- pn)? y el vector
x = (ry 19 -+ 2,)T, da como resultado un escalar ¢ = pTx, es decir: ¢ = pTa = = =
P1E1+Podat APy = Y., Pi%;. Este escalar para una RCN cumple con una funcién muy
particular, abstraer mediante un nimero una caracteristica o propiedad 1til, para detectar

o identificar un patrén especifico en una senal o imagen.

Una RNC aplica un conjunto de estos convolucionadores sobre una imagen de entrada
buscando encontrar en dicha imagen rasgos importantes que le permitan formar un vector
descriptor; a su vez, este sera usado por el clasificador, usualmente uno de tipo MLP,

conectado al conjunto de convolucionadores para la tarea especificada.

Operacionalmente, una RNC funciona en cuatro etapas como sigue:

1) Etapa de convolucién. Sobre la imagen de entrada I, la RNC aplica
un conjunto de m convolucionadores, dando como resultado tantas imdgenes
Ji.Jo, -+, J,,, como convolucionadores sean utilizados. Si estos convoluciona-
dores fueron bien disenados, estas imagenes, como ya se dijo, deberan contener
rasgos a diversos niveles de abstraccién de los objetos de interés, segun la tarea
a ejecutar.

2) Etapa de reduccion de datos. Sobre cada una de las imédgenes Ji, Jo, - - -, Jpn,
la RNC aplica una etapa de agrupadores de valores para producir un conjunto
de imédgenes de menos tamano: K, Ks, -, K,,. Estas imdgenes contienen la
informacién maés relevante de las imagenes Ji, Ja. -+, Jyn.

3) Etapa de formacion del vector descriptor. Con base en las imdgenes
K, Ks,---, Ky, la RNC produce un vector descriptor v. Este vector describe al
objeto de interés en la imagen como un conjunto de niimeros.

4) Etapa de clasificacién. Durante esta etapa, la RNC recibe como entrada el
vector v y emite como resultado la etiqueta de pertenencia del objeto presente

en la imagen de entrada I.

En muchas aplicaciones, miltiples capas de convolucién y de reduccién, dependiendo del
nivel de abstraccién en los rasgos obtenidos y del nivel de reduccion deseados. pueden ser

utilizadas.
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ee Ejemplo 7.5

Para ilustrar la operacién basica de una RNC, suponga que sobre una imagen de

5x5 elementos se quiere determinar la presencia de un borde vertical o de un borde

horizontal, como se ilustra en las figuras 7.5a y 7.5b. Sean estas imdgenes I e I.

Etapa de convolucién. Para esta tarea tan sencilla, suponga que de alguna manera, que

mas adelante se explicard con més detalle, se lograron derivar (evolucionar) los dos siguientes

convolucionadores:

-1 0 1

¢ = |-1 01 (7.29)
-1 0 1
—1 =1 =1

C, = [0 0 o0]. (7.30)
1 1 1

El lector podrd observar que estos dos operadores se corresponden con los respectivos de
Prewit [42].

No es dificil ver que un convolucionador es un tipo especial de perceptrén, ya que ejecuta
sobre un vector de entrada, un producto interno con su correspondiente vector de pesos. En
el caso de una RNA, como funcion de activacién a la salida del convolucionador, suele usarse
una funcion tipo ReLU que tiende a poner en 0 los valores inferiores a 0 y dejar intactos los

valores superiores a 0 [25], [29] y [30].

La respuesta a la salida de la i-ésima neurona convolutiva viene dada como:

s = f(¢;) = max(0,¢;). (7.31)

Al desplazar los dos convolucionadores C; v Cs, dados por las ecuaciones 7.29 y 7.30, sobre
las imégenes 7.5a y 7.5b, el lector puede demostrar que se obtienen los resultados mostrados

en las figuras 7.5¢ y 7.5d.
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0/010(0]0 0/0(0(0]O0
0/0{1(0|0 0/]0[010]0
0011010 0O/1(1(11]0
0011010 0/0(10(0]0
0/010(0]0 001000
a) Vi b) I
210|-2 1 110 -1 238
30| [ofojo]  [ie[a] [ol0lo
2 0|2 = =3 | <1 L | 0 | = 2 =3 | =2
c) d)
I 1
0 1
0 1
e) f)
0 1 1
0 00 1

g) h)
Figura 7.5: (a)y (b) Imégenes de entrada [, y I». (¢) y (d) Imdgenes

después de la aplicacién de los dos convolucionadores
(7.29) y (7.30). (e) y (f) Imédgenes Jyy, Ji2 ¥ Joi, Joo
después de la aplicacién de ecuacién (7.31) sobre las
imégenes mostradas en las figuras (¢) y (d). (g) v (h)
Imagenes K1, K15 v Ko, K99 después de la aplicacion
de un reductor de informacién de 2x2 sobre las imagenes

Jit, 12 ¥y Jar, Jao.
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Estos ntimeros, para la RNC codifican la presencia de un borde vertical (imagen I;) o uno
horizontal (imagen I5). Asi, por ejemplo, el primer valor arriba a la izquierda (el 2) de la

primera mascara de la figura 7.5¢, se obtuvo como sigue:
cg = —1(0)+0(0) + 1(0) — 1(0) + 0(0) + 1(1) — 1(0) + 0(0) + 1(1) = 2.

Al aplicar la operacion ReLU, ecuacién (7.31) sobre los nueve valores de cada
convolucionador, el lector puede verificar que se obtienen los resultados mostrados en las
figuras 7.5e y 7.5f. En la literatura especializada se demuestra que para fines précticos los

valores negativos no tienden a aportar algo 1itil al problema de la deteccién o la clasificacion.

Etapa de reduccion de datos. En la literatura especializada se ha demostrado que la
informacion contenida en una imagen puede ser reducida en su tamano sin afectar la eficiencia

final del clasificador.

La reduccion de la informacion producida por los convolucionadores se puede conseguir
mediante la aplicacién de la conocida operacién de agrupacién méxima (del inglés maz
pooling). Varias formas de agrupamiento de informacién han sido propuestas en la literatura.
Una de ellas considera un conjunto de valores sobre una ventana y selecciona el valor mas
alto. Si el nimero de valores a agrupar es por ejemplo 4, a través de una ventana de 2x2,
desplazada de posicion a posicién sobre las imagenes de 3x3 mostradas en las figuras 7.5¢e

y 7.5%, el lector puede demostrar que se obtienen los resultados de las figuras 7.5g y 7.5h.

Asi por ejemplo, el primer valor arriba a la izquierda (el 3) de la primera mascara de la

figura 7.5g, se obtuvo como sigue: max(2,0,3,0)=3.

Etapa de formacion del vector descriptor. El vector descriptor de cada imagen se
obtiene al tomar las 1ltimas matrices, en este caso, las derivadas del proceso de agrupacion
maxima, convertirlas a vectores y concatenarlas; de ello resulta un solo vector. Para nuestro

ejemplo, las primeras dos matrices de la figura 7.5g quedarian vectorizadas como sigue:

(2 8)—>(3 0 3 O)y(; é)—>(1 1L 0 0).
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El vector descriptor correspondiente quedaria como sigue al concatenar los dos vectores

anteriores:

vi = (303011 0 0)~.

De igual forma, para las dos imagenes de la figura 7.5h, se tendrian los siguientes resultados:
(1 0)—)(1 01 0) (3 3)—)(3 3 0 0)
10 "o o '

El vector descriptor vs concatenado correspondiente quedaria como sigue:

va = (1 0103 3 0 0)".

Etapa de clasificacién. Durante esta etapa se usan los vectores v, y vo para entrenar el
clasificador. En este caso particular, se parte del hecho de que los dos patrones pueden ser
separados linealmente. Con esta suposicién en mente, el clasificador estaria formado por una

sola neurona.

Esta neurona tiene 8 entradas (la dimensién de los vectores vy y v2) y un bias. Si se supone
que la salida es del tipo sigmoidal, al usar la regla Delta para una neurona sigmoidal y el
siguiente conjunto inicial de pesos: v = (0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1)T y & = 0.25.

El lector puede demostrar que al final de 35 épocas, se obtiene el siguiente error E=0.0097

y el siguiente vector de pesos ajustados:

v; = (05742 0.1 05742 0.1 —05424 —0.5424 0.1 0.1 0.1420)7.

En la figura 7.6 se muestra la estructura de la RNC resultante. Como se puede ver, esta
estructura consta de una capa convolucionadora (des decir, dos convolucionadores) con
funcién de activacién tipo ReLU, una etapa de reduccién tipo maz pooling, una etapa de
formacién de vector descriptor y una red neuronal compuesta de una neurona con ocho

entradas y una salida sigmoidea.
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w4l

Neurona tipo
— P | |Max > > p > " —
t P,
Conv ReLU  ribing | Formador perceptron
/ / de vector
% 1
I J' J} JIRrL!.' J-fru.' KJ K_T

Figura 7.6: Arquitectura de la RNC para el ejemplo 7.5.

Enseguida se probard la capacidad de deteccién de la RNC disenada. Se hard con los
vectores y la neurona obtenidos. Prueba con el vector v, representando un borde vertical.

Comencemos calculando la activacidon de la neurona a:

a = wp-xz=[05742 0.1 05742 0.1 -—0.5424 —0.5424 0.1 0.1 0.1420] = 2.2184.

Ahora, calculemos la salida de la neurona. De acuerdo con lo visto, se deberia obtener un

valor cercano al “1”. Veamos:
y = (L+e )7 =(1+e223)71 =0.902.

Procedamos ahora con la prueba con el vector wy, representando un borde horizontal.

Comencemos calculando la activacion de la neurona a:

a = wp-z=[05742 0.1 05742 0.1 —0.5424 —0.5424 0.1 0.1 0.1420] = —2.248.
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Finalmente, calculemos la salida de la neurona. De acuerdo con lo visto, se deberia obtener

un valor cercano al “0”.

Es decir:

g = {4e )= (14 238 = 0004

® Para el entrenamiento de una RNC como la descrita u otra mas compleja, se puede

usar la regla RDG con las debidas adecuaciones.

® Una de ellas es que en la etapa de propagacién hacia atras se debe tomar en cuenta,

entre otras cosas, la derivada de la funcién ReLU.

Al igual que como en cualquier red neuronal multicapa, los pesos tanto de los
convolucionadores, asi como de todos los perceptrones de la capa de clasificacion,
generalmente son iniciados en valores aleatorios signiendo alguna de las heuristicas obtenidas

en la literatura.

Al final del entrenamiento los pesos de todos los convolucionadores y los perceptrones del
clasificador habran alcanzado valores estables segun el criterio de paro elegido que, de nuevo,

puede ser un valor de error o un nimero de épocas a alcanzar.

@ Resumen

I : N este capitulo primeramente, se dieron los detalles sobre el perceptrén multicapa. Se

estableci6 un estudio de cémo acomodar esta maquina lineal en capas; y ademas, cémo
puede ser utilizada dicha maquina para resolver problemas de clasificacién convexos y no

convexos.

Después, se ofrecieron todos los detalles sobre la derivacion de la regla Delta generalizada,
util para el entrenamiento de arreglos de perceptrones en capas para la solucion de problemas

no lineales.
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Se ilustrd todo esto a través de varios ejemplos, que permitieron al lector asimilar de manera

mas sencilla los conceptos vertidos.

Enseguida, mediante un ejemplo con una red neuronal artificial de tres capas, se explicé la
funcién de la capa intermedia para transformar un problema no lineal de clasificacién en
uno lineal, esto con el objeto de que el iltimo o tltimos perceptrones puedan resolver el

problema.

Maids adelante se explicé como al agregar el término de momento en la ecuacion de ajuste de

pesos de la red neuronal, es posible acelerar dicho proceso.

Posteriormente, se ofrecieron las bases de operacién de una red neuronal convolucional. Esto
se hizo a través de un ejemplo ilustrativo, lo cual permitioé que el lector aprecie de manera

sencilla las capacidades de esta poderosa maquina de procesamiento.

@ Problemas propuestos

STA seccion contiene un conjunto de problemas propuestos, cuyo desarrollo y solucién
permitirdan al lector reafirmar el conjunto de conceptos vistos en la exposicion del

presente capitulo.

7.5.1  Para la RNA mostrada en la figura 7.3 y usada en el ejercicio 7.2, sustituir la
neurona de salida n? sigmoidal por una neurona lineal tipo ADALINE. Re-entrene
la RNA resultante tomando como base los mismos pesos y biases iniciales usados

en el ejercicio 7.2 con 1000 épocas.

a) Demuestre que después de la aplicacién de estos 1000 pesos se converge a

una solucidn.

b) Clasifique los cuatro patrones de entrada y demuestre que la RNA entrenada

es capaz de clasificarlos correctamente.
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7.5.2 Aplique la regla Delta generalizada para entrenar una red neuronal con una capa
intermedia con dos neuronas y luego sintetizar la funcién de separacién entre las

dos clases de patrones mostrados en la figura 7.7.

a) Muestre la arquitectura final de su red con pesos y bias.

b) Una vez hecho esto, clasificar los siguientes patrones:

(3,9), (11,2), (5,7) v (7,5).

@ 4
(2.9) (10.9)

(4,7) (8.7)

O ©)
(44) (8.4)

® ®
2.2) (10.2)

Figura 7.7: Datos usados en el problema 7.5.2.
7.5.3 Repita el problema anterior 7.5.2, pero con las siguientes caracteristicas:

a) Utilice una red neuronal con una capa intermedia con tres neuronas.

b) Una vez hecho esto, clasificar los siguientes patrones:

(3,9), (11,2), (5,7) v (7.5).
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7.5.4 Repita el problema 7.5.2, pero con las siguientes caracteristicas:
a) Utilice una red neuronal con una capa intermedia con cuatro neuronas.
b) Una vez hecho esto, clasificar los siguientes patrones:

(4,10), (8.2), (5,6) y (7.5).

7.5.5 Aplique la regla Delta generalizada para entrenar una red neuronal con una capa
intermedia con tres neuronas y luego sintetizar la funcién de separacién entre las

dos clases de patrones ilustrados en la figura 7.8.

a) Muestre la arquitectura final de su red con pesos y bias.

b) Una vez hecho esto, clasificar los siguientes patrones:

(9,10), (2,5), (4.4) y (6,8).

X2
A
1 (2,10) (5,10) (8,10)
10 — @ @ @
1 @28 (5.8) (8.8)
® (o) O (11.8)
(2.6) (5.6) (8.6)
@ Q (1.6)
5
T O O O
(5:4) (8.4) (11,4)
0 - x,
0 5 10

Figura 7.8: Datos usados en el problema 7.5.5.
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7.5.6 Suponga que en una imagen I de 8x8 elementos quiere detectar la presencia ya
sea de una letra “E” como la mostrada en la figura 7.9a o una letra “U”, como se

ilustra en la figura 7.9b.

a) Disene una red neuronal convolucional con una sola capa de convolutiva y
una capa de reducecién, y una red neuronal de perceptrones que permita decir

si una imagen contiene una “E” o una “U”.

b) Pruebe con las cuatro imagenes mostradas en las figuras 7.9¢, 7.9d, 7.9¢e y

7.9f.
%) I b) Is
c) d) e) f)

Figura 7.9: Datos usados en el ejercicio 7.5.6.

7.5.7 Resuelva el problema 7.5.6 con dos figuras geométricas, un rectangulo 1y un

triangulo A.
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