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Presentacion

| objetivo principal fue escribir un libro que ustedes los estudiantes pudieran leer, entender y

disfrutar. A lo largo del libro se utiliza un lenguaje claro y preciso. Se utilizan oraciones cortas,

explicaciones claras y muchos ejemplos resueltos a detalle. Los temas fundamentales de célculo
integral permiten cimentar bases mas sodlidas entre los conocimientos de dlgebra, geometria y trigono-
metria, geometria analitica, asi como de calculo diferencial; todas las definiciones y explicaciones son
sencillas y claras para que el estudiante adquiera habilidad en la ejercitacion de problemas mediante el
razonamiento inductivo. La didactica que se desarrolla en el texto se fundamenta en una exposicion de
conceptos introductorios y ejemplos demostrativos, asi como. una diversificacién en el planteamiento del
problema. Los problemas, ejercicios y priclicas que se desarrollan a lo largo de las unidades utilizan dis-
lintos tipos de reactivos, lo cual permite lener una evaluacion continua del proceso enseflanza-aprendizaje.
Se hace énfasis en el incremento gradual de la complejidad de cada ejercicio hasta lograr el cambio de la
memorizacion por un razonamiento mas analitico en el planteamiento y desarrollo del proceso de solucion
de un problema determinado. Al final del libro se encuentran las respuestas a los ejercicios impares para
ayudar al estudiante a evaluar el proceso de solucién con la respuesta a dicho problema. Los contenidos
de este libro tienen como propésito facilitar el estudio de las matemdticas.

Agradezco el apoyo de cada uno de los compaiieros de academia local, estatal y nacional para la
revision de este material. Asimismo, a todas las autoridades educativas que confiaron en mi esfuerzo y
dedicacién para lograr contenidos de alta calidad. De igual forma agradezco al editor. por su esmerada
atencién a la impresion de esta obra. Por tltimo a mis exalumnos y en especial a mi [amilia. Debo hacer
una mencion especial al M. S. L José Guzmdn Martinez quién reviso el material de forma exhaustiva. El
me dijo un dia: “Cuando muere el hombre... Nace la leyenda... Dios da la vida... Nosotros la fuerza.”

EL AUTOR
Q. I v Lic. Benjamin Garza Olvera

ix
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Metodologia para el trabajo con este material
El material esta dividido en cuatro unidades, donde se desarrollan los contenidos actuales del programa
general de bachillerato tecnolégico. Cada unidad cuenta con una evaluacion diagnéstica, el desarrollo de
los diversos temas y una autoevaluacion.
Fvaluacion diagnéstica
Es una serie de ejercicios que sirven como repaso operativo, pero en general se busca desarrollar habili-
dades de logica, aritmética y dlgebra.
Cuadros de competencias genéricas y disciplinares
Se localiza en cada una de las actividades que favorecen el logro de competencias: en este apartado el
alumno, con la mediacion del maestro, deberd determinar cudles son las competencias genéricas y las
competencias disciplinares que estd desarrollando y escribir en el cuadro las que sean pertinentes.

Autoevaluacion

Es una coleccidn de ejercicios que ayudan a reforzar el trabajo desarrollado a lo largo de la unidad.

Competencias genéricas

e s S

1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en
cuenta los objetivos que persigue.

Se autodetermina : S . >
2. Essensible al arte y participa en la apreciacion ¢ interpretacion de sus

Y catida ge af expresiones en dislintos géneros.

3. Elige y practica eslilos de vida saludables.
Se expresa y se 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distinlos conlextos
comunica mediante la utilizacion de medios, cidigos y herramientas apropiados.

5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de
Piensa critica y métodos establecidos.
reflexivamente 6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general.

considerando otros puntos de vista de manera critica y reflexiva.

Aprende de forma | 7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
autonoma

Trabaja en forma 8. Participa y colabora de manera efectiva en diversos equipos.
colaborativa

9. Participa con una conciencia civica y ¢élica en la vida de su comunidad,
region, México y el mundo.

Fargana g 10. Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad
responsabilidad . . - .

: de creencias, valores, ideas y pricticas sociales.
en la sociedad

11. Contribuye al desarrollo sustentable de manera crilica con acciones
responsables.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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UNIDAD'I

La integral

B
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Evaluacién diagnéstica

1. Encuentra la diferencial para la funcién y — 5x° — 6x + 8.

2. Calcula la suma usando las propiedades y las [6rmulas de la notacion de suma:

n

> i(Ti+3)

i=l

3. Aplica el teorema 7 de las propiedades de la integral definida para encontrar el mayor y el
menor valor posible de:

5
j (65 + x3 + 2)dx
|

4
4, Calcula la f? x2dx usando el teorema fundamental del cdlculo.

5. Calcula la f Gx® + 12 + 55+ 9)dx.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 4/10
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La integral

Propésito de la unidad

Que el estudiante:

Conozca la definicion de diferencial y la inter-
prele geométricamente.

Conozca y aplique las diversas [6rmulas fundamen-
tales para determinar las diferencias de funciones.
Conozca la notacion de suma.

Aplique las propiedades y férmulas de la notacién
de suma.

Conozca y aplique las sumas de Riemann.
Conozca la integral definida y la notacidn de Leib-
niz para la integral.

Identifique la integral propia e impropia.
Aplique los teoremas de las propiedades de la
integral definida.

Conozca la integral indefinida.

Ulilice las ecuaciones del formulario general de
integrales inmedialas elementales.

Contenidos que aborda la unidad

Competencias disciplinares

5

Construye e interpreta modelos matematicos
mediante la aplicacion de procedimientos aril-
mélicos, geomélricos y variacionales, para la
comprension y andlisis de situaciones reales. hi-
poléticas o formales.

Formula y resuelve problemas matemalicos, apli-
cando diferentes enfoques.

Argumenta la solucion obtenida de un problema,
con métodos numéricos, grificos y analiticos,
mediante lenguaje verbal y matematico.

Analiza las relaciones entre dos o mds variables
de un proceso social o natural para determinar o
estimar su comportamiento.

Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y
lextos con simbolos matemalticos y cientificos.

Contenides |  °
conceptudles i

* Propiedades de la integral definida.

Conlenidos y
procedimentales

Contenidos .
aclitudinales | s
= Aprendera a valorar el trabajo de sus compaiieros al resolver problemas.

» Contribuird con ideas de manera critica y acciones responsables a la hora de trabajar en

La diferencial.
La integral definida.

» Laintegral indefinida.

clementales.

mentales.

clementales.

* Identificari la diferencial.

» Aplicacion de las cinco primeras ecuaciones del formulario general de integrales inmediatas

= Aplicacion de las ecuaciones 6 y 7 del formulario general de integrales inmediatas elementales.
» Aplicacion de las ecuaciones 8 a la 17 del formulario general de integrales inmediatas ele-

= Aplicacion de las ecuaciones 18 a la 24 del formulario general de integrales inmediatas

» Notard las diferencias entre la integral definida y una integral indefinida.
* Analizara las propiedades de la integral definida.
* Resolverd problemas utilizando el formulario general de integrales inmediatas elementales.

Respeto al trabajar en clase.

equipo.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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1 UnipAD

CACULO INTFGRAL

La diferencial

Por lo general, la notacién de derivada para la [uncién y = f(x), es:

y = D s bien, y' = f'(x),
Y= )

y dy i ; Ay
en donde el simbolo o es una representacion del cociente E cuando Ax — 0.

Si la derivada de f(x) es f'(x) para un valor especifico de la variable independiente x y su incremento es
Ax, entonces la diferencial de la funcion dada se denota por el simbolo df(x). y se define por la expresion:

df(x)= f’{x}&x=§.&x (1)
X

Dado que f(x) — x y su derivada es f '(x) — 1; enlonces, al sustituir en (1), resulta que d(x) = (1)Ax.
dx = Ax } Diferencial de la variable independiente.

Si y — f(x), al sustituir en la ecuacién 1, tenemos que:

dy= f'(x)Ax = AY 5 oien, f_\.mﬁm.
elx dx

Definicion

La diferencial dy de una funcién, es igual al producto de su derivada g por la diferencial dx de la
variable independiente. dx

EJEMPLOS .
A o1 ba difereticial pacs b foncid 3
E:_;llr#.' ncuentira la diferencia pﬂ.ﬁl i l]l'lCiOI']}—ﬂI.
Wi solucién
Si y=ar
dy = 3ax’ dx

2 ®e-Calcula el incremento de la funcién y=+/3x" —11 parax =5y Ax = dx = 0.05.

Solucién
Si y=v3x2-11 ﬂ}'z%mﬂﬁ)
d_‘r‘=#\}%”dx ﬂym%mﬂﬁ]
dy— %tn ﬁyz%(ﬂ.ﬂﬂ
dy — 0.09375

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 6/10
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UNIDAD ]

La integral

Interpretacién geométrica de la diferencial

Al analizar o interpretar griaficamente el significado de diferencial como una aproximacion al incremento
de la funcién tenemos:

tan @

y=fu

Sea y = f(x) la funcién dada y su dilerencial f'(x), que se identifica como el valor de la derivada en P, si
¢l incremento de la variable independiente es Ax — dx — PB, y con base cn la definicién de diferencial,
se tiene:

y=r)
dy = f'(x) dx

Recordando que el valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la pendiente de la
tangente a la curva en dicho punto tenemos:

dy = f'{x) dx
dy = tan ((PB)

; . BC +— caleto opuesto
Con base en la grifica anterior, tenemos que:  lan = —
PB + cateto adyacenlte

Sustituyendo, se obtiene: dy = -ﬁ—g—[Pﬂ )

Representa el incremento de la ordenada
de la "tan" correspondiente a dx.

dy = BC }

Si dx representa un incremento cualquiera de la variable independiente x para un punto P(x,y) de

la funcion y = f(x), ésta tiene por derivada % = f(x)=1an 0.

Por lo general. la diferencial de la funcidn (dy) y el incremento (Ay) no son iguales.

5

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 7/10
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1 UnipAD

CACULO INTFGRAL

De la grifica de la pdgina 5 tenemos que:

dy = BC } Incremento de la ordenada de la tan en P.

Ay — BP' } Incremento de la ordenada de la funcion de Pa P,

La funcién se mueve de P a P’ mientras que su recta tangente se mueve de P a C, pero la grifica deja
claro que mientras mds pequefio sca Aux, la distancia entre los puntos P’ y C serd menor, por lo tanto, la
aproximacion de dy a Ay serd mejor.

La diferencial como aproximacién del incremento

Si el incremento de la variable independiente Ax es muy pequeiio, entonces dy y Ay son aproximadamente
iguales. Es decir, segtn la grifica anterior, se liene:

Mientras mds pequefio sea dx — PB, mejor serd la aproximacién entre dy = BC'y Ay = BP'.

Cuando s6lo es necesario obtener un valor aproximado del incremento de la funcion, calcular el valor
de la diferencial serd suficiente para resolver el problema.

EJEMPLOS -
_o .

E—’ 91‘r #O-Calcula un valor aproximado para /27.

SN

= Solucién

Sean y= x | La funcién representativa de /27.
5 Por ser un valor préximo al dado y tener
x =23 } raiz cuadrada exacla.
dr —=Ax—=12 |} Incremento de x para llegara 27.
Entonces,

}‘=\E Dado que. _\P=\'{_¥=Jﬁ=5

o V27 = y+dy
ty=or y+d
X
V2T =5+02
P
N LA T R o N21=52

Como /27 —5.196152..., la aproximacicén calculada es mayor que el valor exacto en 0.003848 unidades.

2 ®e-Calcula un valor aproximado para tan 47°. empleando diferenciales.

Solucién
Sean v=lanx }  La [uncién representativa de tan 477,

x = 45" }  Porser un valor proximo al dado ya que tan 45° — 1.

dy=Ax=2" } Incremento de x para tener 47°.

2
* = —= (.03 ianes.
| 2 180 0.034907 radianes

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 8/10
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UNIDAD ]
La integral
Entonces,
y=lanx Dado que, y = tan 45" = 1 tenemos:
dy = sec” (x) dx
dy = (sec 4572 (0.034907) tan 47" =y + dy
dy = (2 ) (0.034907) tan 47° = 1 + 0.069813
dy = 2(0.034907) o tan 47" &= 1.069813 radianes
¢y = 0.069813
Con tan 477 = 1.0722368..., la aproximacion calculada es menor que el valor exacto en 0.002356
radianes.

3 ®e:Determina el volumen aproximado de una concha esférica cuyo radio interno es de 10 cm y su grosor es de

0.15625 cm.
Selucién
Sean V= ;m’f‘ } Lafuncion que representa el volumen de una esfera.
r—= iG cm ! Radio interno de la concha esférica.
dr = Ar=0.13625cm |} Grosor de la concha esférica.
dV =AYV | Volumen aproximado de la concha esférica.
Entonces,
V= . wrl
dV =4nr? dr .. El volumen aproximado de la concha eslérica

) N 3
dV — 47(10)%(0.15625) es de 62.57 cm” = 196.35 cm’.

dV =62.51

4 ®e¢:Determina el incremento de drea de un cuadrado de 6 pulgadas de lado, al aumentar el lado %2 de pulgada.

Solucién
Sean A=x? }  Lafuncion que representa el drea de un cuadrado.
x = 6 pulgadas | Longitud del lado del cuadrado.
idx —-Ax = 3—1,} pulgadas } Aumento del lado del cuadrado.
dA = AA }  Incremento del drea del cuadrado.
Entonces,
A=x?
dA =2x dx
1
— 26) | —
=2 [32] .. El incremento de drea del cuadrado es de
3 0.375 pulg?
dA===0375 Do
8
7
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Férmulas fundamentales para deferminar las diferenciales de funciones

Las [6rmulas fundamentales para determinar las dilerenciales son las mismas que se utilizan para deter-
minar las derivadas, Ginicamente es necesario multiplicar cada una de ellas por dx, por ejemplo:

Ta.

Tb.

12.

12a.

13.

13a.

dic) =0

dix) — dx

die +v —w) =du+ dv — dw
dicv) = cdv

dluv) =udv+vdu

diuvw) = uv dw + uw dv + vw du
dv®) = mv " 'dv

dix") = nx"'dx
d ul vdu—judv
'l.J "!—
dit
d|—|=—, para c conslante
£
dj—|= —{—;du. para ¢ constante

[

nv z

d(v])==dv
v

d(lnv)= iv.

v
a’l’lnx‘.l=E

X
dosv)— 082 &

v

d(logx)= loge dx

da")=a' lnadv

diay = a Ina dx
d(e') = &'dv
d(e) = e'dx

d') = v 'du + ' Inudy
d(senv) = cosv dv

dicosv) = —senv dv

d(tany) = sec’v dv

d(cotv) = —csc’v dv

d(secv) = secv tanv dv

d(cscv) = —cscv cotv dv
d(versv) = —senv dv
d(arcsenv) = cid
1—v2
diarccosv) =— i
1—v?
diarctanv) = -
+ v
d(arccotv) = — v
14+v?
. dv
d(arcsecv) = ——
v-J,F —1
dv
d(arcescv) = ————
vl —1
dlarcversy) = 4

2y —v?

Nota: las [6rmulas 9 y10 se omiten ya que no son diferenciables porque son casos especiales de derivacién.

En la prictica el problema de encontrar la diferencial de una [uncién se reduce a encontrar la derivada de
la funcién y multiplicarla por dx o por Ax cuando se requicre una aproximacion al incremento de la funcién.
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EEMPI.O a
E’:' J ""Wi'Dclcrmina la diferencial de las siguientes funciones:
if.l_l‘ {8
l. y=ax—bx* 4. y=sen(3x2)
L —a—73b? . 6x cos(3x2)
dx dx
dy=(a—3bx?)dx s dy==6x cos(3x?)dx
2. y=va*-x? 5. y=axtan(x?)
d_\" - —2x d\'
dr WE -2 E = atan(x?) + ax(2x)sec2(x?)
—xdx 3 2
dy = — dy=[atan(x?) + 2ax? sec?(x?)]dx
A g
3. y=In(1—x?) 6. y=arcesc(Sx)
. oy B
B 11 dx  5xv25x —1
B 2xdx o —dx

Y= 1—x2 T xf25x2—1

EJERCICIO 1

I. Calecula la diferencial de las siguientes funciones, para los valores dados de |a variable indepen-
diente y su incremento.

. y=3—8x+5,cuandox=1ydx=0.1.

10. y =In . cuando x = 5 y dx = 0.0083.

E 2. _\,'—.r—i-—l,cuandnx_élydx_(}.{]l

é 3. y=1, Cllxﬂndﬂ x=—1ydc=025.

E 4, y=2x, cuandox = —2ydx=—0.5.

é 5. }'=%.cuandox—2ydr-—ﬁ.].

E 6. y:xﬂ. cuando x = 0.75 y dx — 0.001.

E 7. y=lanx, cuando x = 43" y dx = 0.03528 radianes.

é 8. v =cosx, cuandox = 130" y dx = —0.02139 radianes.
E 9. y=arcsen (2x), cuando x = 3 y dx — (0.045.
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: 1.
Escribe los nimerns 2
commespondientes
Qm?_ﬂkndﬂs B
genericas 2z
Com i
disciplinares
4,
i

R I I T I R I O I T I I I I I O I O O O O I T I I

3.

2

ll. Resuelve los siguientes problemas, empleando diferenciales y en plenaria discute tus resultados.

Un disco metilico se dilata por la accion del calor, de manera que su radio aumenta de 12 a
12.03 em. Encuentra el valor aproximado del incremento del drea.

Un balin de fierro de 9@ mm de radio, por su uso sufre un desgaste hasta que su radio es de 8.72 mm.
Encuentra las reducciones aproximadas que sufren su volumen y su drea.

Si A es el area de un cuadrado de lado 8 cm, encuentra dA y construye una grafica que represente
dA vy A.

Encuentra el volumen aproximado de un tubo de cobre de 35 cm de longitud, 2 cm de didmetro
interno y 3 mm de espesor.

Encuentra un valor aproximado del volumen de una cdscara esférica de 300 mm de didmetro
externo y 1.5 mm de espesor.

lll. Aplicando diferenciales, encuentra valores aproximados para las siguientes expresiones.
1.
2

365 7. In5.83
37 8. sen6l”
i 9. cos44”
83
10. tan 46°
1 1. col29°
63
12.  sec 397
1
—_ 13. In364
J50 "
14. e~
417 15. &
81

IV. Encuentra la diferencial para las siguientes funciones:

1.

y=x'—224 57— 2x 10. y=¢"
g 1. y=e¥
% 12. y=In(4-3x)

_dT_2.2
= L 13 y=In1 42
y=+a?+ x> 14.  y = In(sen 2x)

15. y = loglax + b)

16. y=Ilog+/4—2x?
y=3xyx> +4 1

y=+4—2x?

¥y = 2 cos(2x)
tan(4
y=(1+ D)J1_22 18, y— a"; 3)
y =10 19. y=xcscx
y=35% 20. y= amscn[%}

10
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. 21. y= arctan(x? —1) 29. XX +4xy+2y=a
E 22. y = arcsec(x?) x v
23. y=+/cos 5x ¥ X
X 2z 2 2
8 y=rte 3. X3 pyi=p3
— 32, x—y=¢""
25, y= 2L :
He X a? + x2 33. 2x—xy‘+6‘.—l
oD
26. y— e ¥ cos(3x) 34, j=22
. 54x
27. 3 + 2oy + S-VZ =24 35. v = arccos(3x — 4x)
28. X6y +2y=

'O Verifica tus resultados en la seccion de respuestac,

La integral definida

La notacién de suma

Para facilitar la escritura de sumas con muchos términos, reconocibles a través de una propiedad, se utiliza

----------------------------

la notacion de suma, con la letra griega maytiscula 3 denominada sigma, que simboliza matemiticamente
una sumatoria.

EJEMPLO

I:IBI'I'IP

JTI *Escribe

http://bibliotechnia.com.mx/portal

&
.

de manera explicita los sumandos a los que se refiere cada una de las siguientes expresiones:

B

a) Zxk

k=1

Solucién

3

k=1

k=-3

+[2(2) + 4] + [2(3) + 4]

3
> QRk+4) =

k=-3

Ivisor/weblvisor.php

3

by Y (2k+4

k=-3

11

a) Y X, =X +X+X+X +X+XA+X +X,

—240+2+4+6+8+10=

28

d) Zkl

3
b) E(Ek-l—ri] = [2(—-3) + 4] + [2(—2) + 4] + [2(—1) + 4] + [2(0) + 4] +

[2(1) + 4]
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O
==
[|
Pd | =
+
Ld | —
+
| =
+
Lh|e==
+
o | =

D Y=+ + @+ 0 =4+9+16+25=54
k=2

De forma general, tenemos que:

Y f) = flm) + f(m + 1) + fm + 2) + ... + f(n)
k=

Donde m y n son enteros y m < n.

En la suma el niimero m se denomina limite inferior y n se denomina limite superior, el simbolo &
(puede emplearse cualquier otra letra, por ejemplo: i, j, elcétera) se denomina indice de la suma.

Propiedades de la notacién de suma

1. EC = nC; donde C es cualquier constante.
k=1

2. ZC < flk)= Cz_ﬂk); donde C es cualquier constante.
k=1 k-1

f A

i
3. Z[f(.fc]—kg{k)] = Zf[k}—l—z:g{k]; esla propiedad se puede extender a la suma de cualquier
k=l = k=1
nimero de funciones.

4, E[f[k]— flk— l]] = f(n)— f(0): a este tipo de sumatorias se les llama sumas telescépicas, por
k=1
la cancelacion que sufren los términos inferiores.

Férmulas de la notacién de suma

nin+1) n n2(n+ 172
1= Y k= 5. YE Bt
k=l 2 i 4
2 z":kl=£m_ﬂ.}.m_ﬂﬂ 4 Zn:k.;:ﬂ(ﬂ-l-l)(ﬁrﬁ +9n* +n—1)
k=1 6 I 30
12
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EEMPI.O o
E‘_l‘,. 1" *t-Cﬂlcula la suma indicada usando las propiedades y las [6rmulas de la notacion de suma, para:
i ]P.
i " 100 n
a) Y k(5k—4) by »3j 0 Y (@i-2
k=1 i i=l
Solucién

@221

i=1

a) ) k(Sk—4)=> (5K —4k) = (5KP)+) (—4k) lepiodad3
k=l k=1 k=1 k=1

=Y OEE=AY K l Propiedad 2
k=1 k=1

_ 5[:1(::—#]}(2114—]}1_4 rz(n—l—]]] } —
6 2
3 2
:IDH +15a +5”_2,11_2_,,
6
" 34952
Zk{Sk—ﬁf}:mn +3n-—Tn
k=1 6
100 100
b) YR =2 ] Propiedad 2
j=l =1
i n(n+1)]  3[100(100 + 1]
= ]:' ’ Formula 1
: 2 2
i=1
100
s 9.3j=15150
j=1
c) Y@ —2)=2—2° } Propiedad 4
i=1

138

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

5/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

1 UniDAD

CAICIRG INTEGRA!

Area bajo una curva

En geomeltria se ha aprendido a calcular el drea de regiones poligonales y circulares. Ahora, analizaremos
cl problema de la obtencion del drea de una regién del plano cartesiano limitada por el eje de las x, las

rectas verticales x — a y x = b, y la curva f(x), donde f es una funcion continua en el intervalo cerrado
[a.b]. Veamos la siguiente gréfica:

y=flx}

Denotando esta drea por A, abordamos su cilculo.

Una primera aproximacion consiste en calcular el drea de la region rectangular sombreada A, como
se muestra en la siguiente grafica:

fix)

- fib)

A, = (b — a)fh)

o a b

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 6/10
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Considerando dos regiones rectangulares, oblenemos una mejor aproximacion del drea buscada
como se muestra en la siguiente grifica:

¥y
Ax
- / fiB)
m] /
Jix)

A, = (x, — a)fix)) + (b —x)f(B)

Si los dos subintervalos en que dividimos el intervalo [a.b] tienen la misma longitud, es decir,
Ax, = Ax, = Ax, la ecuacién anterior se puede escribir en la forma:

A, = Axf(x) + Axf(b) = Ax{f(x,) + f(b)]

A medida que el nimero de regiones rectangulares aumenta, la diferencia entre la suma de sus dreas
vy el drea bajo la curva disminuye. como se muestra en la siguiente grafica.

1 ] a-i a

15
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Si el intervalo cerrado [a.b] se divide en n subintervalos de igual longitud (Ax). de manera que

(b—a) . . .. . .
Ax = —— (grifica anterior), entonces la ecuacion de la suma de las dreas de los n rectiangulos, es:
n

A, = [fx) +flx) + fx) +.. -+ fx,_,) + flx)] Ax

Intuitivamente se hace notar que cuando el nimero n de rectdngulos tiende a infinito, la suma de sus
drcas tiende a un limite que es el drea buscada. Por lo tanto, la ecuacion del drea bajo la curva f(x), limitada
por la izquierda y por la derecha por las rectas verticales x =x, =g yx =x, = b es:

A, = lim [f(x|)+f(_rz)+ &)+ 4 fx, ﬂ-l—f(xﬂl]ﬂuc

n—+00

Ultilizando la notacion de suma, la ecuacion anterior se puede escribir como:

A, = lim ) f(x)Ax

n -10::1:_'

También debe observarse que los n rectiangulos pueden ser inscritos o circunscritos. Si consideramos
rectangulos inscritos y como f{(x) es creciente en el intervalo cerrado [a,b], el valor minimo absoluto de la
funcién en el k-ésimo subintervalo [x, _ x| es f(x, _,): por lo tanto, la ecuacién del drea bajo la curva es:

n—foo

A = lim ) f(x, )Ax
k=l

Las sumas correspondientes de las dreas de los rectangulos circunscritos son, por lo menos, lan grandes
como el drea de la regidn A y se puede demostrar que el limile de estas sumas cuando # crece sin limite es
exactamente el mismo que el limite de la suma de las dreas de los rectangulos inscritos. El valor maximo
absoluto de la funcion en el k-ésimo subintervalo [x, ,.x.] es f(x,). por lo que la ecuacion del drea bajo la
curva dividida en rectangulos circunscritos es:

A = lim )" f(x,)Ax
Imﬁ—l

"

16
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EJEMPLO o
j v i

E‘,})’ *"Encucntra el drea de la regién limitada por la curva y — x°, entre x — 0 y x — 2, considerando:

@

iy a) Rectangulos inscritos.

b) Rectangulos circunscritos.
Solucién

a) Dividamos el intervalo cerrado [0,2] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax, es decir:

(h-a) (2-0) 2
n n n

Ax

i ;. i . i ¥
Como la funcidn v = x~ es creciente en el intervalo cerrado [0.2]. el valor minimo absoluto de la
funcion en el k-¢simo subintervalo [x,_,.xJ es f(x, ).

Empleando la ecuacion respectiva de drea: A= lim Zﬂ"l— JAxconx, = (k — 1)Axy

n '!-.'il:\&_l

f(x,_) = [(k — 1)Ax]" tenemos que:

n n

S f pAx =Y "[tk—DAxPAx =3 (k—1(Ax)?
k=1

k=1 k=l

2 e ¢ ; :
Como Ax =—, al sustituir en la ecuacion anterior, se liene:
n

3 fx A=Y (k1) [3}
P -1 i

Nk —ng +;‘1]

k=1

By B
=—N -1 =—
”31-_1{ T

Aplicando las formulas 2, 1 y la propiedad 1 de la notacion de suma se tiene:

Z{I& ]L&X:i{ n[n+l)(2n+i]_2n(n+1}+"]
Fr n? 6 2
_i[zﬂj-i-?lﬂz+ﬂ—ﬁﬂ2—6ﬂ+ﬁﬂ]_i[z.'lj—:}ﬂz-i-ﬂ]
ol 6 3 n?
iy L LB
3 n ntl 3 n 3n2
17
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Tomando el limite cuando s tiende a infinito se obliene:

A= lim

oo n  3n? 3 oo 3o0?

8 4 4}_8 4 <4 8
- 3
Porque 4 —0y ij — 0 cuando 1 — oo.
n 3n*

El drea de la region es 3 == 2.67 unidades cuadradas.

Cada rectdngulo inscrito bajo la curva puede representarse graficamente como se muestra a continuacion:

(2.4)

£ x

2

o | Ax
b) El valor maximo de la funcién en cada subintervalo [x,_,.x,] es f(x,). Empleando la ecuacion respectiva

de drea: A= lim Ef(xkjl&r, con x, — kAx y f(x) = x°, tenemos que f(x,) — (kAx)’. Por lo tanto,

L ‘imi_l

Y fa)Ax =) (kAx)?Ax =) KX(Ax).
k=1 k=|

k=1

Con Ax = —y, al suslituir en la ecuacion anterior se ticne:
n

Aplicando la [6rmula 2.

n g " ; zi_i " »
Eﬂ.r&}&r—g:!k ;]_nigx

8 H{H+I){2n+l}]_ 8 [2;13+3n—’ +ﬂ]_8[2n3+3ﬂ1+.’1]
3 6 o’ 6 % n?
8.4 4

3 n 3n?

18
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Tomando el limite cuando n se tiende a infinito se obliene:

8 4 4
A= lim |—+—+
asteold n 3n?

_i34 4

—t—

1 &5 ek

A:

| oo

Porque <A Oy iT — 0 cuando n — .
n In-

8
El drea de la region es 37 2.67 unidades cuadradas.

Cada rectangulo circunscrito bajo la curva puede representarse griaficamente como se muestra a continuacion:

}.'

el 2.4)

Ax

b

Con estos ejemplos se verifica, que las sumas superior ¢ inferior coinciden en el limite, por lo tanto, el drea
bajo la curva coincide con este limite.

L]

Sumas de Riemann

Sea funa funcion continua en un intervalo cerrado [a,b]. Dividamos €ste en n subintervalos seleccionando
cualesquiera n — 1 puntos distintos, intermedios entre a y b, digamos x,, x,...., x,_, conx, = a y x, = b, orde-
nados de tal manera que x, < x, < x,<... x_,=< x, aunque dichos puntos no sean necesariamente equidistantes.

Los subintervalos asi construidos [x,x,), [x,.x,)..... [x, .x,] tienen longitudes Ax, Ax,.... Ax,
respectivamente, es decir, Ax, = x, — x,_, para k = 1, 2,..., n. Debe notarse que eslos intervalos son
cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha, excepto el dltimo que es cerrado, por lo que se explica
a contlinuacion.

19
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Al conjunto A = [x,x).[x.x) ..., [x,_.x,] de los n subintervalos construidos se le llama una par-
ticion del intervalo |a,b). Particionar (no partir) un conjunto significa dividirlo en una coleccién de
subconjuntos ajenos entre si, cuya unién es el conjunto particionado, algo semejante a lo que se obtiene
rebanando o partiendo un pastel, pues se obtienen partes ajenas del mismo (rebanadas) cuya unién forma
el pastel original completo. La particién del intervalo [a,b) se ilustra en la siguiente figura.

‘-t

Ax, Ax, Ax, Ax S @)

Seleccionamos en cada subintervalo [x,_.x;] un punto &, de manera que x,_, < & < x,, como s¢
muesira a continuacion:

Ax, Ax, Ax Ax [

20
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La suma de las dreas de los rectangulos cuya base es x,_,.x, y su altura es £, se representa por la su-
matoria f(£)Ax, + f&) Ax, + ... + fl£,)Ax, que en notacion de suma se escribe:

Y fE)Ax,
k=1

Se denomina suma de Riemann, con la cual se aproxima al drea bajo la curva, cada vez mejor en la
medida que n aumenta.
La suma de Riemann es una aproximacion al drea bajo la curva. Por lo tanto,

A=) JE)Ax,
k=l

y para funciones continuas, ¢l drea bajo la curva se obtiene tomando el limite, cuando n tiende a infinito,

A= lim > f(§)Ax,

n- '“Ek—l

Es decir, area limilada por el eje x, la curvay = fx y las rectas verticalesx = a, y = b.

EEJ’EMFLO

E‘" Y*l Dada f(x) = %, con 0 < x < 3, encuentra la suma de Riemann para la funcién f(x) en el intervalo [0,3], usan-

el N

i 5 . 9 1 3 5 ) e
L do la particién A: xn=0.x|=§,x2=z.,x3=E*_L¢=3y§1 =E.£2=].§3=E,§4=E.Trazalagraﬁc:1

de la funcidn en [0.3] y sefiala los rectdngulos cuyas medidas de drea son los términos de las sumas de Riemann.

Solucién

La suma de Riemann para las condiciones dadas es:

4
Zﬂf.t) Ax = f(€) Ax, +f(&) Ax, + (&) A+ f(E) Ax,
k=1

Sreomn (i o] oi-3)o G- SBT3

4
3 f(E) Ax, = (0.0625)(0.5) + (1)(0.75) + (2.25)(1) + (6.25)(0.75)
k=1

4
Ef(rfk JAx, =0.03125+0.75+2.25+4.6875="1.7T1875

k=1

21
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9 (3.9

o — ,
e .. La suma de Riemann para la fun-

cién f(x) = x"en el intervalo ce-

6] rrado [0,3] con las condiciones de
il particion dadas es de 7.71875.
4
3
27 .
X G| 5 5
§ & &

Introduccién a la definicién de la integral de una funcién

El concepto de derivacidn es requerido para precisar la descripcion de pendiente de una curva, la velocidad
de las particulas en movimiento o mas generalmente. del concepto de razén de cambio. El concepto de
integracion esta relacionado con la descripcion de dreas de regiones cuyas fronteras pueden describirse
mediante una funcién.

Integral definida

Si f(x) es una funcién definida en el intervalo cerrado [a,b], entonces la integral definida de f(x) entre
b
a y b, denotada por el simbolo ] f(x)dx esta dada por el limite de una suma de Riemann para cuando

¢l niimero . de subintervalos tiende a infinito. Es decir.

[ e =tim 3 (e )Ax,

"- +wk—]

Matemiticamente se lee: integral definida de f entre los limitesa y b.

22
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Notacién de Leibniz para la integral

La definicién de la integral como limite de una suma condujo a Leibniz a hacer uso del simbolo fpam
denotar la integral porque es semejante a una S maytscula que sugiere el concepto de suma:

[ o

El paso al limite a a partir de una subdivision finita en porciones Ax, es indicada mediante el uso de la
letra d en lugar de A.
En esta notacion se identifican los siguientes elementos para la integral definida:

e limite de infegracion supsrior
b
~—— = Inlegrando
e,
fix) @
t Variable de infegracion

limite de integracion infasior

La integral definida propia e impropia

La integral definida entre los limites a y b, representada por la expresion:

J; * fodx,

es geomélricamente interpretada como el area de la region del plano cartesiano limitada verticalmente por la
curvaf y el eje x. y horizontalmente porlas rectasx =ay x = b.
Si dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud (Ax) podemos escribir:

b
[ feodr=tim 3” g )ax Si 11— 400
a Ax—l

Ax—0

Si los n subintervalos de la particién del intervalo [a,b] no son de la misma longitud, exisile un subin-
Lervalo tal que su longitud es mayor o igual a la de cualquier otro. A la longitud de tal subintervalo se le
denomina norma de la particién y se denota por || Ax||.

Es claro que si n — +o0, entonces || Ax|| — 0, por lo tanto, podemos escribir:

B n
dx = i Ax
. feodx Jm 3 f(e)As,

23
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"

Al considerar la expresién anterior y si fes continua en [a,b]. estamos seguros que el lim Z fE)Ax,
=t
existe y, por lo tanto, fes integrable en [a,b].

b
De lo anterior establecemos que J Ji{x)dx representa a la integral propia de f(x) entrea y b.

Sifno es continua en [a,b]. entonces el limite puede existir o no existir y, por lo tanto, f puede ser
integrable en [a,b] o no serlo.

Asimismo, establecemos que {x)dx representa a la integral impropia de f(x) entre @ y b, siem-
q f p g prop y

pre y cuando el limite exista: en {:i caso en que ¢l limite no exista. se establece que f f(x)dx no tiene

significado.

EJEMPLO .
2

Sr | 3
E_ ir &I-Encuenim el valor exacto de la integral definida L rdx.
TERE A

Solucién

Considerando una particion regular del intervalo cerrado [0,3] en n subintervalos, se tiene:

(bh—a) B {3—'.'])_ 3

Ax=
n fl n

Seleccionando a £, como un punto en cada subintervalo, tenemos:

£,=G+’—?$ £2=0+2[%], §_¢,=0—|—3[§]$...e §l=0+k[%J..... fm:{}—l—n[%].

Como f(x)= x2, resulta:

2
f({i}—[(] + 3k] Qk,

n

Por laexpresion f f(x)dx= lim Z # {E_k );i"'u:;c lenemos:

n Jlml |

fxcb._ lim Z ][ ]: ifikz
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Por la férmula 2 de la notacion de suma, resulta:

3
[ x?dx— tim 2
0

x—+pno MN°

m:n+1)(2n+1)}: fim g[zn-‘+3ﬁ3 —i—n]
n oo

6 n

3
J: xdx = lim 2

) n—to0 L

3 | ’ 9 3 |
2+—+—i= Im —|24+—+—
n ntl et 2 oo oot

3 g
j‘ P dx=-(2+0+0)=9

1]

3
& L & - " 7
.. Geométricamente la f x? dx representa un drea comprendida entre el eje x y la curva y = x°, entre

s

x=0yx=73igual a9 unidades cuadradas.

. I. Contesta las siguientes preguntas y sacializa tus respuestas.
Escribe los niimeros . . .- . 9
[m—————— . ;Para qué se utiliza la notacién de suma?
Competencias . . L ) i -
genéricas 2. En lenguaje matemadtico, ;qué simbolo se usa para representar una sumatoria?
Competencias 3 — - . . ..
disciplinares 3. ;Qué clementos se deben considerar para calcular el drea bajo una curva en una regién del plano

cartesiano?
4. Explica como se precisa ¢l cilculo del drea de una region del plano cartesiano.

5. ;Cual es la diferencia entre el uso de rectangulos inscritos y circunscritos en el cdlculo del drea de
una region del plano cartesiano?

6. ;Qué es una particion del intervalo |a,b]?

7. (Qué es la suma de Riemann, para una funcién f dada en intervalo cerrado [a.b]?
;Qué representa geométricamente una suma de Riemann?

9. ;Qué representa geométricamente el limite de una suma de Riemann?

10.  ;Qué es una integral definida?

11. Explica cada uno de los elementos de una integral definida en la notacién de Leibniz.
12 ;Qué se entiende por norma de la particion?

13.  Explica qué es una integral propia y qué es una integral impropia.

I I I I R I O I O T O I O O O O T O
=]

25
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Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

1. Escribe de manera explicita los términos de cada una de las siguientes expresiones:

5 4 7
a) Y (Z,—1pP by 3 ax} e > .(x,—¥)
k=1 k=1 k=1

2. Expresa cada una de las siguientes sumas, usando la notacién de suma:
a)  (my+m)+ g+ ) + (5 + 1) + ...+ (g + ng).
b 2x,—y»+b)+Cg—v+b)+ ...+ (2x,— v, + b,).

ﬂ
€) Lo+
I+x 1

d) \f_rl —2+\f.r1—2+\f13 —2+ ... fx,—2.

a a a

L3 4+ 1
+x, 141, I+ x;

3. Calcula el valor numérico de cada una de las sumas indicadas a continuacidn:

8 5
a) Y (5k—3) d Y.V
k=1

=3
T 3 ]
(k+1) [ ]
b) g &) ,-Z. T
4 5 .
k = [_l]_ﬂl
©) ;[Ic—]} D Z. j
= J_

4. Calcula las sumas que se indican y menciona las propiedades y las férmulas de la notacién de suma
que utilices:

< R 1
a) gzk(k—l] &) ?j}‘ﬁ
20 . & ]

B §3ktk‘+2,r &) gk(k_”]

40

g 2.61-5 p 2ZFT-2i]
k=1 =

B8 s § W BB ® W RS W SR B WSS S B W SRS E S S WS EE S S S WSS B WSS S B WSS S WSS E SRR W WS WS WS WSS SR SN WSS W SRS WSS SRS EE e E N

26
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La integral

Encuentra el drea de la region limitada por la curva dada, el eje x y las rectas indicadas, tomando

rectingulos inscritos y circunscritos para cada funcidn.
a) y=2lasrecltasx = —4yx—=4.

b) y=x,lasrectasx = —4 yx=0.

¢) y=x+4 lasreclasx= 2yx=13.

d) }‘Zm, las rectas x = -6y x = 3.

€ y=x,lasrectasx=—1yx=2.

fl y=¢"lasrectasx = —-2yx=3.

g) v=i* las rectas x = 1 yx = 3.
: =

Con la notacion de suma, determina la suma de Riemann para cada una de las funciones en el in-
tervalo dado, con la particion A y los valores £,. Traza la grifica de la funcion en el intervalo dado y

sefala los rectiangulos cuyas medidas de drea son los términos de la suma de Riemann.

1 3 5 5
a) f(r}:x—E. l<x<3 Aixy =1 x':§’ x2:§ 11:5,14:3,
3 13 17
=1‘ .|=—' — — T
& & ) & 6 & 6
b) 3 : I 1 5 :
Ji=x - 1<x< A, =1, 5,=—+; 12—5. Fp=1, 14—5. =2
1 2 3
E»I:_E‘ 52:0, 5325 é-s:! 5125-
o) flx)=x+4, —2<x<3; Arx,=—2, x=—1, x,=—-l-.xg=0. .r4=l, x.=§.
- - 4 - 27 4
5 3 | 5 5 9
X =2, H=5 X =3 £J:_:* 52__1’ £1:O*§4:E 'Es_g f«s:g 57:?

11

=7

d fO=x-x+1,0<x<2 Aix=0,1,=02,x,=05,x=07,x,=1,x5.= 13,

=18 x=0E=01,5=04£=068=09,£6=11,=15&=2.

27
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E g) Flx)=5* 1<x<4 Avay—1, xlz_?.xz:E. .r3=I, x, =4
. 9 15
- EIZZ'§2=Z=£J_3£4=I'
E N fix)= ] —I<x<:3'£rx——lx——l x—(]x—l x—ix—z
: FgpgT = — - 8 ! AL N i
. 9 5 3 1 7
E Iﬁ—i, 1'?=§ IB=3. §|=_1.£2=“.£3=3.64=I,£5=E. £6=2.
5
‘57_5* ‘fs=3
7. Encuentra el valor exaclo de las integrales definidas.
“ed S
a) JI X dx ) L-x X
3 5
b) fqu—3+l)dx I L.rldx
il 3
o [ —dx B +6x+3)d
. x 1
.3 2
O [ ade I

4
) fl (2x + Ddx

¢Vori=ﬁcat|.|5 resultados en la seccion de respuestas.s « s s s s s s s s s s s s m m s s s e e o e a0

Propiedades de la integral definida

La integral definida calculada a partir de su definicion, es decir, determinando el limite de la suma de
Riemann, resulta ser complicado y poco prictico. Con el fin de establecer un método sencillo y eficaz, es
necesario reconocer algunas propiedades de la integral definida, como las que se muestran a continuacion.

28
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Teoremas sobre las sumas de Riemann

1. Si A es cualquier particién del intervalo cerrado [a.b], se establece que:

n

lim Ax, =b—a
A D; ¢

2. Sifestd definida en el intervalo cerrado [a,b] y si lim EC flx, )Ax, existe, donde A es cualquier
a0y

particion del intervalo [a,b], y C es cualquier constante, lenemos:

lim Cfix, YAx, =C lim (X, )%
e .ng f Az, A .ngf e

Teoremas que dan lugar a las propiedades de la integral definida

1. Sila funcién fes integrable en el intervalo cerrado [a.b] v C es una constante arbitraria, lenemos:

ﬂ(:ft_xm =Cfﬂx}¢x

2. Si las funciones fy g son integrables en el intervalo cerrado [a,b] entonces [+ g es integrable y se
establece que:

f:[_f{xH 2(x)]dx = ff(.r:-;iﬁfg{x)dx

Este tcorema se puede aplicar a cualquier niimero de funciones, es decir, si las funciones
fis s fis o f50n todas integrables en el intervalo cerrado [a,b] se tiene:

b b b _ b b
[ 1h@+ @+ 0+t [ = [ fwdt [T pmat [ podett [0

Es igualmente aplicable a restas y sumas de funciones.

3. Sila funcion fes integrable en los intervalos cerrados [a,b], [a.c] v [c.b], tenemos que:

b r b
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx, dondea<c<b

29
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Esle teorema se interpreta geométricamente, si f(x) > () para toda x en [a,b], enlonces se establece
que el drea bajo la curva y — f(x) entre a y b se puede partir en dos dreas, entre a y ¢, ¢ y b. como se
muestra a continuacion:

.‘:.
y=[ix
ﬂ
A! A!
A=A +A,
7] a I b *

Puede generalizarse al caso en el que ¢ no es punto intermedio entre @ y b, como lo establece la
siguiente propiedad.

4. Si fes integrable en un intervalo cerrado que conliene los tres nimeros a. b y ¢ en cualquier orden,
entonces:

[ fwdse= [ f@dr+ [ food

5. Sifes la funcion constante f(x) = C definida en el intervalo cerrado [a,b] se tiene:
b b
| rwax=[ cax=cw-a

Esle teorema se interpreta geomélricamente para cuando C = 0, estableciéndose que la integral definida
b
f Cdx da la medida del drea de la region sombreada. que es un rectdngulo cuyas dimensiones son C
i

unidades y (b — @) unidades como se muestra a continuacion.

30

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 2110



14/2/2017 Bibliotechnia -

UNIDAD ]

La integral

6. Si las funciones [y g son integrables en el intervalo cerrado [a.b] y flx) > g(x) para toda x en [a,b],
tenemos:

] ]
x)dx = ).
L fx)dx >L e(x)dx

Geométricamente, este teorema significa que si dos regiones comparten la misma base y estdn limitadas
lateralmente por las mismas rectas verticales. una de las dreas serd mayor o igual a la otra si su tapa nunca
estd por abajo de la tapa de la otra, como se observa en la siguiente grifica:

' y=g(x)
// | _v=¢
[
0 a b -

7. Supongamos que fes continua en ¢l intervalo cerrado [a,b]. Si m y M son, los valores minimo y
miximo absolutos de fen |a,b] respectivamente. de tal forma que m < f(x) < M, para toda x tal que
a < x < b, entonces:

b
mib—a) < f flx)dx < M(b—a)

31
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Si f, ademds, no toma valores negativos, la interpretacion geométrica de este teorema establece que
el drea bajo la curva de una region cuya tapa se encuentra entre las rectas horizontales v=my vy =M. en
todo punto del intervalo [a.b], tendrd un valor intermedio entre las dreas de los rectingulos con base
en [a,b] y cuyas alturas son m y M. como se muestra a continuacion:

y=f(x)
M — T Ao V=M
//\
m 1 Y=

(e a b
EaIEMPI.O =
Té,q? #mAplica ¢l teorema 7 de las propiedades de la integral definida para encontrar el mayor y el menor valor
2 -‘J'-. posibles de:

3
[ (2x% +3x2 — 12x)dx
Jo3

Solucion
l. Se calculan los maximos y minimos relativos para y — 2x 4 3x° — 12x.

a) Se determina la primera derivada de la funcién:

y=2¢ 43— 12

y' =67 +6xr—12=2"tx—2

b) Se iguala la primera derivada a cero para oblener los extremos relalivos:

24x—2=0 +2=0 x—1=0

(x+2)x—1)=0 n=-2 x; =1

Raices reales o valores crilicos.

32
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¢) Seagregan los extremos del intervalo y se calcula la funcién en los valores criticos para obtener el minimo
y el maximo absolutos:

2¢' +3x — 1 valor de la funci6n
-3 2A=3) + 3(—3) — 12(-3) 9
-2 2(—2) + 3(-2)" — 12(-2) 20
1 21 + 3(1) — 12(1) =
3 2037 + 33 — 12(3) 45
A partir de la tabla se concluye que el minimo absoluto de la funcién es y = —7 y se alcanza en x = 1;

el maximo absoluto es y =45 y se alcanza en x = 3.

2. Tomando m — —7 y M = 45 en la expresion del teorema 7 se obtiene:

b
mb—a) < [ f(x)de < Mb—a)
=DE-3)< f';:'zx} +3x2 —12x)dx <45(3—(-3))

3
—425‘[1(2;3 +3x2 —12x)dx < 270

Miis adelante se encuentra que el valor de esta integral es 54.

Teorema del valor medio para integrales

Previo al andlisis del teorema del valor medio para integrales, revisaremos el teorema del valor intermedio,
para funciones continuas que se requiere para demostrar el teorema del valor medio para integrales.

El teorema del valor intermedio establece: si f es continua en el intervalo cerrado [a,b] y fla) = f(b),
entonces, para cualquier nimero k entre f(a) v f(b), existe un niimero ¢ entre a y b tal que fic) = k.

La demostracién de este teorema estd fuera del objetivo de este libro, por 1o que se deja para un curso
mds avanzado.

El teorema del valor intermedio puede interpretarse geométricamente. En la figura de la pagina 34 se
observa que (0.k) es cualquier punto del eje y entre los puntos [0, f(a)] y [0. f(5)]. El teorema del valor

intermedio establece que la recla v — k debe intersecar a la curva cuya ecuacion es y = f(x) en el punto
(c.k), donde ¢ estd entre @ y b, como se muestra a conlinuacion.

33
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x

Se hace notar que para algunos valores de & puede existir mds de un valor para c.
El teorema del valor intermedio establece que siempre existe por lo menos un valor de ¢, pero que no
es necesariamente Unico, tal como se muestra a continuacion:

¥
y=fix)

fib

k L e r )I = k
fla) /_\/ =_|I"h?|j =_ﬂf2} =_|r[t‘}j

y ? !
x
2] a (=8 o, C: b

El teorema del valor intermedio establece que si la luncidn f es conlinua en un intervalo cerrado [a,b],
entonces f loma todos los valores entre f(a) y (&) cuando x toma todos los valores entre a y b.

34
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E“.!EMPI.OS

n ¥ \.d 1

_n.',”ffl x—2 sil<gx<3
g -lj-. - Consideremos la funcion f definida por tramos:  f{x)=1{ .

e x* si 3ox<4

La grafica de esta funcién se presenta en la figura de la izquierda, dado se hace notar que:
a) La funcidn estd definida en el intervalo [1.4], pero no es continua, dado que f(1) = 0y f(4) = l6.

b) Sik es cualquier nimero entre 2 y 9, no existe valor de ¢ tal que f(c¢) = k porque no hay valores de la
[uncion entre 2 y 9.

4,16}

_........_m

— b3 s LA
[ ———
] L

(3.1)

==
F—

-4 3 -2 -1

o-3)1

—pd i i W O md GO
PR ' I
—t —t +—t

=

Consideremos ahora otro ejemplo de una funcién para la cual el teorema del valor intermedio no es
valido.

2 ®eSca f(x)= ! X cuya grifica se muestra en la figura de la derecha en la que se observa que:

xX—

a) La funcion f es discontinua en 2, que es un punto del intervalo cerrado [0.3]. ya que f(0) = — % y

f3) =L

b) Sik es cualquier nimero entre —% y 1, no existe valor de ¢ entre 0 y 3 tal que f(c) = k.

Después de haber ilustrado con un par de ejemplos el papel que juega la continuidad en el teorema del
valor intermedio, se puede formular y demostrar el teorema del valor medio para integrales.

35
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El teorema del valor medio establece:

Si la funcion f es continua en el intervalo cerrado [a.b]. entonces existe un nimero X tal que

b
agxgbyfﬁnﬁzﬂmm—ax

Demostracién del teorema del valor medio para integrales
Es un hecho que toda funcion continua en un intervalo cerrado alcanza sus valores extremos, es decir,
médximo y minimo absolutos, en algunos valores x del intervalo.

Si fes una funcion continua en [a,b], existen xm y xM, ambos entre a y b, es decira < xm < by
a< xM < b tales que fmax = M = fxM y fmin = m = fxm. Ademas. m < fx < M para toda x en [a,b].

Por el teorema 7, resulla:

b
mib—a)< f flx)dxe < M(b—a)

Como (b — a) es positivo, porque a < b, al dividir entre (b — a), se obliene:

]
| fods
m<=a_ =M
— ({b—a)

Como M = fxM y m = fxm, la expresion anterior se convierle en:

b
flx)dx
fl.'Xm]{_i"‘(b—g F(XM)

— )

Por el teorema del valor intermedio, existe X entre Xm y XM 1al que,

Jﬁﬂm

=

o hien,

]
f flx)dx =(b—a)fix).

para alguna X entre a y b, con lo que queda demostrado ¢l teorema del valor medio para integrales.

Para visualizar lo que asegura el teorema del valor medio para integrales, consideramos, a manera de
ejemplo, una funcién positiva, continua en ¢l intervalo [a.b].

En la figura de la izquierda de la pagina 37 se muestra la grifica de una funcidn positiva, definida
en el intervalo [a,b], que define la region ABCD, cuya drea es abfxdx. También se muestra el drea de un
rectangulo ABFE que comparte con la region ABCD tres de sus lados y sélo difiere de ella en la tapa.

36
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E
o

La integral

Una forma de saber que las dreas de ambas regiones son iguales, es cuando son iguales las dreas A, y A .
En la figura de la izquierda, claramente A _ es menor que A, por lo tanto, el drea del rectdngulo ABFE es
mayor que el drea de la region ABCD, pero queda claro que es posible bajar el segmento FE hasta que
A, yA_ scaniguales, como se muestra en la figura de la derecha. Al coincidir las dreas A_ v A , el drea
bajo la curva, dada por la integral, tendrd el mismo valor que el drea del rectingulo, cuya altura es fX,
para algiin valor de X intermedio entre a y b. Dicho de otra [orma,

b
f f(x)dx = (b — a) fX, para alguna X en [a.b],

y para ello basla que f sea conlinua en el intervalo [a,b].

V=R v =fix)

ar‘L -3 & 3 7
' @e-Encuentra el valor de X tal que ‘] Jx)ydx = fX)3 — (=3)), sif(x) = 2 + 3x — 12x.
J 3

o

Solucién
.3 =
Primero se determina el valor exacto de la integral definida j (2x + 3x* — 12x) dx.
3

Considerando una particion regular del intervalo cerrado [—3.3] en n subintervalos, es decir:

Ax

o (b—a) _ (3-(=3) ¢
n n n

Seleccionando £ como un punto en cada subintervalo, se liene:

&=-3 +§. g = —3+2|%]. ¢, = —3+3[;]...., ¢ =3 +n{%]..... & =-3+n

n

37
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Como f(x) = 2% + 32" — 12x, resulta:

fle) = [ 3.+ﬂ +3[—3+ﬁ_—12[—3+ﬁ}
" n

. k i K} k
&) =2|~27+162——324—5 +216—5 | +3|9— 16—+?6— -12 z+

324k 648k 432%° 108k 108%2 T2k
fl&)=—54+ e S T 4 +36——
n n- n n n n
144k 540k 432k On® +144kn? —540k%n + 43283
f[ék}=9+ B o : =[ n- 4+ i : n-+ ]
n n- n n

Porlacxprcsiﬁnf flx)dx = A_ llm Zf(ﬁi)ﬂx tenemos:
* g

f (23 +3x2 —12x)dx = lim -

R |Dt.k|

z":[gn-‘ + 144kn* — 540k%n + 43247 ]{ g]

n n

— lim —"Z(gﬂ +144kn? —540k2n +432k3)

n 1mﬂ i
— tim 2o E]+l44n22k 54[}.*sz2+4122!<‘]
n-ricont? k=l R k=1

Por las férmulas de la notacién de suma. resulta:

2 2

— tim 2|on3(n) 1 18402 GHOHD 545, N FDAnHD | g3y 27 (2 D)

n--rimﬂ4 2 6

6 (o, , 144n* +144n3  1080n* +1620n° + 54002 4320 + 864n° +432n1]

= lim —|9* + = +

n 'Imﬂ.‘ 2 6 4
i 6 (54n* +432n* +432n% —1 080n* —1 620n° — 54007 + 648n* + 1 296n° +643u1]
_n-aimf14 6

5 4 3 2

i 4n* +108n +108n ]= - (54+@+ms]

I n* PR n n?

=[ 108 "}8] 5440+0—54
(& 0]

3
El valor exacto de la integral definida f 3{2.1:] + 3x" — 12%) dx es de 54 unidades cuadradas.

38
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Por el teorema del valor medio para integrales, tenemos:
b
[ dx= foxe—a) 54— f(x)(6)
3
fJ(Z.r3+3x3— 12x) dx = f(x)(3—(—3)) o f(x)=9

Para determinar el valor de x, tenemos que:
2¢ + 38" — 12x=9
x(2+3x—12)=9

De tal forma que:

x=9 y 27 +3x—12=9 o 2X+3x—-21=0

Para la primera ecuacion tenemos que x; = 9.

Para la segunda ecuacion aplicamos la formula general para ecuaciones de segundo grado, lo que resulta:

b b —dac
o 2a
30420

22) L 3T
—3+4177 _ 2 4

B N 3177

_1'3 Z—T—'—'—""

317 : : ;
Rechazamos los valores x; =9y x, = = ya que no estin contenidos en el intervalo cerrado
[-3.3].

3 _qa f
f }(2.r3 +3x2—12x)dx = f[y}(ﬁ)

.

Valor promedio

El valor f{x) dado por el teorema del valor medio para integrales se llama el valor medio o valor promedio
de fen el intervalo cerrado |a.b]. Es una generalizacion de la media aritmética de un conjunto finito de n
nimeros f(x,), f(x,), fx;),.... f(x,), la cual estd dada por la expresién:

IS e
n,

39
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Considerando una particién regular del intervalo cerrado [a,b] que se divide en n subintervalos de
(b—a)

n

igual longitud, se obliene Ax =

Sea &, cualquier punto del k-ésimo subintervalo la media aritmética de los valores que toma la funcidn

en los n nimeros asi oblenidos queda representada por: lfofk}.
Bk

b—a

Como Ax =

: 1 Ax oo .
se liene que — = TR que al sustituir en el cociente, da lugar a:
n n —d

FAT s I o

LIS —_—— — .

A €)= D f6) =5 €A
Al tomar el limite cuando n — +00 0 Ax —+ (), tlenemos:

. 1
lim
" =H3r_|f-.‘—ﬂ

- fe A ——— [* feodx
b—ada

k=1

De lo anterior, se concluye que:

Si la funcion fes integrable en el intervalo cerrado [a,b], el valor promedio de fen [a.b] es:

= 1 b
gl s
EaIEMPI.O )
E"’h‘ *"Encucntra el valor promedio de la funcién f definida por f(x) = 2x" + 3x" — 12xen el intervalo cerrado [—3,3].
i/

Solucién

Del ejemplo anterior, se obtuvo que f > (22 +32— 120dx =5
3
El valor promedio (VP) de fen [—3.3] es:
b 3
[ rwar [ eerae-oa g

VP = = Y
(b—a) (3—(-3) 6

40
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i
.. El valor promedio de la funcidn f definida por [1 (2x' + 3x" — 12x)dx en el intervalo cerrado

[—3.3],es9.

El valor promedio de una funcidn tiene aplicaciones importantes en la fisica e ingenieria en relacion con
el concepto de centro de masa; en economia se aplica en el calculo del costo total promedio o del ingreso
total promedio. Dichas aplicaciones se analizarin mds adelante.

EJERCICIO 3
s I. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas y socializa tus respuestas.

m":m 1. Describe los teoremas sobre las sumas de Riemann.

mm 2. Enuncia los teoremas que dan lugar a las propiedades de la integral definida.

m 3. ;Qué establece el leorema del valor intermedio?

4. Escribe el teorema del valor medio.
5. ;Qué establece el teorema del valor extremo?
6. Explica qué es el valor medio o valor promedio de una funcién en un intervalo [a.b].

1. Cita las aplicaciones del valor medio o valor promedio.

Il. En equipo, resuelve los siguientes problemas y en plenaria discutan sus resultados.

1. Aplica el leorema 7 de las propiedades de la integral definida para encontrar el mayor valor y el
menor valor posible de:

3 & X
a) J| Sxdx b L4+,1-3
I : 4
by [ (+x3d 2) fuig—xzm
=5 2
) ] x2 dx h) f (B —4x’ —12x7)dx
S0

d) E\ha—x?dx ) f”?dx

sx—35

BE B 8 8 F R SRR S S E W EE R E R R R EE SR FEEE R SR EE SRR EE SRR R R EE R EE RN

€) J;Z\jl +xidx

4]
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2. En los siguientes problemas se dan una funcién fy un intervalo [a,b]. Determina si el teorema
del valor intermedio es vilido para el valor dado de K. Si dicho teorema es vilido, encuentra un
numero ¢ lal que f(c) = K. 5i el teorema resulta no ser vilido, explica el porqué. Dibuja la grifica
correspondiente de la curva y larectay = K.

a) fx)=4+x—25[03:K=1

R T T R I

by f(x)=+25—x*;[-4,3;K=3

LR ]

2 1
- . [5-1hK=——
c) f':.l'\-' £ 4[ ] 2

245 -2<x<1
d) fl‘,x}=| ) , . ]:[—2,3]:!(’:—]

—lsil<x<

&) f)=xX4+3x-2[-1,21; k=3
N flx)=443x—x3[25K=1

8 flx)=—64—x%;[0.6]; K =—6

B ) =——[01; K =4
2x—1

3. Encuentra el valor de x que satisfaga el teorema del valor medio para integrales. Construye la gréfica
correspondiente a cada caso.

W2 4
3 : 2
a) Jnx dx d) L[Z-l—x x*)dx
b ‘2 4x+5)d; 2[4 3 —3x?)dx
}fl{.t+x+)r e)f]_r X
2 3
o [xtax n [ e +nax
Q Verifica tus resultados en laseccion derespuestas.s « s s s s s s s s s s s s m s s s v a v w oo 0w s
42
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La integral definida

Los conceptos fundamentales de la integral definida fueron empleados por los antiguos griegos muchos
afios antes de que fuera descubierto el cdlculo diferencial. En el siglo xvii, casi simultincamente pero en
forma independiente, Isaac Newton y Gotifried Wilhelm Leibniz trabajaron en la aplicacion del cilculo
para determinar el drea de una region limitada por una curva o un conjunto de curvas, para ello, calcularon
una integral definida mediante la antidiferenciacion; en cuyo proceso de solucion estd contenido el teorema
fundamental del cilculo. Para establecer y demostrar el teorema fundamental del cilculo, se analizardn
las integrales definidas con un limite superior variable y un teorema preliminar.

Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado [a.b], entonces el valor de la integral definida
f f(x)dx depende tinicamente de la funcmnfy de los nimeros a y b y no de la variable x. que es la
variable independiente. Del ejemplo j X’ dx se determina que el valor exacto de x es 9. Se podria haber

empleado cualquier otra literal en lugar de x; por ejemplo:

LB.?zds = j:rf’-dr = ﬁfuzdu = ﬁfvzdv =9

Sifes continua en el intervalo cerrado [a.b]. entonces fes integrable en [a.5]; por la definicidn de la inte-

gral definida, se garantiza que . L ’ S(v)dv existe. Por lo anterior, se establece que si la integral definida

existe, representa un valor tinico. Si x es un valor numérico en |a.b], entonces f es continua en [a.x]

ya que es conlinua en [a.b]. Por consiguiente, ’u fiv)dv define una funcidn F que tiene como dominio
Ja

a lodos los valores numéricos en el intervalo cerrado [a.b] y cuyo valor de la funcién en cualquier valor

numérico x en |a.b] esta dado por:
Flx) = f fdy

Si los limites de la integral definida son variables, se emplean distintas literales para estos limites y
x

para la variable independiente en el integrando, esto es. en la ecuacion F{x) = f flv)dv, como x es el
o

limite superior empleamos la literal v como la variable independiente en el integrando.
Sien la ecuacion Fix) = fl fvidv. f(v) = 0 para tedos los valores de v en [a.b], entonces el valor
F(x) se puede interpretar geométricamente como la medida del drea de la regidn limitada por la curva

= f(v), el eje v y las reclas v = a y v = x (ver figura de la pagina 44).

43
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¥ ¥v—=a v=x v=>h y=fv)

Con base en la figura anterior, se puede ver que Fla) — faﬂv}ﬂ‘v es igual a cero.

Ahora establecerd y demostrard el leorema a que da lugar la derivada de una funcidn F definida como
una integral con un limile superior variable.

Teorema. Sea la funcion fcontinua en el intervalo cerrado [a.b] y sea x cualquier valor numérico en [a,b].

Si Fes la [uncidn definida por F(x) = fxf(vj . entonces F'(x) = f(x).

Si x — a, la derivada en F'(x) — f(x) puede ser una derivada por la derecha; si x — b, la derivada en

F'(x) = f(x) puede ser una derivada por la izquierda.

Demastracién. Considerando dos valores numéricos (x,) y (x, + Ax) en el intervalo cerrado [a.b]. tenemos:

J:lF

£ Ax
F(x)})= f Jv)dvy Fix, + Ax)= f flvydv

i o

xlhi‘u' x
tal que: F(x, +Ax)— F(x,)— f fv)dv— f f) } Ecuacién A

Por el teorema 4, que da lugar a las propiedades de la integral definida. se tiene:

X HAL X x+Ax
(v)dv = (v)dv+ (vidv

44
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De igual forma:

x+Ar % o x; +Ax ;
f f[v}dv—f _f{u}dv:j flvydv } Ecuacion B
a II

n

Al sustituir la ecuacion B en A, resulta;

Fx, + An)—Fa)= [

o

Ar
flvidv } Ecuacién C

Por el teorema del valor medio para integrales, existe algtin ndmero X en el intervalo cerrado limitado por
(x,) y (x, + Ax) tal que:

[ T fw)dv = FOOAx } Ecuacién D

1
De las ecuaciones C y D, se obtiene que F(x, + Ax) — F(x,) = f(X)Ax. Si dividimos entre Ax, resulta:

F(x, + Ax)— F(x,
Ax

Uy

Al tomar el limite cuando Ax — (), lenemos:

Fii L AD-F
jim DG HARDFG) f w0 } Ecuacién B
Ax—l) Ax Ar D

El lado izquierdo de la ecuacion E es F'(x,). Para encontrar el lim f(X). no debe olvidarse que X esti
Ar—0

contenido en el intervalo cerrado limitado por (x,) y (x, + Ax)., y como,

lim X =xY lim (x, —i—K_'Uc]J =X,
Ax—) Ar—sf}

Por el teorema del apreton que establece: suponiendo que las funciones f, g y h estdn definidas en algiin
intervalo abierto que conliene a a excepto posiblemente en a misma, y que f(x) < g(x) < h(x) para toda
x en dicho intervalo para las cuales x = a. También suponiendo que el lim f(x) y lim h(x) existen y son
iguales a L. Entonces lim g(x) también existe y es igual a L. i e
X ca
Por lo anterior, se establece que el lim X = x,. Como fes continua en X, se tiene que:
Ax D
lim f(X)= lim f(X)= f(x,); por lo tanto, de la ecuacion E resulta: F'(x,) = f(x,).
Ax—D

£

45
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Si la funcién f no estd definida para valores de x menores que a pero es continua a la derecha de a,
entonces en el argumento anterior si x, — a en la ecuacion E, Ax se debe aproximar a cero por la derecha.
Por lo tanto, el lado izquierdo de la ecuacion F'(x,) = f(x,) serd F' {x,). De la misma manera, si f no esti
definida para valores de x mayores que b pero es conlinua a la izquierda de b, entonces si x = ben la
ecuacion E, Ax se debe aproximar a cero por la izquierda. Por lo lanto, el lado izquierdo de la ecuacion
F'(x,) = f(x,) serd F'_(x,).

X
Entonces, ¢l teorema anterior establece que la integral definida f ftv)dv, con limite superior variable
a

x, es una anfiderivada de f.

Teorema fundamental del calculo. Sea la funcién f continua en el intervalo cerrado [a.b] y sea g una
funcién tal que g'(x) — fi(x) para toda x en [a.b]. Entonces fxf(v)dv = g(b) — gla).

Si x = a. la derivada en g'(x) = f(x) puede ser una derivada por la derecha y si x = b, la derivada en
¢'(x) = f(x) puede ser una derivada por la izquierda.
Demostracion. Si f es continua en todos los nimeros en [a,b] por el teorema establecido y demostrado
con anterioridad la integral definida ‘I r f(v)dv con limite superior variable x, define una funcién f cuya
derivada en [a.b] es f. Como por hipétesis g '(x) = f(x), se sigue del teorema que establece: si f'y g son dos

funciones tales que f'(x) = g'(x) para todos los valores de x en el intervalo I, entonces existe una conslante
K tal que f(x) = gix) + K paratodaxen I, y que g(x) = flf{v]dv + K, donde K es cualquier constanle.

Six = by x —a, al sustituir en la ecuacién anterior, resulta:

b T
gb)= [ fOdv+K ygl@)= [ fordv+K

b a
De las ecuaciones anteriores, se tiene:  g(b) — gla) = f flw)dv —f flv)dy

: b
Por definicion se tiene que j h_,f[v}dv — 0, lo que resulta g(b) — g(a) = f fv)dv

Si f no esta definida para valores de x mayores que & pero es continua a la izquierda de b, la derivada
en g'(x) = f(x) es una derivada por la izquierda, resultando que: g’ (b) = F' (b) de donde se llega a

g(h) = f ’ f(v)dv+ K. De la misma manera, si f no estd definida para valores de x menores que a pero
es cuntim:a a la derecha de a entonces la derivada en g '(x) = f(x) es una derivada por la derecha y resulta
que g’,(a) = F' (a) de donde se llega a g(a) — j: flv)dv+ K.

Ahora el valor exacto de cualquier integral definida aplicando el teorema fundamental del cilculo, en

donde se hace énfasis en [g(h)— g(a)] =g [x]]i.

46
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EJEMPLO N
2
& 3
E“}Y "'Calcula la [ x2 dx usando el teorema [undamental del cilculo.
) | Jo
Solucién

Sea f(x) = ¥’ y la antiderivada de x* — %x:".*

Si g(x) =2

3
3 por el teorema fundamental del cdlculo, se tiene:

3
x?-

3

3o

i3

0

2

. 1 ; ; ; ; ; 5 ; .
# El resultado de integrar x es;x-" y se obtiene al aplicar directamente las formulas de integracién para integrales in-

mediatas elementales que se estudiarin mas adelante. El estudiante puede comprobar este resultado haciendo el cilculo
del drea como el limite de una suma de Riemann.

La integral indefinida

De la expresion F(x) — fxf{v}dv la funcion Fix) se denomina una integral indefinida de la funcidn

Sfv). Se dice una y no la integral indefinida, ya que en lugar de haber elegido a a como el limile inferior
de integracion, se pudo escoger otro valor constante y en tal caso, se obtendria otro valor para la integral.

Es muy facil comprobar que cualquier integral definida se determina a partir de una integral indefinida
F(x) a través de la expresion:

fhﬂv)dv = g(b)— g(a)

La relacion anterior entre una integral definida y una indefinida sugiere una manera de calcular el valor
de la primera a partir de la segunda.

El teorema fundamental del cdlculo establece que una integral indefinida F(x) de una funcién continua
[f(x) definida por F(x) = f f(v)dv posee siempre una derivada F'(x) y es tal que F'(x) = f(x). Es decir,
la derivacion de una integral indefinida reproduce siempre el integrando.

d p s
fex A
F(x)——.’ f(vydv= f(x)
47
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El teorema fundamental del cilculo muestra el cardcter inverso de las operaciones de derivacidon
e integracion, lo cual, constituye el hecho basico del cilculo. Debido a esta relacion inversa derivacion-
integracion a la funcion f(x) se le denomina la primitiva de F(x) ya que esta tllima proviene de la
derivacion de la primera.

A continuacion veremos que la integral de una [uncidn no es tinica ya que diferentes funciones primi-
tivas pueden tener el mismo diferencial.

EJEMPLO
2 e £ = ax’ i) —ad+3 fi) —ad—1T
o ,’I d (@) = 2axdx d(ax + 3) = 2axdx d (@ — 7) = 2axdx

En el proceso inverso, integrando se obtiene:
fZardJr:axE flardx:ax2+3 f2axdx=ax2—7

Se puede observar que las tres integrales tinicamente difieren en un valor constante y ya se conocia cada una
de las funciones primitivas.

. Una funcion f(x) tiene infinitas funciones primitivas pero dos cualesquiera de ellas. Fi(x) y F,(x)
difieren siempre en una constante.

Pero, ;qué sucede, si primero se plantea la expresion f 2axdx? ;Qué respuesta daremos si se comprendio
que puede haber una cantidad infinita de funciones que dan lugar a esta diferencial?
Con el fin de dar una respuesta clara y precisa, diremos que f?axd_l; es ax” mas un valor constante

indefinido que representamos por C, es decir:
f 2axdx =ax* +C

Como no es posible precisar el valor de C, ax” + C se conoce como la integral indefinida de 2axdx.

La constante arbitraria C se llama constante de integracién y es una cantidad independiente de la va-
riable de integracién.

Por conclusion, se liene que ff"[x}a'x = f(x)+ C donde f(x) + C es la integral indefinida de f'(x)dx.

Al conjunto de todas las funciones primitivas de una funcion f(x) se le denomina integral indefinida

de f'(x)dx.

El proceso de calcular una integral indefinida o una integral definida se denomina integracion.

L ]

48
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EJERCICIO 4

La integral

I. En tu cuaderno, contesta las siguientes preguntas.

. Qué representa f i f(v)dv?

cormespondientes
Competencias x
genéricas 2. Define F(x) = [ f(v)dv.
Competencias
disciplinares 5 s s g -
= 3. ;Qué representa geométricamente ¢l valor de la ecuacion Fix) = f flvydv?
E 4. Enuncia el teorema a que da lugar la derivada de una funcién F que representa una integral definida
b con un limite superior variable.
5. Enuncia el teorema fundamental del cileulo.
6. ;A qué se le denomina integral indefinida?
7. Para una integral indefinida, ;qué establece el teorema fundamental del cilculo?
; 8. ;Qué es una lfuncién primitiva?
: 9. ;Qué representa C en una integral?
10.  ;Como se llama el proceso para determinar una integral indefinida o una integral definida?
Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

1. Encuentra el drea de la region acotada por la curva y rectas dadas en los siguientes incisos. Construye
una grafica mostrando la region y un rectingulo. Expresa la medida del drea como el limite de una
suma de Riemann y después como integral definida.

a yv=4 —xel ejex; x=0,x=3.

b) y=8x—xhelejexr;x=1,x=3.

) y=xjx+3elejexr;x=—-Lr=4

d) y=x2Jx—3;elejexr;x=T,x=12.

€ y=x—4x+Selejexr;x=—-2,x=2.

) y=xyx*+4;elejex;x=9.

g y=3xyax’-16;elejex;x=4,x=6.

)y y=x+lelejex;x=8.
QVariﬁr.ah.unsuhadusanlancciéndnro:pumas....................... - .
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Aplicacién de las cinco primeras ecuaciones del férmulario general
de integrales inmediatas elementales

Integracién

En cilculo diferencial se aprendi6 a determinar la derivada f'(x) o la diferencial f'(x)dx de una funcion
dada f(x); en cdlculo integral se realiza la operacion inversa. es decir, se determina una funcion f(x) cuya
derivada o diferencial es conocida.

Ejemplo

Sea f(x)=x*+9 f xdx=x*+C } Integracion
dy =2x Derivada . . , .
dx La integracion y la diferenciacion
dy=2xdx } Diferencial son operaciones inversas.

De la expresion f2_r dx = x* + C, no se puede saber cuil es el valor de C (constante de integracion),
es decir, es un valor indefinido y por ello a esta operacion se le conoce como integral indefinida.

De la notacion para la integral indefinida, se puede identificar:

_' /,_,_———:~ limile supericr
B _—> Inlegrando
Simbolo de

infegracion f(x) dx
=< Diferencial de la variable de integracidn
a

\—> limile inferiar

Ejemplo
De la expresion f2xdx se liene que fcs ¢l simbolo de la integral, 2x es el integrando y dx es la

diferencial de la integral cuya variable es x.

Comprobacién de la integracién indefinida

Para verificar si el cdlculo de la integral indefinida es correcto, se determina la diferencial del resultado
y éste debe ser el integrando.

Eiempln Resultado

Sea la expresion f\ 3a }'E: dy = ‘ay’ + C*; donde la diferencial de ay’ + C es 3ay dy.

Integrando

El cilculo de la integral indefinida es correcta.
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Pasos para integrar una funcién
1. De la expresion a integrar se toma la variable y se obtiene su diferencial.

2. Si la diferencial resultante completa el diferencial de la integral, se aplica directamente la férmula
correspondiente.

3. Si la diferencial resultante completa la diferencial de la integral y scbran constantes, éstas pasan en
forma reciproca multiplicando al resultado de la integral.

Férmulas para integrales inmediatas elementales
1. [av=v+c

2. fadv=afdv =av+4C

Lad

. f(a'V-i-a‘u—dWJ':fdx-'+fdu—fdw=1.-+u—w+r:

-t

V
; vidv = +€ n=—1
4. [ - (n=—1)

fﬁzanwczlnvﬂnczlnm (C=InC)
¥V

=N

— Las férmulas para integrales inmediatas clementales se obtienen directamente de las [drmulas
generales de diferenciacion—.

[ ]

E&IEMPLOS
Q
& &

n'lr &-Cﬂlcula la ff dx.

E
o
&

[

Solucién

Con base en los pasos para inlegrar una funcién, en la expresion dada se identifica la variable v — x y al
exponente n — 3, es decir:

vV=x n=2
dv =dy
5]
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Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razdn por
la que se aplica directamente la férmula 4, de lo que resulta:

2 ee-Calculala [ Smy? dy.

Seolucién

En la expresion dada se identifica que 5m es una constante que se encuentra como factor en ¢l integrando
5my~; al aplicar directamente la férmula 2, se tiene:

Ahora en la expresion resullante, se tiene que la variable es v = v y el exponente n = 2, es decir:

v=y n=2

dv = dy

Se observa que la diferencial de la variable dv — dy completa la diferencial de la integral dy, raz6n por la
que se aplica directamente la férmula 4, de lo que resulta:

V‘ZH

a 5
5m | yidy=>5m|—|+C==my* +C
"’f::. s m[E—H] Sm}

3 ee-Calculala f@:ﬂ.

Solucién

Muchas integrales indefinidas no se puden calcular directamente aplicando las férmulas inmediatas elemen-
tales: sin embargo, esto ¢s posible mediante artificios, es decir, mediante la aplicacion de propiedades y leyes
matemalicas que facilitan la resolucidn de un problema.

Para el caso propuesto. no se pueden aplicar directamente ninguna de las cinco férmulas que hasta el
momento se conocen. Sin embargo, si el integrando V3t se pasa de la forma radical a la forma exponen-
cial, se tiene:

fﬁ dt — f{3t)£dr

52
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£ ; . 1 :
Ahora en la expresion resultante, se liene que la variable es v — 3t y el exponente es n = > es decir:

dv = 3dt

Se observa que el diferencial de la variable dv = 3df completa el diferencial de la integral dt, razén por
la que se aplica directamente la formula 4. Pero, con base en el paso 3 para integrar una funcidn, se observa que
en la diferencial de la variable 3 df nos sobra la constante 3, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando
al resultado de la integral, es decir;

n

. 1

1 33t
[ a—1 0
2 2

2030 o 2631

1 ’
—t1 2

(32 dt==3tY +C=—"—= 4-€
f ) 9 9

4 ®e-Calcula Iafi;
x3
Solucién

Para el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las cinco férmulas que hasta el mo-
mento se conocen. Sin embargo, si el término del denominador lo pasamos al numerador y con base en las
leyes de los exponentes. tenemos:

dx iy ot
%3
iy . . 2 .
Ahora en la expresién resultante. se tiene que la variable es v = x y el exponenle es n = — 3 es decir:
2
v=x n=-——
3
dv=dx

Se observa que la diferencial de la variable dv — dx completa la diferencial de la integral dx. razdn por
la que se puede aplicar directamente la [6rmula 4, de lo que resulta:

2 I
3 X

+C=—]-3=+C=3%/I+C

+1 .
'3‘
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3
5 ee-Calculala f[_r"* —3x2+ il +5|dx.
X

=

Solucién

Para resolver la integral de una suma algebraica (polinomios) de expresiones diferenciables, se aplica direc-
tamente la formula 3, de lo que resulta:

s, 7 2 « 7
f ‘}:'_gi:'J’ﬁJr; dx:f.ﬁair—f?ix-dx—kj?dx-i-ijf

Fr i 3

Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes de forma individual.

1. En esla integral, se identifica a la variable v = x y al exponente n = 4, es decir:

dv=dx

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razon por
la que se aplica directamente la formula 4, de lo que resulta:

(]

2. Enesta integral. se identifica que 3 es una constante que se encucntra como factor en el integrando 3x2;
aplicando directamente la férmula 2: tenemos:

. es decir:

I
=
=]
B
L]
=
g
]
e
g
o
“,
(=]
=
o
n
A
&
=
=3
o
=
]
=]
]
£
=
o
B
£
2
=
]
7]
1
-
Il
=
el
ok
L]
3
=
]
=
L]
=
Il
| B2
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Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razén por
la que se aplica directamente la formula 4. de lo que resulta:

3 5 3
=+l = =
2 z
—BindJ.— : +C:—3%+C:_ﬁi+c‘
=+ 2 3

En esta integral no se puede aplicar directamente ninguna de las cinco férmulas que hasta el momento se
conocen. Sin embargo, el denominador se pasa de la forma radical a la forma exponencial. y por iltimo
s¢ pasa al numerador y, con base en las leyes de los exponentes, se tiene:

dex i Idj.—f?xldx

Ahora en la expresién resultante, identificamos que 7 es una constante que se encuentra como factor en
I
el integrando 7x 2, al aplicar directamente la férmula 2, tenemos:

i I
- 2y = ]
fregfsia
s : : 1 :
En esta dltima integral se tiene que la variable es v = x y el exponente n = 5 es decir:

1
vV=x n=——

2

dv =dx

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razén por
la que se aplica directamente la férmula 4. resultando:

] | I

1 oy
UE 2dy =T S =T =14V +C
L ¥ __+l 2
2 2

En esla integral se identifica que 5 es una conslante y que es ¢l integrando de la expresion, per lo que al
aplicar directamente la formula 2, se tiene:

ficix 5[ dx

En la integral resultante, se aplica directamente la f6rmula 1, de lo que resulta:

5f%5=51+{?
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Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral. se tiene:

ol

Se observa que cada resultado tiene una constante, por lo que, en el resullado final se escribe una sola
constante, esto es porque la suma de varias constantes es igual a olra conslante.

3 5 ';
R BRI | RSV 2

Jx 5 5

6 ®e-Calcula f Jx(x—3)dx.

Solucién

En este caso se observa que se tiene el producto de dos funciones u =+/x yv = (x — 3), que conforman el
integrando.

Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la diferencial de la integral, es
decir:

Si se diferencia u=+/x, resulta: du=——. Si se seleccionaau =xyn= E al diferenciar, resulla

2x
du = dx. Pero, la diferencial de la integral por completar debe ser du = (x — 3)dx, por lo que no se completa
dicha diferencial.

Si se diferencia v = (x — 3), resulta que dv = dx. Pero, la diferencial de la integral por completar debe
ser dv = +/x dx, por que no se completa dicha diferencial.

La integracidn de ciertas expresiones se pueden transformar en integrales inmediatas, mediante la ejecu-
cién de la operacion indicada (multiplicacion, division. etcétera). La integral propuesta se reduce a:

[Vr—3ae=[ L5 s i

Al aplicar directamente la férmula 3, se tiene:

I

]dx:f(xi)dx—flr%dx

1 2

Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.

. i : 3 .
1. En esta integral se identifica a la variable v = x y al exponente n = 7 es decir:
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Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razén por
la que se aplica directamente la formula 4. resultando:

[rd=3—+c=Z+c="+cC
~ & 2 5
2 2

. En esta integral se identifica que 3 es una constante que se encuentra como factor en el integrando 3x?,

al aplicar directamente la férmula 2, se tiene:

I |
—[3x2dx=—3[x2dx
ﬂ- V. :FI
a5 F ; 1 ;
Ahora, en la expresion resullante se liene que la variable es v = x y el exponente n = 5 es decir:

1
v=x n=—
2

dv = dx

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razén por
la que se aplica directamente la férmula 4. resultando:

n I
T —+1
3 xz
—3f% ;%=—3 T—|rc=-3
5+

+C=-2x24+C

pal w2

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que:

3 3 3
fﬂ(x—.ﬂdx=%—2ﬂ +C=2x2[%—1]+(3

7 w®e.Calcula .]'\E(J_—ﬁ)gf!x-

Solucién

: . 2
Se observa que en la integral propuesta se presenta el producto de dos funciones u = Jx y V= (va —x)
que conforman el integrando. Con base en el ejemplo anterior, se debe intentar diferenciar cualquiera de
cllas para tratar de completar la diferencial de la integral.

57
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Es decir,
Si u=~J'; y 1 v= J_ J_
du:% dv_[l—(ydr
o también:
Si u=x n=% y s v=va—x n=2
du = dx dv=— gt

%%

Como en ninguno de los casos se salisface el hecho de completar la diferencial de la integral se realiza
la operacion indicada, es decir, se desarrolla el binomio al cuadrado y se multiplica, lo que resulta:

[76a Vs = [ (a2 -+ x)ae = [lact —2ufax-+33 )as

Al aplicar directamente la f6rmula 3, se liene:

f[axll —Z\fax+x§‘]dx:fax—;dr—f%"zxdx+fx§ dx
i 2 3

aw  Ta . dw

Ahora se integra cada una de las expresiones resullantes en forma individual. i
En la integral 1 se identifica que @ es una conslante que se encuentra como factor en el integrando ax?;
al aplicar directamenle la [6rmula 2, se tiene:

En la expresién resultante, se tiene que la variable es v = x y el exponente n = —, es decir
1
V=2 n=-—
2
dv =dx

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx razon por la
que se aplica directamente la [6rmula 4 lo que resulta:
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En la integral 2 se identifica que 2+/a es una constante que sc encuentra como factor en el integrando
2Jax: al aplicar directamente la [6rmula 2, se tiene:

—[2Ja x dx=—2a [ xdx
J P f

En la expresion resultante, se tiene que la variable es v = x y ¢l exponente n = 1, es decir:
v=ux n=1
dv=dx

Se debe recordar que con base en las leyes o propiedades de los exponentes, se establece que cuando una
literal no Liene exponente, éste es la unidad.

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx complela la diferencial de la integral dx, razon
por la que se aplica directamente la formula 4, de lo que resulta:

i 141 2
—2\,’5_[,;1%:—2\:2{1 +C:—2JE[%]+C:— ax? +C

1+1
En la integral 3 se identifica a la variable v = x y al exponente n = % es decir:
3
V=2 n=-=
2
dx =dx

Sec observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razon por
la que se aplica directamente la formula 4, de lo que resulta:

3 5 5
3 5+ 2 z
fxldx:; +C‘=“'ES +C=2“; Jig
g B b

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se ticne que:

3 5

> Dax? , . 242
oo [Vx(Va—x) dx= TV 4 C

59
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8 ee:Calcula f!xa'aﬂ —bdr.

-
Solucién

Se observa que en la integral propuesta se presenta el producto de dos funciones u =t y v=+at* —b que
conforman el integrando. Con base en los ejemplos anteriores, se debe intentar diferenciar cualquiera de
ellas para tratar de completar la diferencial de la integral, es decir:

Si u=t y si v=+at2—b

dii=d PO iLat
atl —b
o también:
; . 2 1
Si u=t y si v=at-—b n=r
du = dt dv = 2at dt

Se observa que cuando v =ar — by n — L . la diferencial de la variable dv = 2at df completa la dife-

rencial de la integral rdf, razon por la que se puede aplicar directamente la férmula 4. Pero también, se debe
observar que en la diferencial de la variable 2atdr nos sobra la constante 2a, la cual. pasa en forma reciproca
multiplicando al resultado de la integral, es decir:

1
: _| % -1-:|
jh.far? — bdt — f(a.-*z—JE:r}Em’r=i @ —BF Lo

2a [
=1

2
o 3

oo [ fart—par = L@ o (bR ¢
2a 3 3
2
. 3 -3
Q ®e-Calcula jﬂ dx.
x

Solucién

Para este caso se observa que se liene la division de dos funciones u = x* + 4x — 3 y v = x que conforman
el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la diferencial de la
integral, es decir:

Si u=x*+4x—3 y si v=x
du = (3x* +4)dx dv = dx
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Como en ninguno de los casos se satisface el hecho de completar la diferencial de la integral, se ejecuta
la operacion indicada. es decir:

x2+4
X% +4x—3
3 = 2 3
x soxtpa 2
4x—3 o
—4x
5

Ahora la integral se presenta de la siguiente forma:

fi"] +jx_3dx . f[_xl +4—%]rir

Al aplicar directamente la [6rmula 3, se tiene:

[ du+4.—é]d,1—‘] 2dx+f4m_f dx

= _.,_ll——'l_,_l

Esta integral también se puede resolver al dividir término a término entre el divisor y al aplicar directa-
mente la férmula 3, es decir:

S e (Eat [Ear- [2a
/ Iats o |

X

f"”“ % dx = [de+f4atxfdx

Ahora se inlegra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.
En la integral 1 se identifica a la variable v = x y al exponente n = 2. es decir:

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razén por
la que se aplica directamente la [érmula 4, lo que resulta:
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http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 3/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

1 UniDAD

CAICIRG INTEGRA!

En la integral 2 identificamos que 4 es una constante y que es el integrando de la expresion, por lo que.
al aplicar directamente la férmula 2, se tiene:

f 4dx =4 [ dx
adv
Al aplicar directamente la formula 1. resulta:

4f_¢§§_=4x+c

En la integral 3 se identifica que 3 es una constante que se encuentra como dividendo en el integrando

3 . "
— aplicando directamente la férmula 2, tenemos:
x

a

3 dx
g e

En la expresion resullante se identifica que la variable v — x se encuentra en el denominador y como:

vV=x
dv =dx

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razén por
la que se aplica directamente la férmula 5. lo que resulta:
.
dx
=3 ) —=—3nx}C
I

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se ticne:

fx3+4x—3

3
dy=—+44x—3lnx+C
iy 3

(s+4)
25+3

ds.

10 ®@=:Calcula J

Solucién

Se observa que en la integral propuesta, se presenta la division de dos [unciones 4 =5 + 4 yv =25 + 3
que conforman el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de cllas para tratar de completar la
diferencial de la integral. es decir:

Si u=s+4 y si v=2543
du=ds dv=2ds
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Como en ninguno de los casos se salisface el hecho de completar la diferencial de la integral se realiza
la operacion indicada, es decir:

1
2
2s+3)s+4 <
I 2
—¥—== G o=k
2 2 2543

b3 | h

Ahora la integral se presenta de la siguiente forma:

5
(s+4 1 2
jtzstra}dszf §+25%r3 -
Al aplicar directamente la formula 3, tenemos:
5 5
] %+2is f!s:j.%ds+fzsi3ds
& Tl i 3

Ahora se inlegra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.

1
En la integral 1 se identifica que — es una constante y que es el integrando de la expresién, por lo que,

al aplicar directamente la {érmula 2, se tiene:
| 1
f—ds = — I ds
2F 2.

Al aplicar directamente la formula 1, resulta: %fdg = % Ao

5
En la integral 2 se identifica que 5 esuna constante que s¢ encuentra como dividendo en el integrando

5

2 x . N .
—=— al aplicar directamente la férmula 2, se tiene:

25+3
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En la expresion resultante, identificamos que la variable v = 25 + 3 se encuentra en el denominador y
como:

v=25+3
dv=2ds

Se hace notar que la diferencial de la variable dv = 2ds completa la diferencial de la integral ds. razdn
por la que se puede aplicar directamente la formula 5. Pero tambicn, se debe observar que en la diferencial
de la variable 2ds sobra la constante 2, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la
integral, es decir:

d'l'
S p ds 1Y(5 5In(25+3)
= =|=l{=In@s+3))+C="——""14C
zf;zs{r__i [2][2][ (Rt PR

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene:

C

f(.r+4)d: 5 5]n(23+3}+
25+3 2 4

11 ee-Calcula jm+—|l'”';'dx
x

Solucién

Se observa que en la integral propuesta se presenta la division de dos funciones 4 = (g + Inx) y v = x que
conforman el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la dife-
rencial de la integral. es decir:

Si u=(a+Inx) y si v=x
_dr
Cox

dit dv =dx

; - : y dx
Cuando # = (a + In x) y considerando como exponente n = 1. la diferencial de la variable du = & com-
x

: . ; de . c ; :
pleta la diferencial de la integral —, razdn por la que se puede aplicar directamente la férmula 4, es decir:
x

. . a L4l 2
__’ (a+Inx)dx =f§£1_+ Iru'}" dx _(a+tInx) Cc_ (a+ In x) iC

x X 1+1 2
dv
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12 ®«-Calcula fscnzax-:ﬂs fx dx.

Solucién

Para este caso se observa que se tiene el producto de dos funciones u — sen” ax y v = cos ax que conforman
el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la diferencial de la
integral. es decir:

Si u—=sen’ax=(senax)> y si v=cosax
du = 2asenaxdx dv=—asenaxdx
También:
Si u=senax n=2

du = acosardx
Cuando u4 = sen ax y n = 2, la diferencial de la variable du = a cos ax dx complela la diferencial de la
integral cos ax dx, razdn por la que se puede aplicar directamente la férmula 4. Pero también se debe ob-

servar que en la diferencial de la variable a cos ax dx sobra la constante a, la cual, pasa en forma reciproca
multiplicando al resultado de la integral, es decir:

+C

a |
fscnzaxcosaxdx:—
—_———

(sena.x]z"l B sentax
241 ~ 3a

2
seed dx.
J 114+ tanx

13 @=:Calcula [[

Selucién

Por las propiedades o leyes de los exponentes. la integral propuesta se puede escribir de la siguiente forma:

f seex T T [ (secx)dx B J seciydx
l+tanx] < (I+tanx)? (1+ tan x)?

Ninguna de las cinco férmulas que hasta el momento se conocen, se pueden aplicar. Sin embargo, si el
término del denominador se pasa al numerador y con base en las leyes de los exponentes, se tiene:

* seclx
— = _dxr= | (14 tanx) Zsecixdx

I (1+ tanx)? f

En la expresion resultante se tiene que la variable es v = 1 + tan x y el exponente es n = —2, es decir:

v=I1+1tlanx n=-—2

dv =secixdx

65
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Se observa que la diferencial de la variable dv = sec” x dx completa la diferencial de la integral sec” x dfx,
razon por la que se puede aplicar directamente la férmula 4. de lo que resulta:

241
f(1+lant} sec? xdx = “_.—.l_m_“xl_.+cz_ I +C
T —24+1 I+ tanx

14 ®e-Calcula j ! do.

a+ bef

Solucién

Se observa que en la integral propuesta se presenta la division de dos funciones v — ¢’ y v — a + be’ que
conforman el integrando. Se debe intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar la dife-
rencial de la integral, ¢s decir:

i

Si u=e¢ y si v=a+be’

du = e°do dv = be'dd
La diferencial de la variable dv = be’d) completa la diferencial de la integral ¢’df. razén por la que se

puede aplicar directamente la [érmula 5. Pero también se debe observar que en la diferencial de la variable
be"df} sobra la constante b, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral. es decir:

e’ 1 In(a + be®)
_* _gp 0 . S )
fﬁwda_ Flina+bet)|+C=————+C
EJERCICIO 5
s I. En grupo y con asesoria de su profesor, comprueben las siguientes integrales indefinidas, aplicando
’ las cinco primeras ecuaciones del formulario general de integrales inmediatas elementales.
I'il:dbeminems &
cormespondientes L [edr=2-+cC 5. f£=2\/E+C
= 6 Nax a
Cm"q::phm
genéricas kl
(ax? + b)?2
Competencias —-2J1-8+C 6. Jax® +bds=——+C
disciplinares f\ﬁ] — fr e 3a
E dx 1 Sdx 3
s 3 ‘[;':—"E_;-FC __I—'_C
: 12 2413 —1 72 | 47
u 4. dt = C 8. (14+2zPdz=—+—+2 +C
: f.--*—l —t fz(+)¢2r3++
66
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3
9. fﬁdr:S’f+c

2 3 2 3
12. f[?_z_zd"_EJ“gJ’C

3
. 3
13. f.f|+3yd_v=:“L;‘£+c

45 |
14. ds — +C
f(l—ZJZP Y1282

4
15. fm3dx_%+c

J16 4+ x*

dx = +C

X
fJIﬁ+.r‘ 2

16.

17. f%=lm¢+€

dt 1
18. = — _|_C
fi-::+:!n‘]j 2b(a+ bt)*

4 5
19. f%dx:%+c

(2x5) -
20. f ;c“——xd e=20x2 —5x+C

B R ® B ® % B R W R F SRR S SR E WSS E W SR EE S EFFE SRS E R E S SR EE SRR S SRR E SRR R E SRR SRR RS R R R SR EE S SRS E SRR SRR EE e RN

2a
21. fﬁdr=4a«j'}+c

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

a?xldx  2a*Jx+a
10. == +C
I‘in—Fa 3
=
. fﬁx LI 9¥x +C
X

67

22,

23

24

25.

26.

&1

28.

29.

31.

32.

34,

J

bz 4
szw{v= Y 4

fsc-:n 2xcos2xdx =

J
J

Il

J

0.

J

J=
e

J

(x +2]l 2Jx +6x

La integral

Ji3 —HSx 3

+C

29
sCn-LX
+C

B e i

secix
2+4tanx

CSCX

/1 —cos2x

dx = i-ln(Q +4tanx)+C

2
dr = l +
1+colx 1+4+colx

+Xx

MI
ae* +b

b

PSR = In(l —csex)+ C
1—cscx
... I — In(1 +versox)+ C
1+ versox
Bx—2) i3SI +1)+C
x+1
dx [n{a+bx]
at+bx b
P o
xe dx=ln[e +5}+C
+5 2
3x2

3.fi::: In(74+x34-C

dx =2Inlge* +b)—x+C

910
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(24+3x%)a

35.
2x+x?

de=In(2x +x)+C

z In(l +z9)
36. f1+zzdz— S +C

)
f (x+3) g In(x +6_t}+c

3i.
xl46x 2

ot
38. dx =In{er —2)+C
Y=

et —

39. f i dx=In{l+senx)+C
1+senx

(xe142) In(x? + 2ax)
. dx = C
40 f X7+ 2ax * a &

3 4
41, f{S.r+4}3dx=%+C

1
42, fscn ool dy = —— P +C
3m
: 3—x2)
43 [ x83—2)Vdx=—"-——"—4C
J :

% asccl{'r}
—]dx S LM,
a

44, f lan[g]swz2

s
45, f Ax . In(4x*—1) +C
4xr—1 4

B8 s § W BB ® W RS W SR B WSS S B W SRS E S S WS EE S S S WSS B WSS S B WSS S WSS E SRR W WS WS WS WSS SR SN WSS W SRS WSS SRS EE e E N
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46.

47

4

o0

49

51

52

n
Ll

54

(1—x)
=

2

4
dx = [rLr—2x+'?+C

2
: (JE+‘;’E)EJ_r=ax+4xﬁ+x—+C
3 2

.f(ifa—ﬁ]3dx=m—gx%iﬁ+
GIW—E—%C
5 2
(Wa+vz) , 2a+vx)
| = : W&
5 3

; fﬂ(ﬁ+£)zdr=2%2+v’5r?- +%‘Fi+c

3 3

- 2 2 2
; Jfﬂ—bx}ﬁdx=2axT—“b;r Es

'

[

2 bxj

" (x
+hx)dy=—+—+C
JXI:H X X 5

o i 7 | T <
L R R TN
X1 i
7
x+
d

3x+1

dx =%[1+2In(3_x+ll]+(,'
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55. ]'(m:! —bx 4 e)dx =

56. ]

4
_r-"—6.r+%]dx=%—3x2 +10Jx +C

3 3
s7. fﬁ(3r+“f}dr 6L+'ﬂ'%+c

]-x1+5_r—4 x2

58, dx =E+5x 4lnx+C

X

Il. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por
diferenciacion.

1. f(.t:%—lr;—l-?ﬁ—ﬁ)dt 10, f]fjrm-

é [e‘+ambm)

: 2, fm 1. fln(t—ﬁ)dx

: >

: 3. fJEBx—zm 12. %dx

A4, [ a‘]":i“zxdx 13. f Ine dx

2 IW . f Tfiﬂx

6. I[i—z—%]f.{r 15. fﬁ(a—x}zdx

7. fixi:;ah 16. fgj:x?dx

é 8. fscn“chos?rxdx 17. I(T; —2x§+5af;—3)dr

9, f%dx 8. fﬁ(il—x%)ﬂa‘x
69
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. Inmx dx
. 19. dx R
. [ X #, f In{a—x)
. 20. fscnax,fl + 2cosax dx 29, Jﬁ(l == Jﬂz dx
: dx v odx
21. -[,rlnfu e J In(x—2)
22 [ cot x(In sen x)dx 31. f wdx
. e —senx
Inix %
23. dx 32. dx
f i 32 I 3—x
arccos x
24. — —dx : :
[ — 33 flanxilncos;.}dx
dx &=
2 dx
. -[‘):(Im:jl2 34. ] 2t _ Q)
2% ['sccxmnxdl_ arctan 2x dr
’ a-+secx 1+4x2
e arccot 3x
27. dx et
1 [‘ 5_ g2 : 1+9x2
° Verifica tus resultados en la seccion derespuestas. « « s s s s s s s s s s s s 5 5 0 0 5 5 5 5 050 s 4

Aplicacién de las ecuaciones 6 y 7 del formulario general
de integrales inmediatas elementales

Ecuaciones para integrar [unciones exponenciales:

a’
6. |adv=—+C
f Ina

7. fmh-: & +C

—Las ecuaciones para integrales inmediatas elementales se obtienen directamente de las formulas

generales de diferenciacion—.
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EJEMPLOS

O gl
L “-—Cﬂlcula =y,
1.. E | fa J

Solucién

jempl

Con base en los pasos para integrar una funcién, en la expresién dada se identifica a la variable v = my que
se encuentra como exponente en el integrando a™.

Si v=my
dv=mdy

Se observa que la diferencial de la variable dv — mdy completa la diferencial de la integral dy razén por
la que se puede aplicar directamente la férmula 6. Pero, con base en el paso tres para integrar una funcion,
se observa que en la diferencial de la variable mdy sobra la constante m, la cual, pasa en forma reciproca
multiplicando al resultado de la integral, es decir:

am™ am™

sl =; +(_"
Ina mina

O |
f? ‘;‘;"_m

4

di
—df.
Jt

2 w@e:Calcula f

Solucién

La integral propuesta sc asemeja a la formula 7. donde se identifica que la variable es:

v=4ft
dt

S

dt
Se observa que la diferencial de la variable dv = L3 completa la diferencial de la integral f razon

2t

por la que se puede aplicar directamente la férmula 7. Pero, se observa que en la diferencial de la variable

dt

1
2 sobra la constante 3° la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral, es decir:

fi;;df=fﬁ%%=29ﬁ+c

X

7
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3 es-Calcula fS““ cos X dx.

Solucién

La integral propuesta se asemeja a la formula 6, donde identificamos que la variable es:
v=senx

dv = cos xdx

Se observa que la diferencial de la variable dv = cos x dx completa la diferencial de la integral cos x dx,
razon por la cual aplicamos directamente la [6rmula 6, lo que resulta:

fﬁ.m'msxdr=5—+(7
s —— In

4 ®e-Calcula f e dx.

Solucién

En esta integral se identifica que 3 es una constante que se encuentra como factor en el integrando 3+/e* , al aplicar
directamente la formula 2. tenemos:

J‘BJFETrir:SfJe_Idr:Bff%dx

Ahora, en la expresién resultante, el nuevo integrando +/e* se pasa de la forma radical a la forma
exponencial, y se liene:

I
3[Verdx=3 [ () dx

La integral resultante se parece a la formula 7, se identifica que la variable es:

V=

dv =

N|E"‘ b | =

La diferencial de la variable dv = % completa la diferencial de la integral dx, razon por la que se puede
aplicar directamente la férmula 7. Pero, se observa que en la diferencial de la variable % sobra la constante

1 ; _— : y
o la cual. pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral, es decir:

v

f3Jde =3f§§‘% = 2{3}(5})-} C— bl +€

72
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5 es-Calcula f(e-‘—i—e =2 dx.

Solucién

Para el ejemplo propuesto, no se puede aplicar directamente ninguna de las formulas que hasta el momento
se conocen. Sin embargo, mediante la realizacién de la operacion indicada (desarrollo del binomio al cua-
drado), se tiene:

j.(e-‘ +e 7)t t.*‘.r:f(c’.l‘ +2¢e%e* +e)dx = f[ez"—l-Ee” +e 3I)dx=f(eh +2+e2)dx

Al aplicar directamente la [6rmula 3, se tiene:

f{:;‘&a%ﬂf;.)zdx=j'e?’dx+EE+fe 3,a:;c

Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.

En la integral 1 se identifica que la variable es:

v=2x
dv=2dx

Se observa que la diferencial de la variable dv — 2dx completa la diferencial de la integral dx, razén por
la cual estamos en condiciones de aplicar directamente la férmula 7. Pero, se hace notar que en la dife-
rencial de la variable 2dlx sobra la constante 2, la cual pasa en forma reciproca multiplicando al resultado
de la integral. es decir:

(?2"
+C
2

fgidg :l(ez‘”)+tf' =
e & 2

En la integral 2 se identifica que 2 es una constante y que es el integrando de la expresion, por lo que al
aplicar directamente la [6rmula 2, se tiene:

f_z:;ix_:z dx

a dv

Al aplicar directamente la férmula 1, resulta: foé{x =2x+C

En la integral 3 se identifica que la variable es:

v=—2x
dv=—2dx
Se observa que la diferencial de la variable dv = —2dx completa la diferencial de la integral dx, razén por

la que se puede aplicar directamente la formula 7. Pero, se observa que en la diferencial de la variable —2dx
sobra la conslante —2, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resullado de la integral, es decir:

1

g G

[eFax= etype==
c e 2

&

73
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene:

=
(g..I

2k ——r

2 2ex

[{EI-FF Y dx = +C=%[eh— ] ]+2x—|—C

t,lx

142
42:

6 ®s-Calcula f[ ]tir

Solucién

En el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las férmulas que hasta el momento se
conocen. Sin embargo, mediante la realizacion de la operacion indicada (division), se liene:

[ T [P = P P

Al aplicar directamente la f6rmula 3, tenemos:

1 1
fl@r —[]d):=f4—2dj. —fdr
1 2
Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.

En la integral | no se puede aplicar directamente ninguna de las [érmulas que hasta el momento se con-
cen. Sin embargo, si el denominador se pasa al numerador y con base en las leyes de los exponentes, se
tiene:

j';dx:f:t 2 dx

En la expresion resultante se identifica que la variable es:

v=—2x
dv=—2dx
Se observa que la diferencial de la variable dv = —2dx completa la diferencial de la integral dx, razdn

por la que se puede aplicar directamente la férmula 6. Pero, se observa que en la diferencial de la variable
—2dx sobra la constante —2, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral,
es decir:

f4' E’dx——l[4 EI]—FC——;—FC
S = 20ind 242 1n4)

74
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Al resolver directamente la integral 2 con la formula 1, resulta — f dx=—x+C.
!

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral. se tiene:

f|1_4_I]dx:——i-—x+C=— 1 _iaie
FER 247 In4) 2(47 In4)

7 ®e:Calcula fa”e” db.

Seclucién

La integral propucsta presenta el producto de dos funciones a” y ¢’ y que conforman el integrando. Al dife-
renciar cualquiera de ellas se observa que ninguna completa la diferencial de la integral.

Dado que no se tiene [6rmula directa que se pueda aplicar, se hard uso de los artificios matemdticos que
faciliten la solucidn de la integral.

La integral propuesta, por medio de las leyes o propiedades de los exponentes, se transforma en:

fa"'e"" dﬂ:f[ae}”dﬂ

La expresion resultante se parece a la férmula 6, donde se identifica que la variable es:
v=_=
dv =t

La diferencial de la variable dv = d#l complela la diferencial de la integral df, razon por la que se aplica
directamente la formula 6. de lo que resulta:

. ¥ i 0,0
J{ae}”dﬂ: o) AN 5
= '% lnae Inae

Por las leyes o propiedades de los logaritmos, el resultado de la integral propuesta se transforma en:

a’e’ _a’
Inae Ina+Ine
a’e? a’e’
Dado que In e = 1. el resultado se expresa como: ——— = +
Ing +Ine Ina+1
8,0 0,0
[atetdo—""tc-2"—1tc
Inae Ina+1
75
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EJERCICIO 6

I. Obtén cada una de las integrales que se proponen, aplicando las ecuaciones 6 y 7. Verifica com-
parando tu resultado con el que se indica.

Escribe los nimeros 52x
comespondientes 1. 53dy = &
f 2In5 +-
Gmg::elaﬁts
PENCOIOEE 2x,2x
) 2. aZetidy =2 € +C
m f Alna+1)

I I I I

3. fd?dxﬂ%_wc

dx

| a
Ax Ix — a3
4, f(e +a**)dx = 3[.-'3 +

Ina

3

s, Rerdv=5_4C
/ 3
ae?x

6. ae*dx=——+C
J :

1. [Tax= ;7 T,

T‘Z
8, f sm-vzds:z':] R
n
v dx 1
9. [E=e—ni
Je“" ae™
d I
10. ﬁz_zﬂwlna—FC
1 fba*dr—bax+C
’ " lna

4x
12, f(ezx)ﬁdx=fi—+c

=—+C

enus.r

3. J'scnxdir 1

06 T
e

14.
15.
16.
]+C 17.
18.
19.
20.

21.

23.
24,

25.

f["x”]dx:_r—lm
EI

EI

aumr.‘r

j'amﬂscciea'e:r: B

Ina

5 )
fﬂdr — 26 L 10MT4+C

N

fe““csczxdx = —gtotx L (O

+C

fm-'“ . e
blnm

j.a\f'x e 2a¥7 L

Jx Ina
ety 2
181 e dx e +C
{1"']‘ 2
fr[a{-‘”+b]dr— & +b—x~+C
Ina 2

- 10 10
e O
S5 3(5%1n5)

X X I I

f(eﬁr—e' 'ﬁ]dx=m(em te m)+C

T
x A" 2x Ix

f(e;—e ;) dx:r—;[e; —e ;)—2_1:+C

Il. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por dife-
renciacion y en plenaria discute tus resultados.

1. fe' 2x dx

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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: 3. [10=ax 12 [be2290x—ndx
é 4. L’Vl:_x dx 13. ISDCEIE' tanx gy
s [ "; dx 14. [ a=6)xcos(3x?)dx
6. J-xleh}dr 15. f et ese gy dx
2inx 3;1(
7. [ 6. [
8. _]ﬁ dx 1i. f ame™ dy
9, J\/? drx 18. f £ O (Y ay 4 b dx
10. j; dx 19.  [e=—e=yax
. | J;__3dx 2. [(er—12ax

Q Verifica tus resultados en la ceccion de respuestac.e « « s o s s 0 s s m s v o e s o0 e v v 0 v 0w o0 n s

Aplicacién de las ecuaciones 8 a la 17 del formulario general
de integrales inmediatas elementales

Férmulas para integrar funciones trigonomélricas directas:

8. fscnvdv: —cosv+C

9. fcos vdv =senv+C

10. Ilsccgvdv=ianv+C

11. ]'csclvdvz —cotv+C

12 fsccvlanm‘v:secv+{7

13. fc:s—::vcc-lm’v:—cscv+(.'

14. flanvdv:—lncosv-i—ﬂ': Insecv+C

15. fcolvdv:]nsenv—i-{?: —Incscv+C

744
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16. fscc vdv = In(secv+tlanv)+C

17. [cscvdv = In({cscv —cotv)+C = lnlan%+ e

EJEMPLOS
Bi}' L Calcula fscn ax dx.

Seclucién

|:|amp

Con base en los pasos para integrar una funcion en la expresién dada se identifica a la variable v = ax que
es el angulo del integrando sen ax.

Si v=ax
dv=uadx

Se observa que la diferencial de la variable dv = adx completa la diferencial de la integral dx, razén por
la que se puede aplicar directamente la formula 8. Pero con base en el paso 3 para integrar una funcién. se
observa que en la diferencial de la variable adx sobra la constante a, la cual, pasa en forma reciproca mul-
tiplicando al resultado de la integral, es decir:

Cosax +C

fscnaxd_{ — l(—-::-:Jismr}+ C=—
¥ dv e

2 ee-Calcula [costdx.
Jeos3
Solucién
La integral propuesta se asemeja a la férmula 9. donde se identifica que la variable es:

V=

dv =

f‘-’|§‘ | =

: g : dx : § ; ;
Se observa que la diferencial de la variable dv = > completa la diferencial de la integral dx, razén por
la que se puede aplicar directamente la formula 9. Pero, se observa que en la diferencial de la variable —

1 ) _— . ,
sobra la constante 50 la cual pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral. es decir:

A

x x
fcusz_i_hd_xz E—i—C

78
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df

cos- 0

3 oe.Calcula f

Solucién

En el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las formulas que hasta el momento
se conocen. Sin embargo, mediante la aplicacion de [érmulas e identidades trigonométricas se facilita la
solucion de la integral.

Utilizando la expresion trigonométrica

— secd, la integral propuesta se transforma en:
cosf

f c:fzg = f sec20db

La integral resultante se parece a la [6rmula 10, donde se identifica que la variable es:

v=_0
dv =db

Se observa que la diferencial de la variable dv — dff complela la diferencial de la integral df). razén por
la que se aplica directamente la [6rmula 10, de lo que resulta:

fscclﬂ'f‘_i_ﬂ =tanf+C

4 e®e-Calcula IL

1—cosy
Selucién

Se observa que no se puede aplicar directamente ninguna de las [6rmulas que hasta el momento se conocen,
sin embargo, se puede reducir para integrarse mediante el artificio que establece: si la expresion propuesta se
mulliplica y se divide entre una misma cantidad, ¢sta no se altera. Seleccionamos (1 + cos y) para multiplicar
y dividir la expresion propuesia, ya que se debe obtener una diferencia de cuadrados, es decir:

[-5s)

iy i : s = 2 3.
Utilizando la férmula trigonoméltrica sen” v — 1 — cos™ v resulta:

I+cosy .
l+cosy

f (1+cosv)dy

1 —cos?y

f(}-l—ms_\r) _J-(l—i-t,m-.'.j

1—cos?y sen?y

De lo anterior, se obtiene: J‘(]+{.osﬂd_ _f dy +f‘305_‘€ ny

sen?y sen’y sen’y -
o AR
i 3
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Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes de [orma individual.
En la integral | no se puede aplicar directamente ninguna de las formulas que hasta el momento se co-
nocen. Sin embargo. mediante el uso de férmulas e identidades trigonomélricas se [acilita la solucion de

la integral.

Utilizando la expresién lrigonomélrica

= cscy laintegral se transforma en:
seny ’

av
f _1? =fcsc2_‘.-'dy
senly

La integral resultante se parece a la [6rmula 11, donde se identifica que la variable es:

V=Y
dv =dy

Se observa que la diferencial de la variable dv = dy completa la diferencial de la integral dy, razén por
la que se aplica directamente la formula 11, de lo que resulta:

fcscz}'d_v=—cnl_v+c
T

En la integral 2 no se puede aplicar directamente ninguna de las [6rmulas que hasta el momento se co-
nocen. Sin embargo, si el denominador se pasa al numerador y con base en las leyes de los exponentes,
se tiene:

cos ydy 1
f-—i-;—'- = fscn 2ycos ydy
sen-y

La expresion resultante se parece a la [érmula 4 de la pdgina 52, donde se identifica a la variable
v = seny y al exponente n = —2. es decir:
Vv=seny

dv = cosydy

Se observa que la diferencial de la variable dv = cos ydy completa la diferencial de la integral cos y dy,
razon por la que se aplica directamente la férmula 4, lo que resulta:

A seny) 2! (seny) ! 1
fscnv -cosvd‘y‘=7( 4 +C=7‘] +C=— +C
Sty g =2+ —1 seny

Utilizando la expresion trigonométrica = cscy el resultado se transforma en:

seny

fscn Zycosydy = — +C=—cscy+C

seny
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que:

IL=—c0!._v—mcy+C=—{cnl_v+csc_vJ+C
I —cosy

5 ee-Calcula f(lan x+secx)dx.

Selucién

En ¢l ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las férmulas que hasta el momento
se conocen. Sin embargo, mediante la realizacion de la operacidn indicada (desarrollo del binomio al
cuadrado). se tiene:

f[tanx + sec x)dx = f(tanlx + 2tan x sec x + secix)dx

Al aplicar directamente la féormula 3, tenemos:

f{la_nlx + 2tan xsec x +sec2x)dr = f tan’xdx +2 rtanxscc_rdx—k fsccz_rdr

| 3 3
Ahora se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.
En la integral 1 no se puede aplicar directamente ninguna de las formulas que hasta el momento se cono-
cen. Sin embargo, mediante la aplicacion de férmulas e identidades trigonométricas se facilita la solucién

de la integral.

T & F s 2 2 z
Utilizando la expresion trigonomeélrica tan”x — sec”x — 1. la integral se transforma en:

flanz_xdr=f(scczx—lldx

Al aplicar directamente la férmula 3, tenemos: f(secz_r— Ddx = fsccl_rdx = [rir
e — o — :-___,_!

la b
Sumando la y 3, se obtiene: fseczxd_r + fsccz_rdx =2 I seclxdx
En la integral resultante, se identifica que 2 es una constante y que de acuerdo con la férmula 2:

.thanxsccxdx
op fme——

La integral resultante se parece a la formula 10, donde se identifica que la variable es:

V=X
dv =dx
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Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx, razén por
la que se puede aplicar directamente la formula 10. Pero, se hace notar que la constante 2 que estd fuera
de la integral, multiplica directamente al resultado, es decir:

QJ.sech\;ngqz 2tanx+C
=&

En la integral 15 se aplica la férmula 1 lo que resulta: —fle;ic =g,

En la integral 2 se identifica que 2 es una constante y que de acuerdo con la [6rmula 2, tenemos que:

;llf:anxsccxdx
at " P

La integral resultante se parece a la formula 12, donde se identifica que la variable es:

vV=2x
dv =dx
Se observa que la diferencial de la variable dv — dx completa la diferencial de la integral dx, razén por

la que se puede aplicar directamente la formula 12. Pero la constante 2 que estd fuera de la integral,
multiplica directamente al resultado, es decir:

2ftan.rsecxdx=25cc.r+f‘
S

v

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que:
J-{Lanx+sccx}2dx =Manx—x+2secx+C=2tanx +secx)—x+C

2 2
®@e-Calcul csc—xcol—xdx.
6‘ El(,l]ﬂf 3 3

Solucién

La integral propuesta se asemeja a la férmula 13, donde se identifica que la variable es:

2
V==X
3
dv = gdx
3

Se observa que la diferencial de la variable dv = de complela la diferencial de la integral dx, razon por

2 2
la que se puede aplicar directamente la férmula 13. Pero, en la diferencial de la variable Eﬂ'x sobra la constante

E, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral.
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Es decir.

7 ®e:-Calcula fe*’tane":ir.

Solucion
La integral propuesta se parecce a la formula 14, donde se identifica que la variable es:
v=¢*
dv =e*dx

Se hace notar que la diferencial de la variable dv — ¢" dv completa la diferencial de la integral ¢* dx, razon
por la cual aplicamos directamente la [érmula 14, resultando:

[e‘lane*air: tane¢* ¢*dx = —Incose* + C =Insece* +C
. v—' g

8 ®e-Calcula ['%;"Sgda.
L sen

Solucién

En el ejemplo propuesto no se puede aplicar directamente ninguna de las férmulas que hasta el momento se
conocen. Sin embargo, mediante la realizacién de la operacién indicada (division), se tiene:

f:,cnﬂ—i—cosﬂdg j-scné'dg fwsﬂdg fdﬂ J"LOSQ 40

senf senf sené sen
o s = n -
2

Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes de forma individual.
En la integral 1 se aplica la férmula 1, de lo que resulta: fﬂ‘B =5
i

En laintegral 2 no se puede aplicar directamente ninguna de las formulas que hasta el momento se cono-
cen. Sin embargo, mediante la aplicacion de férmulas e identidades trigonométricas se facilita la solucién
de la integral.

. . . . ... cosf .
Utilizando la identidad trigonométrica e cot#, la integral se transforma en:
sen

[ <80 g — [ cotodo
senf!
La integral resultante se parece a la formula 15, donde se identifica que la variable es:
v=4=4
dv =df

, La diferencial de la variable dv = d8 complelta la diferencial de la integral df), razdn por la que se aplica
dircctamente la férmula 15,
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Es decir,

[ cot8dt —nsent +C
v v

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que:

75(:“64_{:059 = f+1Insenf+C
senf

Q e« Calcula f dx.

scc[ar)—csc[f]

[

Solucién

Al aplicar directamente la formula 3, se liene:

J

sec(ax) —csc[f]
ia

dx=fsec’fm)dx—fcsc[§]dx
i

2

Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.

1. Esta integral se parcce a la formula 16, donde se identifica que la variable es:

V=ax
dv=adx

Se observa que la diferencial de la variable dv = adx completa la diferencial de la integral dx, razén por
la que se puede aplicar directamente la férmula 16. Pero, en la diferencial de la variable adx sobra la
conslante a, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral, es decir:

fscc(ax]dx = l[lnl[scc{ax} + tan(ax))]+ C = Inisce(an) 4 tanfos) +C
a a
2. Estaintegral se parece a la [érmula 17, donde se identifica que la variable es:
x
Y =—
a
dv =E
a

Se observa que la diferencial de la variable dv = a complela la diferencial de la integral dx, razon por

a :
; ; ; ; ; : X

la que se puede aplicar directamente la formula 17. Pero, en la diferencial de la variable — sobra la
a

1 , - .
constante —, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral.
a
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Esto es:
—fcsc[ildx=—aln[csc['—r]—cm 2 +C=—a Inlan['—r]-l—C
a a a 2a
Al escribir en forma unificada el resultado de cada integral, se tiene que:
f[scc(ar)—csc[indx : In(sec(ax) + tan(ax)) —aln[csc[i sl ® ]+C
a a a a
O bien,
f[scc{ax)—csc[f]]dx | In{sec(ax)+ tan(ax)) —aintan{i] LC
a a 2a
EJERCICIO 7
. I. En equipo de dos personas, comprueben las siguientes integrales indefinidas, aplicando las ecua-
¥ ciones 8 a la 17 del formulario general de integrales inmediatas elementales.
e COSMx dx
f—— 12. = tanx+secx +C
correspondientes f.: fscnmrd_x p +C f et
Compelencias 3
P : 2 cos X
i 2 JcosSxa’x: =t Sx+l‘f 13. f—“‘*“rd": = +C
disciplinares | 'iq:n[lr]
3 . nsec ax Jsen)——
: 3. tanaxdx = +C el 3
. J E 14. ICOS[?]G{.I—T+C
. ndz n —bx)
: o [-BE B euiaiie hords . osta—bx
: cos?(mz) m i ) 1% fsen(a bx)dx T +C
3 5. fcsczdz:]n[cscz—co[z]+c 16. fcsci(b_ﬂr)dx:M+c
- a
5 sec 20 : x x
z 6. sec 20 tan 20d0 — € +C . scc[—]lan[-—]cix = 250(:{—]+C
. f 2 v f 2] 12 2
: 5 s
g T. szcosr‘a‘x: L 18. fcscz(zax}d[r= o W
> 3 a
i . 5 X x
: 8. JC%ESXdX:—cm i€ i9. ft‘sc[i]dr=3lnlang+c
. dz Insec3z
. L dx — * 20. = +C
E 9. coladx—alnsena—i-[.' fcul(Sz} 3
p dy tandy
. . _ L S
: 0, [—2_dr— 2N ¢ R 4y)~ 4
. sen‘ax a
: de Insen 56
. 22, = C
T 11. fe‘ tan e*dx = Insece* + C ftfm.‘iﬂ' = K
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et Intant
23. = +C
f sen 2t 2

a d tan b
24, df = +C
fcos?bﬂ b

25, f{lan.r+colx]3dx=lanx—col.r—l—C

COS X
=2
% [ T dv=2senx +C

27. f & =cscx—colx+C
1 +cosx

dx
28 [ — tanx —secx + C
l1+senx

29, f(lanx—])zdx=lanx+2]ncosx+C

30. N s
de. 2Ja—cosz +C

31. J Sen! i — —in(l+cosf)+C
1+ cost

csc2l

32. —_—df=2Ja—cotf +C
f..:'a—cmﬂ'
33. senft
f T dt = —2cos\t +C

34, f(sccx—lanx]zdx:2(tanx—secx}—x+(f'

3
sec= dg:ln{[+2lan-9}+c
1+ 2tan@ 2

36. fﬂ—-.:scz}ga'z=z—2|nlan§—cola+(‘

37. f(fu+bscn2r}.d.x = %(mc2 —bcos2x)+C

[osexeots %mm—s.-;wn c

4 —Scscx

+C

39 f sen mxy dx__ln(ﬁ.+-:osmr}
i -+ COSMX m

40, f(scc(mx}+ tan(mx))2 dx = 2ftanney) Fescm) %

41. fcsc[%

n [ [lanle-Q} - mllg]]de _ '“;52‘9  ; g]mn[g] Ty

+C

m

ax

besc b

col +C

EJJI -
b a

B8 s § W BB ® W RS W SR B WSS S B W SRS E S S WS EE S S S WSS B WSS S B WSS S WSS E SRR W WS WS WS WSS SR SN WSS W SRS WSS SRS EE e E N
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= - 3

: 43, f cosf 40— 2.1+ 3send T a7 fscc3xlanm’x _sec’x iC

. 1+ 3senf 3 3

. 3 .

: JZ+5anz , 2 )2 48. senxcos xdx — e +C

: m f + - e (24 5tanz) iC J e*"TCos X ¢

. CcoOs" 7 15 [ D

. cosX

. 49, ——dr=In(senx+x)+C

: 45. [sccbxdx zlnisccbxb+ tanbz) +C f senx +x

: m W1+ lanx

Il. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por dife-

renciacion y en plenaria discute tus resultados.

1. fcatzln(scn(z)]dz

sen2x
. —
f 1+ cos?x

sen2x
3. —_dx
II +sen?x

senlx
4, dx
f 1—cosx

5. .[‘rﬁ‘s.(:n3 (e*)cos(e® )dx

di

tan2+/t
5

7. f_rscc,rzdr

csely

8. dy
f]-i—l:ﬂi}' 4

9. f.r,cc?ae wnt /)

0. fcusx—i-scnxdx
COSX
cosx
11. dx
f]—scnx
cos(2x)
12. e
f]—scnﬂ (x)

Q Verifica tus resultados en la seccion de respuestas.. «

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

24,

-----------------

[scn(Zz}.“ +2cos(2z)dz
f tanmxsecimxdx

fsex:: xdx

f sec2xtan 2x dx

2

seCTax
[ dx
b lanax

f df
1+ sec(af)

fe“’”soczrmdx
[e?m”cosard_r

f sen’ 2axcos 2axdx
dx

]—s»f.:n£
2
fms('ﬂr},lu'] +asen{ax) dx
f scnlf R
1 —sen“x

910
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Aplicacién de las ecuaciones 18 a la 24 del formulario generdl
de integrales inmediatas elementales

Formulas para integrar expresiones de segundo grado de dos términos:

dv 1 v

dv 1 v—a

19. = —In +C
j‘vl—al 2a |v+a
dv | a+v

19a. faz—vl =5-In——|+C

; dv | v
21, | ————=— p—
']v = aan’:scca—l-
2 —InjwhE £a? |+C

dv
'.[.fuziaz
3
7 5 ag, ¥ g g ¥
23. f«fa vidv 2~.th1 ! +2arcscnﬂ+C

24 fx!'lvzzlzazdv=% v + g2 :l:ﬂTh]n|l.f—i—s4l"u'3:i:uZ |+E.‘

EJEMPLOS

o

2l dt

;E'.. ll’\ l--Calcu[a f THVEE
Solucién

Con base en los pasos para integrar una funcion, se identifica en la expresidn dada que:

dv=dt

Se observa que la diferencial de la variable dv — df completa la diferencial de la integral df . razén por la
que se puede aplicar directamente la [6rmula 18, es decir:

-j;; ' arclan:;
— —arctan—+C = o
Jig+e 3" 1
Z
88
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dx
2 -._Cﬂ]cula .rﬁ
Solucién

La integral propuesta se asemeja a la [6rmula 19, donde se identifica que:

e SRt 1 JH I
v=mx a=n
dv=mdx

Se observa que la diferencial de la variable dv — mdx completa la diferencial de la integral dx. razén
por la que se puede aplicar direcltamente la formula 19. Pero, en la diferencial de la variable mdx sobra la
conslante m, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral. es decir:

i{11

2n

mx—n mx—n

+C

1
+C|=—-1I
] ermn

mx—+n

(v,
J‘L 1
lmz__le om mx-+n

Sdz

3 ee-Calcula fm

Solucién

En la integral propuesta se identifica que 3 es una constante y que de acuerdo con la formula 2, se tiene:

” gdz dz
Ieesilves
dv

La integral resullante se parece a la [érmula 19a, donde se identifica que:

vi=(z—3P7 ar=9
v={z—3) a=2>3
dv=dz

Se observa que la diferencial de la variable dv — dz completa la diferencial de la integral dz, razén por
la que se puede aplicar directamente la [6rmula 19a, es decir:

dv,
dz

I+(z—3 z
+( Jl C_S‘ ‘+C

jf ~—=5 I In =—In
9 —(z—3) 23) |3—(z—3) 6 |6—z
2 —F

89
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cosf

A ®e-Calcula f J—'—dﬂ.

7 —sen’d
Solucién

La integral propuesta se asemeja a la férmula 20, donde se identifica que:

vI=sen’@ a*=7
v—=senf a—= \ﬁ
dv =cost) dl
Se observa que la diferencial de la variable dv = cos 0! dif completa la diferencial de la integral cos @ df,
razon por la que se puede aplicar direclamente la férmula 20, es decir:

g-i—C

f cusﬂ dﬂ arcscn[sc"]
\.f xcn ﬁ

5 ee-Calculs [—=
Lalcula o
xxt -9

Solucién

La integral propuesta se asemeja a la formula 21, donde se identifica que:

e a’* =9
P2 a=3
dv=2xdx

Se observa que la variable resultante v — x°, no coincide con lo establecido en la férmula 21. Para que la
integral propuesta satisfaga la condicidn de la [6rmula serd necesario mulliplicar y dividir la expresion entre
una misma cantidad, siendo para este caso x, es decir:

| i et

Ahora, se observa que la diferencial de la variable dv — 2xdx complela la diferencial de la integral

xdx, razén por la que se puede aplicar directamente la férmula 21. Pero, se hace notar que en la diferencial

de la variable 2xdx sobra la constante 2, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la
integral, es decir:

xdx 1 xt | x
j [Emscc?]—l-{:‘:—mw:?—l—(f

Jx—— 6

d
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& ®e=-Calcula ]

Z
N 3
N

Solucién

La integral propuesta se asemeja a la férmula 22, donde se identifica que:

vi=73z4 =5
v=+/322 =if5
dv = 23zdz

Se observa que la diferencial de la variable dv = 24/3z dz completa la diferencial de la integral z dz, razén
por la que se puede aplicar directamente la férmula 22. Pero, en la diferencial de la variable 2/3zdz sobra la
constante 23, la cual, pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral, es decir:

v
IJ32515 - -}Vlﬁ !ﬂ‘ﬁ_‘.z +m|+c
x — wd

2evdx

7 ®=:Calcula f

Solucién

En la integral propuesta se identifica que 2 es una constante y que de acuerdo con la férmula 2, se tiene:

J Ef'd:l. [‘ e*dx

La integral resullante se parece a la [6rmula 22, donde se identifica que:

v! == El.r

at=1
v=¢e" a=1

dv = e*dx

Se observa que la diferencial de la variable dv — €' dx completa la diferencial de la integral " dx, razon
por la que se puede aplicar directamente la férmula 22, es decir:

L J"

[l T

e |

f'-'+\"ré'2‘——||+C

21
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8 ee:Calcula f l—%dx.

Solucién

La integral propuesta se puede resolver directamente aplicando la férmula 23. También se puede resolver
aplicando el proceso de la sustraccién de niimeros racionales, es decir:

B ey

En la integral resultante, donde se aplica directamente la férmula 2 se identifica que:

v=x? g’=14
V=X g=2
dv =dx

Se observa la diferencial de la variable dv — dx complela la diferencial de la integral dx, razén por la
que se puede aplicar directamente la [érmula 23, es decir:

1 A&y x? X
o= JA—x2di == h—--—+arcsen—-+C
zf iy 4 4 2

Q@ ee:Calcula f«,l'S +3x2 dx.
Solucion
La integral del ejemplo se parece a la formula 24, donde se identifica que:
V=31 &=
v=+3x a=
dv =3 dx

8
NG

Se observa que la diferencial de la variable dv = J3dx completa la diferencial de la integral dx, razén
por la que se puede aplicar directamente la f6rmula 24. Pero, en la diferencial de la variable J3dx sobra la
constante v3, la cual pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral, es decir:

f\38+3x1dx=%48+312 +%ln}ﬁx+\j‘a+3x?\ +C
i
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Solucién

10 ®e-Calcula f (2x—1? —9dx.

La integral del ejemplo se parece a la formula 24, donde se identifica que:

wV=02x—-17 a’=9
v=(2x—1) a=73
dv=2dx

o [Jex—17 -

i_ II'

La integral

Se observa que la diferencial de la variable dv = 2dx completa la diferencial de la integral dx. razén por la
que se puede aplicar directamente la férmula 24. Pero, en la diferencial de la variable 2 dx sobra la constante
2. la cual, pasa en [orma reciproca multiplicando al resultado de la integral, es decir:

a4—i)m—%m|rzx—lja+m\+f

EJERCICIO 8

disciplinares

I T T I I O I I O O

JL — leu't::lan£ +C
4+x 2 2

de 1. fe=3
== s,
29 6 "[.r+3]

= an:;s-::n— +C

JJMT

f7%= In(6+62—25)+C

I | 4x—35

J'_=— ) el KW,
16x2 —-25 40 4x+35
J‘ dx :Lln 4+3I}+C
16x> —0x2 24 14-3x
23
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I. En equipo, comprueben las siguientes integrales indefinidas, aplicando las ecuaciones 18 a la 24
del formularic general de integrales inmediatas elementales.
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

— arcsen— il + G

[ 3

[—2 _ln 2tV e
4—-(w+3? 4 |—(v+1)

. 3
= =Linl'+4x +C
9—16x2 24 |3—A4x
f 1 11 (
arctan
5+11x-
x 7
f_?ﬁ_!_% X = 2‘J,_:m:lfm x4 C

0 1, (2 -2
-[—54 _4d9=gln[91+2]+6

2
arctan = +C

. 1
J4x2+5_2£ 5

3
2 dr=n(3x+V9xZ_16)+C
f«.r‘@.rz—lﬁ
{?I
———dr=Inle* +J14+e¥ |+ C
f\“—i-f'h ( )
COsSX senx
dx = arcsen +C
J«j‘} senix }
1+x2

+C

[ d =S| ==
1—x* 4 |1—x2
2

3
J‘Sixdx = —arclanx— +C
x*+16 8 4

; | ]
94+(y—2 3 3

f & ] —arctan at + C

14+a* 22 g4
S5er 5 [1+e*
dx =—In +C
1—e2s 2 ‘l—e-‘

94
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: 22

: 26.

: 28.

. 29.

. 32.

: 35.

24.

25.

21,

30.

(%]
d

La integral

6x 3 8
Ay — ) C
f —.3_3_](4 ngscn\/;x

seclx lanx
f ——lanj.dx arc:scn[ 3 }—i—C
J‘ngi_ ]n|1r—|—x."9t |—I—C
f & Imtanl+C
0x24+4 6 2
b b
fﬁdx=zln|m+\mlxl—ﬂf+ff
f le =—In|21+~.f4r-+25|+C
IW 2522 —4|+C
I#:1n|{x+a)+~.a’b1+(x+alz|+c
NP+ (x+a)?

f\.fil—x?dx =%\j‘4—x3 +2£lrcscn§+C
JBT92 dx =2 557922 + B3+ JB5 1922 |+ €
f 6 6
o & 2 x
f fz—?m _mmﬁ—x +2ﬁarcscn£+f3
f\fﬁxl—_’rdx:%y'lﬁxl -3 +%ln|ﬁx+-Jsx1 3| 4€

S5 de = 23502 4
2

Eln(ﬁx+m)+f

R 3 X A_n.2 _3 . E
f\fs 8x dx_243 8x +4ﬂm~mn\f3x+c

95
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39.

41.

42,

43

45,

B8 @ @ 8 B B § 8 8 & B 8 8 B B B 8 8 8 8 @ 8 B 8 8 & 8 8 8 B 8 B 6 8 B 8 8 8 8 B BB § B B B B § B BB S W BB B S BB ® S E S E S S S S S S S S S B WS B WSS E s e e e s s e e e s e E

ciacion.

f m:—(x+n)Pde= [x+ﬂ]ﬂ, (r—l—n)’—l——-a:cscn[ xtn ]—l—C

m

¥ (29—1}3—4d5'=(292_”m—2]n|{'29—11+m|+f
J‘me‘dx:%m+%amscn§+c
J‘mscnfdi’:—&;m—ﬂn‘cos!+m‘+c
f\/mﬁudu =%W +443 an::smrn‘jgu1 +C

3 3 .
J‘\.J'S—i-x"’?xzdx:% 5+x5+§ln{x3+ 5+2°)+C

f J9—cot’x csclxdr = — co;x JO—cotx +%aﬂ:scn{ co;.r ]1

+C

J'Jﬁ A2 dr——J6—4r2 -I—%arcscn%

[ex+y +1dx=¥,f{2x+1}1 +1 +%In!(2x+]}+v"(21+l)2+l‘ HE

J 36— (x—3)7 dx — 63J+C

(G 5 ) 36— (x—3)2 -|-18;m:3«cn[iC

Il. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferen-

COS X Ax?
———dh 4. I
senZx+4 g ffi—‘)xﬁ

f i f Jsen Xoosx
29+ Intx Jsen'x +9
J ,f'cosxscnx . f ciczx 5

96
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: = [ 3 2. [J367=1040
. J 9x2 25
i seclax
. g 2. [J7=5424d
£ fn.!lﬁ tan? ru f o
9, f %Jx 25. f Joos?3x + 4 sen3xdx
. &
; 10 [———a 26.  [Naix?—ctdx
: J4+(x—2}1 f e
: 3
‘ - J4xl+16 2. [ty
E ]2 COs X ar
: | —= e 8. [ ————de
13, j 3
: X! -25 29. f V114 7x* xdx
E ]4 J scn I
. Jeos'x—4 0. [Ja—n*-
: 15, [_%Cx 3
. J-ﬂl—lan?x 31. f,fii—%ﬂ'x
16 f_dx_
; ' xJ(Inx)2 19 32. f J513x2 dx
: 17.
5 frm 3. [VB-3ax
8 - csclx
18. Jm‘ﬁ 34. f1fscn2{2x}+9 cos (2x)dx
5 & S
19. Jm 35. f cos2(2x) + 16 sen (2x)dx
: I -
: 20. J mm 36. f_,l"S—(Z_r—l)ldr
: 21 [\3y —1ay 3. [Va-ortar
22. f«.ﬁ(3z+l)2—2dz 38. fﬁﬂ5r4+3.rdr
o7
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g 39. V25— x5 x2dx 4 [—92 _
f I it —5
it . dx
40. g 43, —_—
f! 412 —9 jz_w'lﬁxz —8
A1, ]'L 44. f\/l—x“‘xdx
J o xfxl—16
Q Verifica tus resultados en la seccion de respuestas.s « s « o+ s s s s s s s s s et v v oo
98
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Autoevaluacién

1. Determina el volumen aproximado de una concha esférica cuyo radio interno es de 8 cm y
su grosor es de 0.2865 cm.

2. Encuentra el drea de la region limitada por lacurvay = ¢" %, entre x = —6 y x = 2, conside-
rando:
a) Rectangulos inscritos.
b) Rectangulos circunscritos.

3. Encuentra el valor promedio de la funcion f definida por f(x) = 3x" + 5x° 4 2xen el intervalo
cerrado [—2.1].

99
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4. Encuentra el drea de la region acotada por lacurva y=+/x —9 y las rectas dadas porel eje x:
x = 10 y x = 16. Construye una grafica mostrando la regién y un rectingulo. Expresa la
medida del drea como el limite de una suma de Riemann y después como integral definida.

5. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por
diferenciacion.

a) fscnilxcusz 2 xelx

b) faﬂfdx

c) : [ sec? 2 xdx

d) f JOxF22 —25dx

100

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 2110



14/2/2017 Bibliotechnia -

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 3/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

Evaluacién diagnéstica

—

. ;En qué consiste el método de sustitucion algebraica para resolver integrales indefinidas?

2. ;Cuando puede aplicarse el método de sustitucion trigonomeétrica a la solucion de integrales
indefinidas?

s

. Escribe la formula para realizar la integracion por partes de una integral indefinida.

4. Indica a qué tipo de funciones puede aplicarse el método de integracion por partes.

5. ;A qué se le conoce como integracion por racionalizacion?

102
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Métodos de integracién

Propésito de la unidad

Que el estudiante:

Conozca los métodos para la solucion de
integrales indefinidas, reducibles a inme-
diatas, por sustitucion algebraica.

Utilice el cambio de variable para la solu-
cion de integrales indefinidas. reducibles a
inmediatas, por sustitucion trigpnoméltrica.
Aplique los diferentes casos de la inte-
gracion por partes para la solucion de in-
legrales indefinidas.

Apligue el método de integracion de fun-
ciones racionales por fracciones parciales
para la solucion de integrales indefinidas.
Apligue el método por sustitucién de una
nucva variable para la solucion de integrales

Competencias disciplinares

B

b3

Construye e interpreta modelos determinis-
tas mediante la aplicacién de problemas
algebraicos y geométricos para la com-
prension y andlisis de situaciones reales o
formales.

Propone, formula, define y resuelve dife-
rentes lipos de problemas matemadlticos,
aplicando diferentes enfoques.
Argumenta la solucién obtenida de un
problema. con métodos numéricos, grafi-
cos y analiticos, mediante lenguaje verbal
y matemitico.

Interpreta tablas, grificos. mapas, textos con
simbolos matemdlticos y cientificos.

indefinidas.

- Contenidos que aborda la unidad

Contenidos
concepluales

Solucion de integrales indefinidas, reducibles a inmediatas, por sustitucion alge-
braica

Solucion de integrales indefinidas, reducibles a inmediatas, por sustitucion trigo-
nométrica

Solucion de integrales indefinidas por el método de integracion por partes en sus
diferentes casos

Solucién de integrales indefinidas por el método de integracidn de funciones
racionales por fracciones parciales

Solucidn de integrales indefinidas por el método de integracion por sustitucion
de una nueva variable (método de integracion por racionalizacion)

Contenidos
procedimeniales

Contenidos
aclitudinales

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

Comprendera los diferentes métodos para la solucion de integrales indefinidas.
Identificara el método apropiado para la solucién de una integral indefinida.
Ultilizard el caso apropiado de los diversos métodos para determinar la solucion
de una integral indefinida.

Resolverd problemas utilizando los métodos para la solucién de integrales in-
definidas.

Colaborara con sus compaiieros al resolver problemas.

Respeto al trabajar en clase.

Aprenderi a valorar ¢l trabajo de sus compafieros al resolver problemas.
Contribuird con ideas de manera critica y acciones responsables a la hora de
trabajar en equipo.

103
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Solucién de integrales indefinidas, reducibles a inmediatas,
por sustitucién algebraica

Las integrales que contienen expresiones del tipo ax’ + bx + ¢ 0 ax’ + bx, pueden integrarse facilmente
aplicando alguno de los siguientes mélodos:

Primer método

Una integral que contiene una expresion cuadritica de tres términos ax’ + bx + ¢ o de dos Iérminos ax* + bx,
puede reducirse a otra con expresiones de alguna de las formas v' + " o @’ — v’ completando un trinomio
cuadrado perfecto (sustitucion algebraica) que se representa por TCP.

EJEMPI.OS .

n.{
*‘l

L

x2 —4x+]%

iif 1‘ Encuentra f

Solucién

En la integral propuesia, se identifica que la expresion x’ —4x + 13 es de la forma ax® + bx + ¢. Completando
el cuadrado en ¥’ — 4x + 13, tenemos:

x*—4x+13=x"—4x+4+9, es decir:
TR

2—4x+13=(x—2)*+9

A,

dx dx
De lo anteri lta: —
¢ lo anterior resulta fx1—4x+l3 f{x—ZF—i—F}
ey
Aplicando la formula 18, se tiecne que: v =(x—2)) a?=9
v={(x—2) a=3
dv=dx
dx . dx 1 (x—2)
fx2—4x+13 J(_r—z';2+9 3Ty
2 ®e-Encuentra J‘L
3x—x2_2

Solucién

En la integral propuesta, se identifica que la expresién 3x — x* — 2 ordenada —x* + 3x — 2 tiene la forma
ax + bx +c. Completando el cuadrado en —x* + 3x -2, tenemos:

9) 1
_xl+3_r_2=_[_g-2—31‘+—]+—.esde{:ir:
4) 4
’ TeE

104
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2 2
—12+3x—2=—[1—-§ +£=.i_[x_%
De lo anterior resulta: 1'3 dxj sz dx
X — X —

2
Aplicando la formula 19a, se ticne que: v = x—g] a? =-ET
3] 1
v=|x—= a=—
2 2
dv=dx
dx 1 ~1;-+l’r_3] 5
| In| 2 2 PE =R 4C
. 3} —x
l_
2

dx

J3x2 - 2x 14

3 ee-Encuentra f
Solucién

1 s i 7 ] 2
En la integral propuesta el cocficiente numérico del término 3x™ no es cuadrado perfecto, por lo que se
recomienda su transformacion. Para lograrlo, sélo es necesario multiplicar y dividir la expresion integral por
una misma cantidad, que por lo general. es el mismo coeficiente numérico, es decir:

dx
‘r«..l'3r2 2x+4 [ ] f\,u'gxl t’:-x+l" 3f\f'9x3—6;r+12

De la integral resultante, se identifica que la expresién 9x° — 6x + 12 es de la forma ax” + bx + ¢. Com-
pletando el cuadrado en 9x" — 6x + 12, tenemos:

Ox2 —6x+12= 9x¢—6t+1+|! es decir:
. L

9x? —6x+12=(3x—1¥2+11

De lo anterior resulta: ﬁf L— == -ﬁf L
JO9x? —6x+12 JBx—12+11

Aplicando la formula 22, se tiene que: v2=3x—12 &l =11

v—=(3x—1) a=+11

dv = 3dx

)+ —2x +4|+C

dx
[ . f\i‘3x2—2r+4 fmx D2 +11
105
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4 ®e=-Enpcuentra f

r—2:— '
Solucién

En la integral propuesta, la expresion 3t = 2t ordenada —2¢ + 3 tiene la forma ax” + bx. También, el
coeficiente numérico del término -2, no es cuadrado perfecto, por lo que se recomienda su transformacion.
Para lograrlo, sélo es necesario multiplicar y dividir la expresion integral por una misma cantidad, que por
lo general, es el mismo coeficienle numérico, es decir:

dit 2 2dt
f3r—2r2 [E]:I “a? fﬁr 4¢2

Completando el cuadrado en la expresion ordenada —41 + 6t, se tiene:

—412 +61=— [4!2 6.’+3]+—3— es decir:

e
3 9 9 3y
—4;2—1—6::—{2?——} +————[2I——J
2 4 4 2
De lo anterior resulta: f f md—r"
Jﬁr 41 [?I 3]3
4 |7 2
: . : W 5 B
Aplicando la férmula 19a, se tiene que: 2 =[2!—5 a* =%
v—[ZI—E] a=§-
s
dv =2dt
3 3
— {2t ——
dt 2 7 [ ) B 2t
zjg 32_52[3]m3 [2 3] +C=3hl==|+C
I — A —
4 2 2 2 2

5 e« -Encuentra f—.,ﬂx2+1r+5a£r.

Solucién

En la integral propuesta, se identifica que la expresion x* + 2x + 5 es de la forma ax’ + bx + ¢. Completando
el cuadrado en X° + 2x + 5. tlenemos:

2 42x4+5= x +2x+1+4, es decir:
TCP

214 2x45=(x+12+4

De lo anterior resulta: fu'.l':" +2x+5dx = f (x+1)2 +4dx
106
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Aplicando la férmula 24, tenemos que: v = (x +1)? at=4
v=(x+1) a=2
dv=dx

6 ®e-Encuentra fw.,l'c‘lx—xz dx.
Solucién

Completando el cuadrado en —x° + 4x, tenemos:
(—x2 +4x)=(x —4x+4)+ 4. esdecir:
e
(—x2+4x)=—(x—2+4=4—(x-2)

De lo anterior resulta: f Vadx—xldx = [ 4—(x—2dx

Aplicando la férmula 23, se tiene que: vi=(x—2)? at =4
v=(x—2) a=>2
dv=dx

Métodos de integracion

SN+ +adx= [I;!)\E‘IZ-I-ZI-FS + 2|+ )+ F2x +5|+C

En la integral propuesta, se identifica que la expresién 4x — x* ordenada —x* + 4x liene la forma ax® + bx.

- e 3
f 4—(x—2Y dxr= uzmu-’-lx—xz +23n:scn[x2 “}+C

Segundo método

Cuando el integrando es una [raccion cuyo numerador es una expresion de primer grado y el denominador
de segundo grado o raiz de ella. la integral puede reducirse a una integral inmediata. tal y como se explica

a continuacion.

EJEMP[OS

TE' ’!' l’ Encuentra J [x+3)rir

i:—jﬁ I +4
Selucién

Multiplicando el numerador de la integral por dx, resulta:

(x+3dx _fxf.(r+ 3dx
x2+4 x2+4

Aplicando directamente la férmula 3, tenemos:

xdx+ 3dx xdx + dx
f‘;xl—l——kél zlf_r:-+l4+3-l x24+4

.l.._- P 3

107
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Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual.

De la integral 1 se identifica que: v=x2+4
dv=2xdx

Se observa que la diferencial de la variable dv = 2x dx completa la diferencial de la integral x dx. razdn por
la que se puede aplicar directamente la formula 5. Pero, en la diferencial de la variable 2xdx sobra la
constante 2, la cual. pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral, es decir:

II;"‘J:E:IEIM;;3 +4)+C

x4
De la integral 2 se identificaque: v2=x &’ =4
vV=x a=2
dv=dx

Se observa que la diferencial de la variable dv = dx completa la diferencial de la integral dx. razén por
la que se puede aplicar directamente la [érmula 18, es decir:

3 x
+C =—arctan—+C
2 2

X
—arctan—
2

dx 1
3fx1+4=} 2

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se licne:

(x+3)dx 1

q In(x2 +4)+ 3arctan > |+ C
x~+4 2 2

(3x—2)dx

Jie—x2

2 ®s:-Encuentra ]
Solucién
Multiplicando el numerador de la integral por dx resulta:

fl’31—2)d.r_ I-Sxdx—Zdr
v16—x2 4 f16—x?

Aplicando directamente la [érmula 3. tenemos:

f3.ra‘1-'—2:.{r=3[ xdx —Zf dx

Jie—x2 1647 V16— x?
e

Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.

En laintegral 1, el denominador se pasa de la forma radical a la forma exponencial. Por tltimo, se pasa
al numerador y con base en las leyes de los exponentes, se Liene:

|

(16 —x2)2
En la integral resultante se identifica que: v=1l6—x? n= —‘—;
dv=—2xdx
108
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Métodos de inkegracion
Aplicando la f6rmula 4, se tiene:

|
1 o zsl
3‘[{]6—]:2'} 51:&:—%% +C=-3J16—x2+C

— ]
2
De la integral 2 se identifica que: v*=x* a’>=16
v=x a=4
dv=dx

Aplicando la férmula 20, se tiene: —2 arcscn%: +C

dx
=2/ J6—Z

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene:

(3x—2)dx - X E
- — 316 —x —2arcsen—+ C=—|3v16—x? +2arcsen= |+ C
f Y X arcsen 5 x arcsen ;

3 ee-Encuentra jm
V6x—x?
Solucién
Cuando la integral propuesta contenga en el denominador una expresién de la forma ax’ + bx + ¢, ax” + bx
o la raiz de ella, se recomicnda primero tomar como variable a dicha expresion, es decir:
v=6x—x’
dv=(6—2x)dx
dv=—2(x—3dx
En el numerador de la integral. se debe tener (x— 3} dx para completar el diferencial de la variable, es decir:

(x+3dx  (x—343+3dx p(x—3+6)dx
Jéx—x? V6x— 22 Jex—x?

Aplicando directamente la {érmula 3, tenemos:
f(x—B}dx—Fﬁdx s f (x—3)dx
Jéx—x2 Jéx—x2

—_—

dx
2 +6f Jox —x2

Ahora, se integra cada una de las expresiones resullantes en forma individual.

La integral 1 puede reducirse como la férmula 4. es decir:

f (x—3)dx j'{ﬁx _x2) 5(_1-_3}{1'1

Vex—x? B

En esla integral se identifica que: v =6x—x° n= —3
dv=(6—2x)dx
109
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De tal forma que:
!
—+1

1
—=+1
2

Completando el cuadrado para —x* + bx, tenemos:
—x2 +6x=—x2+6x+9, esdecir:
- -
x4 6x=—(x—324+9=9—(x—3)

dx dx
De lo anterior resulta: 6| ——=6| ——
f J6x —x2 f Jo—(x—3)

Aplicando la férmula 20, se tiene: vi=(x—32¢ ar=9
v=(x—3) =23
dv—=dx
dx (x—3)
De tal forma que: 6[— = rﬁam&cn +C
J2—(x—3¥ -

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene:

. (x+3)dx —— __(x—3)
il fﬁ— A 6x —x* + 6arcsen 3 +C

4 e®e-Encuentra f](;r;-—ﬂdxq
—3x+x*

Solucién
Al tomar la expresidn de segundo grado como variable, lenemos:
y=19—5x+x2
dv=(—5+2x)dx
dv = 2[,1: — E] dx
2

i

1 SRy
f{ﬁx—x?] 1(.r—3)a‘x=—% B2 b J—Est

De la integral 2 se identifica que la expresién 6x — x” ordenada —x” + 6x tiene la forma ax’ + bx.

En el numerador de la integral se debe tener [_r — %] dx para completar la diferencial de la variable, es decir:

3{r+g—£+£]n‘r 1[x—E+E+E
[Oxtna (A3 3757 037573
19 —5x+ 2 19 —5x+x2 19 —5x+ 22

Aplicando directamente la [6rmula 3, (enemos:

5 2 5 5
19 —5x 4 x2 19S5y 412 3 2)4 19—5x+x2
i e ] aI- e e e e A
110
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Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.

De la integral 1 se identifica que: v=19—5x+x?
dv=(-5x+2x)dx

dv= 2[1— E]dx
2

S
[x - —](lr
Aplicando la férmula 5, resulta: 3f

JI19—S5x 4 x2

—In(lg Sx+x3)+C

En la integral 2 se identifica que la expresién 19 — Sx + x” ordenada x” — 5x + 19 tiene la forma ax’ + bx + c.

Completando el cuadrado en x—5x + 19, se tiene:

"'+Sx+l‘§_r—5 +E+ﬂ esdecir:
I T
TCP
—3x419= x—u +El
4

; : ]9 dx
De lo anterior se tiene: 3 [ ] —
3 2 f\;l'} Sx+x f [ 5P 51

i3
x—= 2
2 -+

2
Aplicando la formula 18, se tiene:  v? = [_r —E] = 21

2 4
[ 5] J51
v=|x—= 1=—
2 2
dv =dx
De tal forma que:
3
E o —E ] arctan [ 2 +C——]9 arclan =2}
2 [;— 5 ]1 PEL AT V51 V51 V31
2 4 2 2
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene:
(3x+ 2)dx 19 (2x—3)
In(l‘} Sx4 ) ——arctan "0+ C
J J9—5x+2 J51 J51
5 ®e-Encuentra J‘w
- 25+ 21 +1

Solucién

5 e . - i 2

En esta integral se observa que el coeficiente numérico del término 21", no es cuadrado perfecto, por lo que
se recomienda su transformacion. Para lograrlo sélo es necesario multiplicar y dividir la expresion integral
por una misma cantidad, que por lo general, es el mismo coeficiente numérico, es decir:

(2t + Tdt [ ] (4 +14)dt
2124+ 2t +1 42 14142

11
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Tomando la expresion de segundo grado como variable, tenemos: v=4t+41+2
dv = (81 + 4)dt
dv="2(41 +2)dt

En el numerador de la integral para completar la diferencial de la variable se debe tener (4¢ + 2)dt, es
decir:

f (A +1)dt (414 2+12)dt
A2 +4+2 J A2 44142

Aplicando directamente la [6rmula 3, se liene:

f(4r+2+12)dr_ I (41+2)dt J dt
A2 ar4+2  J At 4442 42 +41+2

I 2

Ahora, se integra cada una de las expresiones resultantes en forma individual.

En la integral | se identifica que: v=41+41+2
dv— (8¢ +4)dt
dv =2(4t +2)dt
(4t +2)dt I

=—In(41> +4t+2)+C

Aplicando la formula 5, resulta:
a2 +41+2 2

En la integral 2 se identifica que la expresion 41 + 4 + 2 es de la forma ax® + bx + ¢. Completando el
cuadrado en 4 + 4¢ + 2, se tiene:

412 +41+2 =412 + 4t + 1+ 1, esdecir:
TCP
A7+ 41+ 2= (2t +1) +1

De lo anterior resulta: 12 f ﬁ = | f Mfﬁ

Aplicando la férmula 18, se liene: Vi=(21+12 at=1
v=(2t+1) a=1
dv=2dt

De tal forma que:

qf di _IZIJa taL“(2:+l}]

2 =— C =6arctan (2t + 1) +C
(2t4+12 +1 21m | e B r-e et

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se ticne:

[M:llnmz +41 +2) +6arctan (2t + 1)+ C
o 221 2

12
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EJERCICIO 9

I. En equipos de dos personas, comprueben las siguientes integrales indefinidas, reducibles a inme-
diatas, por sustitucion algebraica.

Escribe los nimeros

1)
correspondientes —arc'-:cri{x+ e
Competencias I\JS 2y —a>
fid“r —iaﬂ:lﬂn("'—_n+f
b A s—2xta? 2 2
dx
———arcsen(x+DN+C
f\ﬂx—xz
dx 1. [x+5
4, ——In +C
fS—x2—4x 6 \1—x

> fxl—t;z:+?=éln{i:.: e
R e e e S
t [ e
e a1l et 1
TR ] 1

dt 1 t
10. =—1In +C
fEm‘+.’2 2a [."-1—2{:]

I I T T I I I I T I I O T )

dy 2 2y+1
1. [—2  — = arctan B
fi+v+v2 v'rf_imc [ V3 ]+
12. =—1 2x—1)++10—dx+4x2|+C
f«.HU 4x +4x2 n[( b ! .r]
dx
13. | ——==1 D+V5+x242x[+C
f e n[{x+ e B e r]+
dx
14, [——=In|Gx—D+Ja?—2x+8]+C
fm sl et
dx
15. [ ———==hlx+2)+3+4x+22|+C
'-’--.|'E’+—|—f-’|,Jr+_'c2 n|(e+) ]
dx
16. —_— = —In|(x—D+2x—10—22 |+ C
f\HZI—IO—xE n[x : ]
17. f—dx—-=ln[(.t—4)+\,’_r2—81+25]+C
Nxi—8x+25

113
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18.

19.

20.

21.

24,

25,

26.

21

28.

29.

Lad
L

34,

35.

B8 @ @ 8 B B § 8 8 & B 8 8 B B B 8 8 8 8 @ 8 B 8 8 & 8 8 8 B 8 B 6 8 B 8 8 8 8 B BB § B B B B § B BB S W BB B S BB ® S E S E S S S S S S S S S B WS B WSS E s e e e s s e e e s e E

fm 2[n!(2€+])+w’46‘2+4€+ 5]+C
fm J_In[{’ix ++3x —2x +4]+C
X — 4K
f%=5|n[{u+1)+x#5+2u+u3]+C
1] W=

[\32 +ax+ dx_(j'r“Lz:'Js T dx+ ——In[(3x+2}+\f3x tax+1]+C
i .
f\f"}xﬁ 3 —12ax =6 D fore 3 —iln“h‘-‘ —1J+wf9x" = 1] +C
36 72 2
=3
f\f’-:u?—12x+?dx=%\;’4x?—12x+?—%|n[{2x—3)+\f’4x1—12_x+?]+c

(Bx+8)dr | [ 1] }
_—_— ——Ox2 - 3x— +—ln 3x—— |+ -3x—-1+C
fu"‘}xl—lr—l 3 2
[ox? +12x+8ax = B“J 2 foxf T i2x 18 —%In{(3_r+2)+«j9x2 +12x+8]+C
(x—2) = 19 x—2
IS+ Ax— 2t dr =" 15+ 4x — x? + —arcsen +C
f 2 2 J19
dx+1) 9 4x+1
T i+ .2
f‘“ x—2x*dx = 873 l—x—2x +]6ﬁancscn N +C

f1j3+2,u—= dz — IIJ1+24—’-+23m‘;cn{ 2‘]+c

f\ﬂ'2+2x—x2dx=u;”

3 x—1
24 2x —x2 +arcsen|—— |+ C
2 [\ﬁ]

f\.f3—21—_r1 cir:(x;“-\f':i—lr—xz +2mt:scn[x;4}+ﬁ

f«.l'_rz +2xdr = EXZL” x4+ 2x +%ln[ix+ 1)+ 42 +2x]+C

ks - —3
[Var—2rar— (t:ﬁ ) 3t —22 +iamscn[4‘T]+c

1642
f‘j}#x V2 =9 +2mn(x+vx2—9)+C
f%:zmﬂn(ﬁ ¥ +1)+C
112—:_? ;l[3t2+9]—-imi —‘Q+C
114

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 6/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

UNIDAD 9

Métodos de inkegracion

(Tx— Zldx 2
36. B I (14 5x2)— —arctan+/5x +C
I 1+5x2 10 V35

37. mzl[l[ {4+2x]+| (16— 4:—}]+C
16— 4x2 8|2 (4-2x
{(x+5)dx -
38. — =2+ 2x+ 5+ 4nj(x+ DY +2x+ 5|4+ C
f xT4+2x+5 [ ]
27—
9. [ e— 2 ”d’f w"-ir—-!Ix +—]n[(2‘-:—l)+\f4_x —4ax-3|+cC
VA —4x—
(3x—4)dx ! = 5 :
40. f—=——x;"l—ﬁx—9x +2In[Gx+ D+V1-6x—9x7 ||+ C
NI —6x—9x2 3 3
(x+dx _ ( x ] ! .
41. ——=In(4x—x*)+C
f 4y —x? 4—x) 2 WA=
dx 1.0(345) 1
4 e =-|[ ]—-—I 27 +6x—x2)+C
Voma—e 2t e
Gi+2dt 3 19 2x—5
43, [22TH8. 0. sreyy t g
195+ 2™ * 7 E"“"[ NG

2x—1
5-2x

Bx—dx 9
i, f B 9,
Ve "

]—]n(l2x—412 —5+C

(x+2)dx 5 -
45, fﬁ:&- —6x+5+5In[(x—3)+xX —6x+5]+C

Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciacion y
en plenaria discute tus resultados.

I I I I T I T I I I )

. fme v St 5 [ e
2 f% s [a5s & fﬁ
(P S S 5 [
f——-m_dfﬁ 10, ]ﬁ 16. [V5—dx—x7dx
fx;-il—xilx 1. fﬁ 17, [V28—12x—x ax
6. IJ% 12. fﬁ 18, [oxr" —12x+8dx
115
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g 19. f 232 ¥ 2x +Sdx 2. j (x+ ldx 39, (2x—T)dx
. Y2 +x+1 5x2+43
20. f\.l'30+l[)z+zzc.[r - (5 x)dx 0 (x+ ddx
' Jd— 32 1—x—x?
21, [\20+8y—y dx
7 fwmdl 1+4x+5x 2xt+6x+35
» (3x—35)dx (x 4 Ddx
20. - 35. __ e REoe
23 f\e’x4+6x3+5a‘x 13x3+4x+1 . J3x2 x4
(x4 1)dx (x—T)dx :
24. L o) 30. 36. Vadx? —4x—3d
f\jxl—8x+25 fw‘x2+8-r+3 IR
(10x— 3)dx (x—4)dx
25. (ol s 31. —_—
f 4+ 25x° f JxI—5x+3

Q Verifica tus resultados en la seccién de respuestas.

----------------------------

Solucién de integrales indefinidas, reducibles a inmediatas,
por sustitucién trigonométrica

. = X A 3 5 3 3
Para resolver integrales indefinidas que contengan un radical de la forma va? —u? o Ju? +a? y que son
reducibles a integrales inmediatas por sustitucion trigonométrica, se recomienda efectuar un cambio de

variable, ya que es el método mas corto para integrar tales expresiones.

El cambio de la variable se realiza

integrales inmediatas.

Es importante notar que

en cada caso el signo radical

desaparece, es decir:

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

1. Cuando se tiene +/a2 —u? se hace u = asenz.

2. Cuando se tiene +/u? +a* sc hace u = atanz.

3. Cuando se tiene u? —a? se hace u = a sec z.

Eslas sustituciones se emplean para demostrar las férmulas de la 18 a la 24 del formulario general de

1. Ja® — a’sen’z — ay/1 —sen’z —acosz

2. \Ja® +a’tan’z = ay/1 + tan’z = asecz

3. Jalsec’z—a? = avfsec’z—1 —atanz.

116
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EJEMPLOS
(] -
a7 A .
E*‘-’_l}’ '&_.'-Encucntra f is"
w (5—x2)2
Solucién
De la integral propuesta, tenemos que: 4 = x2 at=5
u=x a=-/5
di = dx
Es decir f dx 5= J di =
(3--x*) (a* —u)?

3
Como se liene (a” —u?)? -.;'Eﬂz —u*y, el cambio de variable que debe realizarse es: # = a sen z, de donde

u’ = a’ sen’ z y también du — a cos z dz.

Efectuando la sustitucion en la integral, se liene:

3
2

L

f du B f acoszdz acoszdz

{a? —aseniz)

i

3
(a2 —u?) [a2(1 —sen?z)]2

Utilizando la identidad trigonométrica:  cos’z = 1 —sen’z
Y sustituyendo en la integral resulta: " idcon s = " AoiE
[a2(1—sen2z)]2 (a’cos’z)

_facosza'z_f iz _J" z
(acosz) {acosz)? a‘cosiz

3
2

Utilizando la identidad trigonoméltrica: — =sec’z
COs<Z
: . dz i r 5
Y sustituyendo en la integral resulta: f —— l sec-zdz
a*cos’z  a’-
La integral resullante se parece a la férmula 10, donde se identifica que: v=g
dv=dz
1 g | : ;
g sec zdz = = tanz+C Resultado parcial
: u OP i ;
De u = a sen z, se liene que senz = — = —— . Al trazar un triangulo rectingulo como el que se muestra
a

© enlapdgina 118 y aplicar ¢l teorema de Pitiigoras se tienen los siguientes resultados.

117
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(ADY)? = (HIP)® — (OP)?

lang=—
= a’ —u?

ADY = Ja? —u?

ADY =1

Sustituyendo en el resultado parcial se tiene que:

i

—tanz+C= +C

R N

Al sustituir los valores originales a = /s y u = x resulta:

|+c-

dx
= X +C Resultado final
) - 5\"5 —_1’2
(5 —x%)2
2 ®e-Encuentra f——d]'—
92 +4
Solucién
De la integral propuesla, tenemos que:  u® =9x* @ =4
it =3x a=
u
LS.
3
di_
5
du

Es decir: f

dx _f 3 _f du
x9x2 44 ® E T uNu® +a’
3

Como se liene /u? + a2, el cambio de variable que debe realizarse es 4 — a lan z, de donde W= tan’ z
s 2
y también du = a sec’z dz.
Efectuando la sustitucion en la integral se tiene:

5 9
[k [k

atanzva® + tan’z + a’ lzmzv"a (tan"z +1)

Utilizando la identidad trigonométrica: ~ sec’z — tan’z + 1
Y sustituyendo en la integral, resulta:

f seclzdz B J seclzdz I sec’dz ]-sfcczdz
tanzy/a%(tan’z 4 1) tan z+/a’sec’z atanzsecz atanz

118
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Utilizando las siguientes identidades trigonomélricas:  sec™ z = ytanz =
cosZ COSZ
Y sustituyendo en la integral, resulta:
1
dz
fscczdz_ | r COSZ _If dz
atanz a- seng a- seng
cos Z
Utilizando la identidad trigonométrica: =507
seng
. . 1 dz 1
Y sustituyendo en la integral, resulta: — | ——= —fcscz dz
av senz a
La integral resultante se parece a la férmula 17, donde se identifica que: v=g
dv=dz

—fu;c 7dz=— In{csc*—c91¢)+ﬁ'_llnian—£+ﬁ' } Resultado parcial
a

De u — a lan z, se tiene que: anz = L. E Al trazar un tridngulo rectingulo y aplicando ¢l teorema
de Pitdgoras, resulta: Y
a
'I'; (HIP)*> = (OP)? + (ADY)? colz=—
u
[+ % .
o HIP = Ju? + a? Ju +a*
GCi=——
u

ADY =a

Al sustituir en el resultado parcial. tenemos que:

T3] T ¥ T
lIn(r;scz—v::-::-lz]—i—C'=lln[Mi—[_ﬂ—E]-IL(?=lln[w]—l—-{?
a a u u a u

Sustituyendo los valores originales & = 9x°, u = 3x,a” = 4 y a = 2 resulta:

i ) foxz +4—2
j L [ 9x +C } Resultado final
9x2 44

119
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3 ®e-Encuentra [

dx
2yxI—11

Solucién
De la integral propuesta, tenemos que: > =x*  a*=11
H=x a=+11
du =
Es decir:

J' dx B f dx
211 Wt —a
Como se liene y/u? — a el cambio de variable que debe realizarse es u — a sec z. de donde & — a” sec’ 7 y

también du = a scc 7 tan 7 dz.
Efectuando la sustitucion en la integral, se ticne:

f dx f aseczlanzdz f lan zdz
uvu? —a? a’sec?zv/a%sec?z — a? asec zyJa*(sec?z —1)

Utilizando la identidad trigonométrica:  tan’ z — sec’ 7 — |
Y sustituyendo en la integral, resulta:

2 i
aseczija-(secg

f lanz dz _J" tanzdz _J" anzdz | f dz
—1) asec z+/attan?z a’secztanz a*Y secz

Utilizando la identidad trigonométrica:  cosz =
secy
: g 1 dz 1
Y sustituyendo en la integral, resulta: _’f =— | coszdz
a < secz a
La integral resultante se parece a la [6rmula 9, donde se identifica que: v=g

dv —=dz

1 1 .
?fccs;.dZ—ﬂ—lbcn¢+C } Resultado parcial

. u HIP .. . .
De u = a sec z se liene: secz =— =ADY Al trazar un tridngulo rectingulo y aplicando el teorema
a

de Pitdgoras, resulta:

(OP) = (HIP)? — (ADY)? o
OP = yu? —a? - u

— ADY =a

120
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Sustituyendo en el resultado parcial se tiene que:

S

1
'—ESCHZ'+'C
a

Al sustituir los valores originales u = x y a = /11 resulta:

f dx = Va?—11 L C Resultado final
22l —11 1lx

4 ®e:-Encuentra Hz—dﬂ‘
(4—07)2
Selucién
De la integral propuesta, tenemos que:  w> =6 a>=4
u==q a=12
du = dt)

; L a‘E‘ w’ du
Es decir: = = | —
I b=
Como se tiene \/(a> —u?)’ el cambio de variable que debe realizarse es # = a sen z, de donde &* = a” sen’ z
y tambien du — a cos z dz.
Efectuando la sustitucion en la integral se tiene:

f du fazscnlzﬂcoszm }" a’sen’zcoszdz
Ji@ J(a? —a%senz) \/a (1—sen2g)[
Utilizando la identidad trigonométrica:  cos 7 — 1 —sen’z
Y sustituyendo en la integral, resulta:

f a'sen?zeos zdz f a’senlzcos zdz f a’sen?zcoszdz f sen?zdz

J[a (1—sen ~;. \l{(azcoszzﬁ a’cos’z cos’z

scnlz

De la férmula trigonométrica se tiene que:  tan’z = ——
COs™Z

Faifs
: : sen-zd.
Sustituyendo en la integral, resulta: f —EL = [ tan’zdz
cos"g -
Utilizando la identidad trigonométrica:  tan” 7 — sec’ z— 1

Y sustituyendo en la integral, resulta: fmﬂz?-dz = f‘f-"ﬂczf’- —dz =J szdz—fﬁ
. MU ——
La integral 1 se parece a la formula 10, donde se identifica que: v=z
dv=dz

Lo que resulta: fscclz dz=tanz+C

En la integral 2 aplicamos directamente la férmula 1. de lo que resulta: f dz=—z+4+C

121
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, se tiene:
[‘scclzdz—fdz =tanz—z+C } Resultado parcial

: u OP g i
De # = a sen z, se tiene senz = — =—— y lambién que £ = arcsen—.
a HIP a

Al trazar un tridngulo rectangulo y aplicando el teorema de Pitiagoras. resulta:

(ADY)* = (HIP)* — (OP)*
S lanz=

u
ADY =va? —u? al —u?

OPEH

ADY =7

Sustituyendo en el resultado parcial se tiene:

tan z—Z—I-C:L—amcn +C

Jat —u? a

Al sustituir los valores originales u = f y a = 2 resulta:

2
: el 7= g - —arcscng+f Resultado final
G-y VA
2ap
5 e Encuentra f y & :

y:—9
Solucién
De la integral propuesla, tenemos que: 4> =y* a?=9

U=y a=73
du=dy

Es decir: f: : —f\f“ " du

. . . . 1 ]
Como se tiene i® —a” , el cambio de variable que debe realizarse es 4 — a sec 7, de donde v” — a” sec’z

y también du — a sec 7 lan 7 dz.
Efectuando la sustitucion en la integral se tiene:

a’sec mscu’langdg fa Ysec?zlan zdz

u’du
f\fu f Ja2sec?s Ja‘(acc-'—]]

tanzz—seczz—l

Utilizando la identidad trigonométrica:
Y sustituyendo en la integral, resulta:
a’sec?z lan zdz a’secizlan z dz a‘sec? zlanzdz = %
f f Ly f —a? f sec’zdz
v'lfI (sec’z—1) Jattan?z atanz .

— Esta integral se resuelve por el método de integracion por partes que se analizard en el siguiente objetivo.—

.
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EJERCICIO 10

E I. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, reducibles a inmediatas, por sustitucién
s trigonométrica.
Escribe los niimeros
correspondientes dx = X = 2B
G ,_I < (T_IQJE WNT—x
genéricas
; 2 ® = T e
discipli I T3
sciplinares (Ez +6)2 b z-+6
! g . 2
T (.. e Lo 2P
6213 —6* 136
yidy Y +3+ v] y
4. ~ = = I_j'[ : Si= = +C
3 ; f.2
2=
s [ 2 :1.,,[_@“3]+C
942 3 b |
'L
6. f afx : =iln[ m-—x rn]+c
xym*—xr m x
2
7. 2 d‘3=\; ) E—Sarcsen%—i-f.'

T L o
8. fu—x HM":M“[—"‘ p 2 5]+m+c
X X
f dx B xi—4
2JxI—4  4x
i =

P2 1y

+C

@ 8 B B B 8 5 8 F @ 8 8 B B S8R FE W R E RS RS SR EE SR E S S E S E SRS R SRS E S B RS EE RS SRR SRR R SRR RS R

dy X
i [—=s=—m——ti
(9‘—[1)5 99— x-
e = —
2. f‘ﬁ"’ x ir:Sln[g x| T e
X X
13, f__““‘”"‘: 2 — 9 3arcsen’ 4 C
u 3
a. [ & =lln[‘*9}'-+]6_3-" s
oy +16 4 3y
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15.

IL == lan:scnf +C
xfxi—4 2 2
16. f /%2 —16 dx —Jx? -‘-1=1ra::cosi +C

CRE R )

u? -I—a* —d

17.

CRC RN

fum

N+

18, Jnf4 xzrix IMII4+ x?+x iC
5 3
9. [ e |n['1E+ “I‘_“S]Jrc
J2—16 4
20. f & .. 3 e

6-yn V6

Il. Encuentra las primitivas de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados
por diferenciacion y en plenaria discute tus resultados.

dx - dz dv
fi 7. j— iz —2
2 e 2
x25—x 4 (2 +4)2
2. [*V16—d%do . 2 dy
- — e Idx
= fm 13, f—j
3: f Y dv (16e 2% 4 4)2
oo 9 f xldx
4. [V V6427 14. dr
25x1 —4)2
s [ dx 10. J‘$ ==
- xIJxi -5 e —16 15. [‘ dx
% g < xlx? -0
6. f x-dx 1 f dut
v9—x? w*u? +25
Q Verifica tus resultados en laseccion de respuestas.s « s s v s s s v s m s s v s o s v o v v e e s

Solucién de integrales indefinidas por el método de integracién
por partes en sus diferentes casos

Integracion por parfes

De acuerdo con la formula del producto para diferenciacion, considerando que # y v son [unciones de la
misma variable independicnte, se tiene que d{uv) = vdu + udv.

124
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Por transposicion de términos se obtiene: udv =duv) — vdu
Y al integrar se obticne: fudv = v — f vdu

La expresion anterior se denomina formula de integracion por partes.

Cuando no se puede integrar directamente udv, la férmula de integracién por partes hace que su inte-
gracion dependa de dv y vdu, que suelen ser formas [liciles y posibles de integracion.

El método de integracién por partes ¢s uno de los de mayor aplicacién de cilculo integral.

Para aplicar la [6rmula de integracion por partes en un caso dado, es necesario descomponer la dife-
rencial dada en dos factores. es decir. en 4 y dv. Aunque no existen instrucciones generales que faciliten
la eleccion de dichos factores se recomiendan los siguientes pasos para escoger los factores u v dv.

dx siempre es una parte de dv.

Debe ser posible integrar dv.

Cuando la expresion para integrar es el producto de dos funciones, es mejor seleccionar la de apariencia
mas compleja. con tal que pueda integrar como parte de dv.

B Dt

EJEMPLOS -

=]
E
@

I

,‘T’ Caso |
/

®e:Encucntra | xsenxdx.

2

Selucién

Como la expresion por integrar es el producto de dos funciones. se selecciona la de apariencia mas compleja
para integrarla como parte de dv, es decir:

Sean wu=x y dv=senxdx
du = dx fdv:fscnxtix
V=—COSX

Sustituyendo en la [6rmula de integracion por partes, lenemos que:

fudv =y — fvdu

f_r senxdx = x(—cosx)— [{—cos X)dx

j xsenxdx =—xcosx+ fcosxdr

La expresion f cos x dx se parece a la férmula 9, donde se identifica: V=x

Es decir: j cosxdr=senx+C
——

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2) se tiene que:

fxscﬂxdr ——xcosx+senx+C

125
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Caso |l

2 ®s-Encuentra fxln_nix.

Solucién

Como la expresion por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia mds compleja.
para integrarla como parte de dv, es decir:

Sean u=x y dv=Inxdx
du=ds  [dv=[Inxdx
vi="7
Nos damos cuenta que la f xInxdx no puede integrarse en forma directa, por lo que este hecho indica que

no se selecciond adecuadamente a los factores « y dv. Entonces, si:

u=Inx y dv=xdx

dx L] w
di=— dv= | xdx

- Je=]

52

V="

2

Sustituyendo en la formula de integracion por partes, tenemos que:
fud’z m'—fvdu
%2 x? | dx
fxlnxn{x = ilnx)[? _f{?}[?]
72

fxlnxﬂix_ 7 Inx—%f;cdx
ey

La expresion —% f xdx se parece a la formula 4. donde se identifica que: H=x n=1
dv =dx
s 1 I {22 o
Es decir: ot [_rafx:—__ e . L W
2- 2L 2 4

——g———

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2) se liene que:

J.x Inxdx= %m;—% +C =x—22[lnx —%]+C
Caso Il
3 ®e:Encuentra fxej" dx.
Solucién

Como la expresion por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia mas compleja
para integrarla como parte de dv como se ve a continuacion.
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Sean wu=x y dv=edx
du—dx  [dv— [e*dx

EE:

2

=

Sustituyendo en la [6rmula de integracion por partes, enemos que:

fudv:uv—fvdu
f_n,z: dx = I[E; ]—[ E;I dx

f_rez'fdx= x;h —%ff’h dx

- —

La expresion —% [ e dx se parece a la férmula 7, donde se identifica que:  v=2x
= dv—=2dx

2x

i . awge T AN Y ons _#
Es decir: EIE dx_[ E][EJE +C_—4

+C

2

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2) se tiene que:

+
2 4

2x Zx 2x
xe e e 1
fx:ezx dx = > [

i
5 J

Caso IV

4 ®e:-Encuecntra J xla® dx.

Solucién
Como la expresion por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia mas compleja
para integrarla como parte de dv, es decir:
Sean u—=x’ y dv=a’dx
du = 2xdx fdv = fal-‘a'.r

%
a..x

v=
2lna

Sustituyendo en la [6rmula de integracion por partes, enemos que:

fudv:uv—fvdu

2x . Zx
i —j A 2xdx
2lna 2Ina

[ x2ar dx = x?

2 2y
f_rlal' g K0 o AR
2lna Ina
127
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Para la expresion —I—fxah dx se aplicara nuevamente la [érmula de integracion por partes, donde se
na
identifica que: dv = a** dx

du = dx fdv=fahd.r

u=x y

alx
2Ina
Sustituyendo en la formula de inlegracion por partes se liene:

fudv:m‘—fvdu

I Ix

Ina

V=

Ina 2]rm

¥ [ZIna
> [adx

xals 1

fm“ﬂfx =—
Ina 2(lna)? 2[][1:1]

7 —

La expresion < J a2 d se parece a la [6rmula 6, donde se identifica que: v=2x
) dv—2dx
| 1 1)a=

ES d - - 2x l'i]. Ee [_

R 2lna)? fﬂ 2Alna)y \2)1na
1 i ulx
a“*dx= +€
Hlna)? f 4(Ilna)’
—_—

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1. 2 y 3) se liene:

2 .2x 2x 2x 2x l
_rzaz‘dx=xﬂ ~ xa i i i _a . iC
f 2lna  2{lna)* 4(lna)® 2lna Ina 2In?a

Caso V

5 ®s:Encuentra f sec’zdz.

Solucién

Esta expresion que resulta de una integral indefinida, reducible a inmediata, por sustitucion trigonométrica
habia quedado pendiente de resolverse en el objetivo anterior.

Escribiendo la expresion f sec’zdz como el producto de dos funciones, se liene:

fscc%dz — fsccz zseczdz

Como la expresion por integrar es el producto de dos funciones, se selecciona la de apariencia mas com-
pleja para integrarla como parte de dv, es decir:

Sean u=secz y dv =sec? zdz
du =secztanzdz fdv:fscc?zdz
v—=1tanz

128
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Sustituyendo en la [6rmula de integracion por partes, tenemos que:
fudv:uv—fvdu
fscczz.seczdz=secztanz—ftanz(sccztanzldz
fscclzscczdz=sccztanz—flanﬂzscczdz
7 =

Aplicando la identidad trigonométrica tan’z — sec’z — | en la integral 1 se tiene:

—J tan?zsec zdz :—J (sec’z —1) seczdz = —fscc_i?{? +fscc;7dz

La integral 3, se parece a la formula 16, donde se identifica que: v=2x
dv=2dx
Es decir: fscczdz=ln{sccz+lanz}+€

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1. 2 y 3) se liene:

fscc%dz=sc:czlanz—i—In{sccz+lanz)+C—fsc-:-‘dz
fsec-‘zdz—i— ]'scc-‘zdz=scczlanz+ln(sccz+ tanz)4+C

Qfsccf‘:-:dz —=seczlanz+In(secz +tanz) +C

[m3zdzzscczlanz+ln(sccz+lanz)+cz seczlanz+ln[sccz-l-lanz}+

C
2 2 2

Caso VI
& ®e-Encuentra ff'hscnaxdr_
Solucién

Como la expresion por integrar es el producto de dos funciones. se selecciona la de apariencia mds compleja
para integrarla como parte de dv, es decir:

Sean wu=e¥ y dv = senaxdx
du = 2e**dx fdv = fscnaxdx
COSX
V=—
a

Sustituyendo en la [érmula de integracion por paries, lenemos que:

fud!.—' = mr—fva‘u

fﬂl'scnaxdx=ez‘[—cosm]—f[—msm]Zehdx
a

a

2x

efeosax 2

fez-'scnardx =" 4= [eh cosaxdx
a a-

|

i I i T

129
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=y B - ; ; i
Para la expresién — f e cosaxdx, se aplicard nuevamente la férmula de integracién por partes, donde
se identifica que:
2x

=g y dv = cosaxdx
du = 2e**dx fdv = fcosa,rdx
SN ax
V=
a

Sustituyendo en la f6rmula de integracion por partes se tiene:

fua‘v = uv —fvdu

(K O

2 2x _2
Efe cosaxrb._E

2 2eltsenax 4
—ff'z” cosardx = ————— eXrsenax dx
a a a

2

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2) se liene:

2x .4 9
g e“*cosax  2e“*senax 4
J ersenaxdr = — + ———fehscnaxdx

a a’ a?

£2Tcos ax i 2elrsenax

; 4

Jezfscnaxcir+—,ff32‘scmmir=— ?
a’ a a?

e’ (2senax

fezfs.cnam’x[l +—4- =—
a

- —cosax]-l—f.'
a?

a

el [Zscnax ] ezx[Escnax—acosar
o cosax s
e2rsen axdx — -2 e g=-2 4 [
f 4 i [az +4] N
o
al a?
E2.r
. 2 (Zsenax —acosax) ™ (2 senax — acosax)
fﬂ*‘scnamﬁx: +C= +€
a’+4 a*+4
—

Caso VIl

7 ®=-Encuentra f arctan x dx.

Solucién

Cabe mencionar que la integral dada aparentemente no representa el producto de dos funciones; sin embargo,

si lo es. Por lo general, se recomienda seleccionar la funcidn de apariencia mis compleja para integrarla como

parte de dv, no obstante, y tal como sucedié en el caso I, este consejo no siempre resulta ser el adecuado para
—l determinar la integral.
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De lo anterior se ticne que: u=arclanx Yy dv=dx
dx
d”=l+_rz fﬂ'l-=f(i£
V=ux

Sustituyendo en la férmula de integracion por partes lenemos que:

fudv:uv—fvdu

farclﬂnxcix:(mttanx)fx)—fx[ d).'}]
2

famianxdx = xan:lanx—f

) + t
i

La integral 2 se parece a la formula 5. donde se identifica que: v=1+x2
dv=2xdx

. xdx 1
Es decir: — = ——In{l4+xH)4+C
f]+_r3 2

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2), se tiene que:
I 2
fﬂrctan_rtir — yarclanx — = Inl14+x5)+C

Caso Vil

8 ®e-Encuentra JM

Jx—+a

Tomando como ejemplo al caso |, tenemos que:

Sean u=In{x+a) vy dv = dx
Jx+a

dx dx
dif =—— dv=
‘ (x+a) f f#x+a
v=2/x+a

Sustituyendo en la [6rmula de integracion por partes se licne:

fudv: uv—fvdu

f ln[x%:a;dx 2J0x+aln(x4a)— f2«.,‘r+a

f laGi | 2} =2%Jx+a ln(_r+a}—2f

(x +all

dx
vXta

131
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En la integral 2 se aplicard la formula 4, lo que resulta:

dx
=) ——4fx+a+C
'r\F.Y+H T

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral (1 y 2), se ticne que:

M:qu—l—a In(x+a)—4Jx+a+C=U/x+a[ln(x+a)—2]+C
Jxta

Aplicaciones del método de integracién por partes

1. Endiferenciales que contienen productos.
2. En diferenciales que contienen logaritmos.
3. En diferenciales que contienen lunciones trigonomélricas inversas.

EJERCICIO 11
. I. Comprueba las siguientes integrales indefinidas aplicando el método de integracion por partes.
m 1 f_rcos_rdx = xsenx+cosx+C
Competencias
genéricas 2 flnaxdx=x(lmu—])+€
petencics
disciplinares 3. fxscc%rdx:xtanx—l—ln(msx}—l-c

4, f;e*da:e:[_r—IJ+C

5. fscnledy L %9—%5@26‘4—(3

Inxdx
f. Inx—In(l+x)4+C
f(]—l—x)- ]—|—x eI

T flenxdx =?[lnx—%]+C

¥ 1
f}u-"a'_v= s y——|+C
Ina Ina

..n|| l
9. lnzdz == [In"— ]+C
f n+1 n+1

10. fxfe tdy — ¢ *(x2 4 2x 4+ 2+ C

Aeldo et
11. BT PRI SR
f{1+9}2 1+8

L 21—xY)
12; fm 2[_12—T]+C

I I I I I I I I S
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: 13. [ xerrdx= . [x——l- +C
: " 2 2
: 14 fxcustdx—mszx-l-xsc"lx—l-C
. ' 4 2 ’
: s B :
: 15. fe cosxdx = 5 (senx +cosx)+C
: x 2 e
[ i S R G oy S
16. jxe dr=—-(x*~D+C
2 1 2y 2
- 3}" ] = — 12 - Eag
| 17. fyze dy 3@3_‘_[} +3 +5]+C
- 18. fe feosTxdx = (R +C
> ex(m? 4+ 1)
19. f}' sen dy = —a}‘cosl taZsenl+C
_ a a a
: S
. 20. f.rlsen.fu’dx= Qmﬁﬂ - szc:mx_x comx+c
i s n? n
. 2 i
5 21. fr\,:’f+ldr=—(r+l)2 [r——fr+l)1+c
2 3 5
: 22 fzacc13zdz =l ztan3z + lln{cos’rz)1+ G
: ' 3 =+ iy )
: 23. ]larcsccxdxzxarcsccx—ln(x—i- Jx2 —]}+C
. 24, farcscn_vdy=}-‘arcscn}‘+ -y 4C
E 25. farccut.rdr=_rarc:cm_r+%1n(1+_rz}+ﬂ'
: 3 A— x4
. 26. fxarcscnxldxzf—-arcscnxz—k i +C
5 2 2
E 27. fscn(lnx)-:ix - g[scnfin_r}—cos(lnx'}]+f
: 28. f aceos 2000 —favone 20~ v ¢
: 1 3
B 29. fscc%dz:ascc?'ztanz—g[scczlanz—irln(sccz—lrlanz)]—l—c
30. farccsc%dz=zarccsc-%+2ln(z -I—\f.t1—4)+C
. 31. farctanﬁa‘_vz(_v+ Darctan \/y — [y +C
: 3
. 32. f:i.h—fdf:—i(l—r)? (152 +12: 4+ 8)+C
: 105
* . 3
: 33. Isenxscn3xdx=%sen3xmsx—'§scnxms3x+C
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e (2sen2y+acos2x)

34. fe"-" cos2ydy =

. a’+4

s e2x(Dsenbx —bcoshx

: 35. fel-‘ senbxdx = [ )

: 4+ b?

. g 2

. 36. f}rzmscnydy=%mscn}'+} ;_“«.,H—_‘.-fz +C

LR

e

1. fcsc3 xdx

7. fe-‘”cosgdﬁ
3. fzsocz'%dz
4. f}'cus:2}-':i‘_v
B farccosm.xdx

6. famscnaxtir

7. f (" + 202 dp

g xarccosx dx
f Jl—x
9. f_ﬁlugxd_r

10. farcsen ax dx
1

11. arctan —dx
Jaretaur

12. fan:scn%dx

QV@riﬁ:ﬂh.l:nsultadnsenlamdénder\espu“tas.o---o-o--ooo--------------..

24,

f arcscc%a‘_r

f—ml:;ﬁ dt
ijanccol_rdx
f[a‘ +x3)dx

fe Iscn%dx

log xd;
J=
fe%scn'rr}'d}'

X

J ¢ lcos2xdx

X

fe-* cosTxdx

¥
L . 3+ ‘ﬂ"‘f
je 5 sen?'a‘_v

f :1r|r_at::i:=:-".\/E dt
2

f arccsc mx dx

25.

26

36.

[l. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciacion
y en plenaria discute tus resultados.

oot
[ costinx)dx
[ ttogxdx

[ e #sen2xdx
. [Vrinxax
Jantnsi
[ (arcsec x)? dx
[ nxyax

[ etesenaxdx
[ ¥inxds

[ arcversoxdx

fxlugxdx

Solucién de integrales indefinidas por el método de integracion

de funciones racionales por fracciones parciales

Integracién de fracciones racionales

Una fraccién racional se define como el cociente de dos funciones racionales enteras, es decir, dos poli-

nomios en los que la variable no estd afectada por exponenies negativos ni fraccionarios.
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Funcidn - P(x) — Polinomio {(numerador)
racional  Q(x) — Polinomio (denominador)

Si el grado del numerador P(x) es igual o mayor al del denominador Q(x). tenemos una fraccién im-
propia y si se divide el numerador entre el denominador se obliene una expresion mixta (un polinomio
y una fraccién propia).

Ejemplo
Fraccian
Fraccion . \ e P_Z"’?.'“_ -
-3 S_5x04 Tx2—5 Pememe 52 43
impropia o X oo+ i s "';_
racional x—8 o -8

Fraccion mixta

El dltimo término es una fraccion reducida (fraccién propia) en la cual el grado del numerador Pix) es
menor que el grado del denominador Q(x), por tanto. el problema de integrar una funcion racional se reduce
a integrar una fraccion reducida, pues integrar el otro término, que es un polinomio, puede hacerse de forma
directa. Es decir:

X3 5x3 4+ 7x2—5 . 1522 —45
J S a'x_fcx —S}dx+fﬁdx

Para integrar una fraccion racional, por lo general, es (til escribirla como la suma de fracciones par-
ciales. Los denominadores de las fracciones parciales se obtienen factorizando el denominador Q(x) como
un producto de factores lineales y cuadriticos: lo anterior, es siempre posible si aplicamos el siguiente
teorema algebraico: todo polinomio con coeficientes reales puede ser expresado como un producto
de factores lineales y cuadriticos cada uno de ellos con coeficientes reales.

Podemos suponer, que si el denominador Q(x) es un polinomio de grado ., entonces el coeficiente
Cyde ¥ es 1 yaquesi Q(x) = Cx" + C,x" '+ G ¥ * + ... + C, , x + C,, entonces si C, # 1 puede
dividirse el numerador P(x) y el denominador Q(x) de la fraccion racional entre el coeficiente Cj;:

_P(x) P)ICy

R(x)= —
Q(x) Qx)/C,

Caso |

Todos los factores del denominador son de primer grado (lincales) y ninguno se repile. Este caso se Lrata
de una descomposicion en fracciones parciales de la forma:

Plx) A B C K
= + +et ¥
O(x) (x—a) (x—a) ((x—a,) (x—a)

Donde no debe haber dos a; idénticas y también, donde A, B, C...., K,... son constanles que se
van a determinar. Cabe mencionar que el nimero de constantes por delerminar es igual al grado del
denominador.
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EJEMPI.OS
EL 1‘,4 Encucntraf (4’1_2)(11

.il.

Solucion
El deneminador. puede ser factorizado de la siguiente forma:

4x—2 _ 4x-2 _  4x-2 _A, B C

— — = _— (1)
- —2x x(xX—x—2) x(x—2x+D x (x—2) (x+D

La expresion (1) es una identidad para toda x (exceptox =0, 2, —1).
Al quitar los denominadores, se obtiene:
4x—2=A(x—2)(x+ 1)+ Blx}x+1)+ C(x)(x—2)
Ay —2=Ax* —x—2D)+Bx* + )+ C(x*—2x)
4x—2=Ax—Ax—2A+Bx* 4+ Bx + Cx? —2Cx
4x2=(A+B+CO)x2+(B—A-2Cx—2A (2)

La expresion (2) es una identidad que es cierta para todos los valores de x incluyendo 0, 2 y —1, es decir:

Six = 0 resulta: 40)—2=(A+B+CN0)P* +(B—A—-20)0)—2A
—2=-2A

A=1

Six=2resulta:  4(2)—2=(A+B+CH2\¥ +(B—A-20)2)—2A
6=4A+4B+4C+2B-2A—-4C -2A
6=06R

B=1

Six = -1 resulta: H—1—-2=(A+B+CH—-1P2+(B—A-2C)—-1)—-2A
—6=A+B+C—B+A+2C-24A
—6=3C

C:=—2

Existe otro método para determinar los valores de las constantes A, By C, el cual. consiste en igualar los
coeficientes de las mismas potencias de x en ambos miembros de la expresion (2) dando lugar a un sistema
de tres ecuaciones.

Para obtener la primera ecuacion se observa que el coeficiente de x* en el miembro de la derecha es
(A + B + C) y en el miembro de la izquierda no existe, por lo que se considera como coeficiente al cero.

A+B+C=0

Para obtener la segunda ecuacidn se observa que el coeficiente de x en el miembro de la derecha es
(B —-A—-2C) y en el miembro de la izquierda es 4.

B-A-2C0=4
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Para obtener la tercera ecuacion se observa que en ¢l miembro de la derecha sélo queda el elemento
constante —2A y el elemento constante en el miembro de la izquierda es 2.

I =D
Al resolver el sistema de ecuaciones simultaneas resulta: A = 1, B =1y C =-2.
Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene:
— _9 s
4.r2_4x.._4x2__]_+l_2

O 2 22 —x-2) x(x-Dx+D) x (x-2) (x+1

Por lo tanto, la integral queda expresada como:

(4x —2) dx ? dx
fx —x—2x f f(x 2) f(x-i—]‘}
Al resolver directamente cada integral se ticne:

[- (4x — ) dx
Pt 2y

=lnx+In{x—2)—2In(x+1)+C

Aplicando las leyes de los logaritmos se liene:

(4x—2) dx x(x—2) x?—2x
f — ln p C = ln
- —2x (x+4+1)2 (x+1)?

(7Tx2 —9x —1) dx
by | R, )

2 ®s:-Encuentra f

Solucién

Para factorizar el denominador x* — 2x* — x + 2 deben econtrarse sus raices.
Con base en el teorema algebraico se delermina que una de las raices es 2, por lo que uno de los factores
es (x —2), enlonces para oblener los otros factores se tiene:

x2—1
x—2)x3 —2x2—x+2
—x3 427
—x+2
+x—2
0
Es decir, (x—2)(° = 1) = (x = 2)(x - D(x + 1) que es la faclorizacion buscada. Por lo tanto, resulta:
7x2 —9x—1 Tx*—9x—1 A R C o
-2 —x+2 (x—20x—1Dx+1) [r—2) (x=1) (x+1D
La expresion (1) es una identidad para toda x (exceptox = 1,2, —1).
Al quitar los denominadores se obticne:
T2 —O0x—1=Ax—1Dx+D+Bx—2Xx+1D+Clx—2x—1)
TxI—9x—1=A(x2 -1+ B(x? —x—D+C(x2 —3x+2)
[—| Tx2—9x—1=A+B+Cx2 +(—-B—-3C)x—A—-2B+2C (2)
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La expresion (2) es una identidad que es cierta para todos los valores de x incluyendo 1. 2 y —1, es decir:

Six—lresulta: 7012 -9 —1=(A4+B+CON12 +(—B—-3C)1)—A—-2B+2C
—3=A+B+C—B-3C—A-2B+2C
—3=-2B

B:

[ B S

Six = 2 resulla; 2P —92)—1=(A+B+ON2P +(—B-30ON2)—A—2B+2C
9=4A+4B+4C—-2B—6C—A—-2B+2C
9 =34
A=13

Six—=-lresulta:  7(—1)* —9(—D—1=(A+B+CY—1)> +(—B—-3C)—1)—A—-2B+2C
I5=A+B+C—-B-3C—-A-2B+4+2C

15=6C
s 15_5
6 2

Utilizando otro método para determinar los valores de las constantes, se tiene gue las tres ecuaciones
simultineas resullantessont A + B4+ C=7,-B-3C=-9 -A-2B+2C =1L

. . . . . 3 5
Al resolver el sistema de ecuaciones simultineas se tiene que A =3, B= E yC==.

Sustituyendo estos valores en expresion (1), se obtiene:

b |t
b | Ln

Tx?—9x—1 Ix2—9x—1 3 N
2222 —x42 x—2x—-Dx+D x—2) (x—D (x+1)

Por lo tanto, la inlegral queda expresada como:
(7x2 —9x —Ddx dx 3 0 dx 5 dx
fx3—2x3—x+2 f(x—l} 2-’(1—1) Ef(.r+i}

Al resolver directamente cada integral resulta:

f{?_rz —Ox—1) dx

P=2xr—x42

3
=3In{x— 2}+'Eln[x—1}+%]nu'—l—])+£'
Aplicando las leyes de los logaritmos resulta:

(Tx2—0x —1) dx 3 3
ol =In|(x—2¥(x—12(x+D2{+C
[ -2t x42
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Caso |l

Todos los factores del denominador son de primer grado (lineales) y algunos se repiten.
En este caso el factor (x —a,) que se repite 1 veces, corresponde la suma de n fracciones parciales de

la forma:

P{x.) - A 5 B C o K
Xx) (x—a) &—a) GG-—ag)l? (x—a;)

EJEMPLOS .

O

=/ : 2

%*’f ﬁi-Encucntm j an

o A (x —Dx+1)?

Solucién
Factorizando ¢l denominador, tenemos:

3xr+5 A B e
x*+5x i i

(x—Dx 417 (x=1) (x+12 (41

La expresion (1) es una identidad para toda x (excepto x — -1, 1).
Al quitar los denominadores se obtiene:

Il 485 x=Ax+ 12+ Bx—D4+Clx—Dix4+1D
3245 =AM+ 2x 4+ D+ Bx—B+C(x2 1)
3x245x=Ax?+2Ax+ A+ Bx—B+Cx*—C
324+ 5x=(A+C*+(2A+B)x+A—B-C

A+C=32A+B=5yA-B-C=0.

Al resolver el sistema de ecuaciones simulldneas resullaque A =2, B =1y C =1L
Sustituyendo estos valores en (1} se obtiene:
3x2 +5x 2 1 1

7 + 7 03
(x—Dx+1)F =1 &+1* O+
Por lo tanto, la integral queda expresada como:
(3x? +5x) dx dx dx dx
Jx—Dx+1)7? f(x—l] f(.r+l)1 f(.r-H}
Al resolver directamente cada integral se liene:

2 "
GFsode
(x—Dix+1)2 (x+1)

+Inix+1)+C

Aplicando las leyes de los logaritmos resulta:

2
J‘(SI +5.r}f.iﬁ_=|n(x_”2[x+])= ] +C
| (x—Dx + 17 G+
139
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—Ddi

2 ®e: Encuentra ] .u_._{.
2 (t —2)

Solucién

Al lactorizar ¢l denominador, lenemos:

(1)

3
1(r lj=££+C1+D’+E
=2 & r =2 ¢=2¢F =0

La expresion (1) es una identidad para toda f (excepto = 0, 2).
Al quitar los denominadores se obtiene:

£ —1=A(t—2P + B(O)(1—2) +C(1*) + D)t — 2) + E(t* N1 —2)?

B—1=A(F—6r2 +12t—8)+ B(r* —63 — 1212 —81)+ C12 + D(? — 217y + E(t* — 413 +41?)

£ —1= A —6A" +12A1—8A+ Br* —6Br* +12B1*> — 8Bt + Ct* + D —2Di* + Et* —4Ef +4Er?
£ —1=(B+EX +(A—6B+D—4E) +(—6A+12B+C 2D +4E)t* +(12A—8B)t —8A

Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cinco ecuaciones simultineas:
B+E-0A-6B+D-4FE=1.-6A+ 128+ C-2D +4E =0.12A -8B =0 y —8A — L.
Al resolver el sistema de ecuaciones simultdneas resulta:

3
A=1.B=1,C=1.D=Ey£'=—h—_
3 16 4 4 16

Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene:

1 3 7 5 3
Pl _§.%6, 4 . 4 _ 16

=== + ==

le:r_z‘l} rl

t (=2 (—22 (-2

Por lo tanto. la integral queda expresada como:

it —Ddt 1 pdt 3 pdt . 3 dt
e +— | —+— —
-I‘rz(a‘—?_]3 SJ 216 1t ](r—Z} f{r—Z)‘ le(r—Z}

Al resolver directamente cada integral resulta:

(1 — Dt 1 3 7 5

b - - 3 -2 +cC
fﬂu—z}-‘ st 16 B2 iy 16

& —Ddt 1 7 5 3 ]

e R 0 e Int—-In(t—2)|+ €
fﬁ(r—lj-‘ & Bu—22 a0—2 18| g2

Simplificando las fracciones y aplicando las leyes de los logaritmos resulta que:

3 1142
(P —Ddt  —112 417t — 4+i| t ]+C
2(t—-27  8Kt—2)? 16 \t—2
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Caso |l

Los factores del denominador son lineales y cuadraticos (primer y segundo grados) y ninguno de los
factores cuadriticos se repite.

En este caso, a todo factor cuadritico de la forma x” + px + g le corresponde una fraccién parcial de
la forma:

Ax+B
2+ px+q

El método para integrar expresiones de esta forma, es aquel en el cual la integral se reduce a inmediata
por sustitucion algebraica (primer y segundo métodos).

EJEMP[OS

I 4

ElEMﬂ

Solucién

Al factorizar el denominador tenemos:

1 i __A ., Bi4C
8+z0 (2+204—-2z+72) (2+2) (4-2z+7%)

(1)

Al quitar los denominadores se obtiene: 1= A(4—2z+2%)+(Bz +C)X2+72)
1=4A—2Az+A2* + 2Bz + B2 +2C+ C7
| =(A+B)z2 +(2B—2A+C)z+4A+2C

Para determinar los valores de las constantes, se plantean las siguientes Ires ecuaciones simullineas:
A+B=0,2B-2A +C=0y4A +2C =1

Del sistema de ecuaciones simultdneas resulta que A= é BE= —-llz- y C= —!‘—
Sustituyendo estos valores en (1) se obtienc:
1 [ 1 ] 1
— ==t
1 1
_ __12 12 3

8+ (2+29@4-2z+2H @+ (4—-2z+7H

Por lo tanto, la integral queda expresada como:

LI i[ ]

8+ 12 (2+z} (4—'?z+z‘1

=Lln[2+z]+C

Al resolver directamente la integral 1 resulta:
12 {2+ 7). 12
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Para la integral 2 se liene:

“—i]::+lldz
f 12 -1 zdz +lf dz
4—2z+2%) 124 (4-2z+42%) 37 (4—2z+7%)
-— s
De la integral 2a se liene: v=4-2z+7°
dv=(-2+2z)dz
dv=2(z—1)dz

En el numerador de la integral se debe tener (z— 1) dz para completar la diferencial de la variable. es decir:

12d 4—2z+28 12d 4—2z4z2H 12

| zdz 1 ple—1+Ddz if (z—Ddz 1 dz
(4—2z+2%)

. —_— S

127 (4-2z+2%)
| e
De la integral L, se sabe que dv — 2 (z — 1) dz, por lo que aplicando directamente la [6rmula 5 se tiene:

1 Z—_ldz_[_Lll
12J 4—2z+22) | 1212

In(4—2z+zH)+C= —ilni4—22+zzJ+C

Como las integrales 2b y 11 son iguales resulta:

1 dz 1 dz 1 dz
Sf['4—2:’.+z’1'} 12 i4—22+22]_4f{4—22+32]

En esla tltima integral se identifica que al ordenar la expresion 4 —2z + z° en z° — 2z + 4 tiene la forma
ag’ + bz + c. Completando el cuadrado en z* — 2z + 4, se liene:

22—2z+4=22—2z+1+3
e

2—2z4+4=(z—17+3

; 1 dz 1 dz
Por lo anterior, resulta que: el . S DR 0l | . R
! 4fi4—2z+:1) 4'f{z—1}1+3

Aplicando directamente la [ormula 18 resulta:

1[1 (z—l)] V3 (1%

1 dz
2, e + C = —arclan
4-f(g—i}1+3 4

-
12 J3

I e = TE

ﬁﬂ.ﬂ: an ﬁ

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene:

5 o
o =l]n{2+z)—ilnt4—2:+zzl+£arclan{'{' D

+C
8+z* 12 24 12 J3

Aplicando las leyes de los logaritmos resulta que:

dz 1 2+ 2)? J3 (z—1)
g S W9 +C
f8+z3 %4 G-2+2) 12
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(4x—2)dx
2 ®sEpcuentra | —————
f —x% 4 Oy
Solucién
Al Tactorizar el denominador, tenemos:
4x—-2 4x—2 A Bx+C

Al quitar los denominadores se obtiene:

4x —2 = Ax?

Sustituyendo estos valores en (1) se obticne que:

4x—2 4x -2

B—x242x x(x2—x+2) =

X

(x2 —x42)

(1

4x-2=A(x*—x+2)+(Bx+C)x
—Ax+2A+Bx? +Cx
Ax —2=(A+B)x? +(C—Ax+2A

Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes tres ecuaciones simultineas
A+B=0,C-A=4y2A=-12

Al resolver el sistema de ecuaciones simultdneas resullaque A = 1. B—=-1yC=35

x¥—x242x

Por lo tanto, la integral queda expresada como:

f (dx—2)edx

Para la integral 2 se tiene: I‘LSWI

x(x2—x+2) -

ﬁ‘f e

l —x+5
x (xX2—x+2)
(—x+5)dx
(x— - t+ 2}

xdx

Resolviendo directamente la integral 1. resulta: f— =Inx+C

al-x+2) 3 (x?
De la integral 2a se tiene: dv=x?—x+2
dv=(2x—1dx
dv = 2[x - i] dx
2
En el numerador de la integral se debe lener
decir:

Tz

. dx
x+2]+5-l

(xI—x+2)
2 b3 =

[.r — E] dx para completar la diferencial de la variable, es

A B8 =_J~[*"§+§]‘“__f [""z']“"" !

—x+32)

(x2—x+2) J¢(
143
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De la integral I se sabe que dv = 2 [.r = %] dx, por lo que aplicando directamente la [drmula 5 se liene que:

dx | tx *] dx
5 ) —M— = _
f(.rz—x+2) QI(.ri—x+2) QI(IZ—I+2)
Como las integrales 2b y 1l son iguales resulta:

dx 1 dx 9 dx
5% . -
Jﬂi.rz—.r+2] 2-[(12—_1'+2'J 2-[(xz—x+ 2)

En esta dltima integral se identifica que la expresion x* — x + 2 es de la forma ax’ + bx + ¢. Completando
el cuadrado en x* — x + 2 se tiene:

r—J:—irZ—xz—x—i———frE
S T4 4
TCP
13—x+2:[1—l] +1
2 4

Por lo anterior, resulta: EI# =E f#
24 (x2—x42) 2- [ I] 7
x——| +
2 4
Aplicando directamente la férmula 18, resulta:

I
[" B "2] 97 2x—1)

9 p dx 9| 1
—_ ) — 2| —_arctan + C = ——arclan +C
2 x__z_]erg 217 47 49 J7

2 4 2 2

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene:

M =]nx—lln[xz—x+2}+qﬁarc£an(2x—” +C
X —x* +2x 2 49 J7

Aplicando las leyes de los logaritmos resulla que:

C

f (4x—dx _ x +9ﬁmm @D
¥ —x242x Xt =3 49 JT

Caso IV

Los factores del denominador son lineales y cuadriticos (primer y segundo grados) y algunos de los factores
cuadrdticos se repiten.

En este caso, a todo [actor cuadritico de la forma x* + px + g que se repite n veces le corresponde la
suma de n fracciones parciales de la forma:

Ax+ B Cx+D Kx+ L
(P +px+g"  (x+px+g! T X4 pxtg
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El método para integrar expresiones de esta forma es aquel, en el cual, la integral se reduce a inmediata
por sustitucion trigonométrica. También, se recomienda el uso de la siguiente formula de reduccién directa.

du 1 u du
= +2n-3) [ ———
flul Ty @@ rayt T }fiuf'-' +a?) ']

EJEMPLOS .
= 3
g.!.‘- ‘.]? !.--Encucntra IM
i.%' 1 (x2+ ”2
Solucién

Al factorizar el denominador, tenemos:

(x*+3x+1) Ax+B  Cx+D
(1P 21y e 41)

(1)

Al quitar los denominadores se obtiene:  x* +3x+1= Ax+ B+ (Cx+ D) (x> +1)
P43 +1=Ax+B+C* +Cx+Dx*+D
P41 =C3 4+ D+ (A+Ox+B+ D

Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cuatro ecuaciones simultincas:
C=1LD=0GA+C=3yB+B=1
Del sistema de ecuaciones simultdneas resullaque A =2, B =1, C=1yD =10.
Sustituyendo estos valores en (1) se obtiene:
GE3xtt el 3
(4D &+ 4D

Por lo tanto, la integral queda expresada como:

(*+3x+Ddx  Qx+Ddx xdx
f (x2 1) _-[ (x2 412 +f{x?+|}

i 2

De la integral 1 se tiene: f(2x+l}rix =f 2xdx f dx

[ o o o (x? +1)? (x? +17
—Ta o o
2xdx |
Al resolver directamente la integral 1a, resulta: f,:_rzj_ﬂz = 21 D +C

De la integral 1b se tiene que:  u? = x2 at =1
W= a=1
du = dx
: Aplicando el método de
Es decir: J dx,=f_,tm, P. L .
(2 410 (u> +a*y? suslitucion trigonomeéirica
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Como se tiene (4 + a®)". el cambio de variable es: 4 = a tanz, de donde #* = &’ tan’z y también
du — a sec’z dz.
Efectuando la sustitucion en la integral, lenemos que:

f du _f asecidz _f asecizdz _f aseclzdz
w2 +a?y J (aPtan’z +a? }2 J a2 (tan?z + 1] J (aPsec?z)?
asect m‘z d; 1 5
_f = 2 :;fcos‘zdz

a*sec*z
En esta integral resultante se aplica el método de integracion por partes, es decir:

coslzdz = —f-:oz-.,, coszdz
1
IS
Donde se identifica que: H=COSZ dv = coszdz
du =—sen zdz [d; f-::ns zdz
V=senz

Sustituyendo en la formula de integracion por partes se liene:

[ udv— w0y [ vu

1 8 1 r 1
7[(:05“ z=—j coszcuszdz=—[cuszscnz—fsenz[—scnzdz)]
a - ﬂJ l’i3

1 1 r
— — COSZSeNZ +—-J sen?zdz
a’ a’

l ¥
. ™ - 2 . = 2 2
Sien la expresion — [scnzzdz se suslituye sen’z por la identidad sen”z — 1 — cos’z resulta:
=~

1 ¢ 1 |
— I coszzdz=—1coszscnz+—?f{]—coszz}dz
a s a a’

3

] 1 1
cos? 2dz-—ws;.scnz+ d:——fcoszzdz
a’ a? a- a?

f cos’zdz + cos’zdz =

a-

2 1
—= "cos? 22dz = — (coszsenz +2)+C
a a’
(coszsenz+2z) . e
2@ 1 T Resultado parcial
fCUb zdz= 3 +C—2[cos;scnf_+¢.)—|—f } de Ia integral 16.
a’
Del cambio de variable 4 = a tan z, tenemos que lang = & y z = arctan o)
| I a ADY a
146
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Al trazar un tridangulo rectangulo y aplicar ¢l teerema de Pitagoras resulta:

= (HIP)? = (OP) +(ADY)? g
‘ Ju? +a*
o HIP = Ju? +a*
o
COSZ = —p=
u* +a’

ADY =a

Sustituyendo en el resultado parcial se liene:

]
E(cnszscnz-l-z)—l—(:':— —I—zm:tanE +C

2 [Ju;:- o ][Juli e ] a

1 au 1 i
B ot [ e e +__.a_|'ctgm_,.+c
2[&2 +a:’-] 2 a

Sustituyendo los valores originales x = 4 y a — | resulta:

-—Afcoald" =

También, la integral 15 puede resolverse usando la formula de reduccion directa, es decir:

Resultado linal
de la integral 15b.

x+l

]+%mtm1+€ }

= =1 a=2

H=x a=1
du = dx
Se tiene que:
dx 1 u
— — +2n—-3) | ——
f[.':3+I]I2 I(iﬁ—l—cﬁ}” 2(n—a* |(u* +a*)"! I(u +a) ‘]

1 X . dx 1 X 1 dx
= 2(2)-3 =— — | ———
2(2—1)(]}[(12 +1)! L ]f{_x2 +1)? J] 2[_:2+1]+2f(x2+11

En esta ultima integral se aplica directamente la férmula 18 lo que resulla:

—]—f :ir =lﬂrctﬂnx—|-C
(x=+1) 2

Por lo tanto, se demuestra que se obtiene el mismo resultado para 1b, es decir:

f dx 1
Jarryer 2

Para la integral 2 se aplica directamente la férmula 5, resultando:

X
x2 41

]—i— l:1rc:lzm1’+|C‘

f 2% =IEIn(x2 Tl

| (x2+1)

147
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Al escribir de lforma unificada el resultado de cada integral se liene que:

J'[13+3x+l}dr__ 1 +][ x ]

202 +1

s . +lm'ctanx+~1-ln{.r2+l)+f
(2 +1) (241) 2 2

2

E+3x+)de . x—2 1 1 5
r 21y T “—I-Ean’:ianx—l—-iln(_r + )+ C

(}r_ 2} d}r

L LE “Ha gL e
2 Encuentra f Yo" — 4y + 50

Seolucién

Al factorizar el denominador. tenemos:

(y—2)dy _A By+C Dv+E
y(y* —4y+5) (¥ —4y+5) —4y+5

(1)

Al quitar los denominadores, tenemos:

y—2=A(y* —4y+5° +(By+ O)y+(Dy+ EXyNy* —4y+5)

y—2 = A(y* +16y* +25—8y° +10y* —40y) + By* + Cy +(Dy+ E)y—4y* + 5y)

y—2=Ay* +16Ay> + 25A—8Ay* +10Ay? —40Ay + By? + Cy+ Dy* —4Dy* + 5Dy + Ey* —4Ey* + 5Ey
y—2=(A+D)y' +(—8A—4D+E)y* +(26A+ B+5D —4E)y? +(—40A+C+5E)y+25A

Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cinco ecuaciones simultineas:
A+D=0,-8A-4D + E=0,26A + B+ 3D 4E=0,40A + C+5E=1y25A =12
Al resolver el sistema de ecuaciones simultdneas se obtiene:

sectgl ond g B 8
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos que:
3 B Gl
=2 _ 25 \5) 5 _ \25) 35

vy —4y+52 y (¥ —4y+5? (Y —4y+9)

Por lo tanto, la integral queda expresada como:

I&Z zsf +f H ] ;ld-1 +fl[25'].‘f—-25-ldy

yy* —4y+5)° (y* —4y+35) (O —4y+5)
fﬂ___ @ _f Jdy S
W2 —4y+5) (v — 4»+5}— s5J (y2—4y+52
N s,
2 vy 8 dy
t= |
| 25-[(_1.3—4_\:+5) zsf(y2—4y+5)
— + - - - .i - - - -t - - - |—S - —
148
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Al resolver directamente la integral 1 resulta: -2 f5y i _2_- Iny+C
254y 25
2 vy 2 r
integral 2 5 =l =o ] 0" =4y + 5 ydy
De la integral 2. tenemos 5 f (P—4y+5% 5 J ] ] e
Ahora se identifica: v=y'—4y+5 n=-2
dv=(2y—4)dy

dv=2y—2)dy

En la integral se debe tener (v — 2) dy para completar la diferencial de la variable, es decir:

5
-‘51_[(}'3 —4y+5) z}wf_'.-‘:%flyl —4y+5)2(y—242)dy

- %f{yﬂ —4y+5) 3{}-‘—2)5:‘_v+%f{y1 —4y+5) 2dy

.z_a. - - - Ik

Aplicando directamente la {érmula 4 en la integral 2a. resulta:

zJ[i]l(yﬂ—le S 1

)
Z[(y—4y+5 ~—2dr:[— ]+ SV S
5] 0—4+50-2d (5|3 241 532 4y +3)

Las integrales 2k y 3 son semejanles, es decir:

4 dy 3 dy 1 dy
Sfi}=1—4}’+5}2 Sf{yz—c!»}'—i-.ﬁ}z _5-[{}'3—4}'+5)2

En la integral resultante se identifica que la expresion y* — 4y + 5 es de la forma ay” + by + ¢. Comple-
tando el cuadrado en y— 4y + 5 se liene:

v —4y+5=y"—4+4+1, es decir:
L —
¥y —4y+5=(y—2) +1

1 du 1 dy
Por lo anterior, resultat — | ————m——— = S0 A
/ / [(y—27 +1]

5J (¥ —4y+5?° 5

Aplicando la férmula de reduccion directa se ticne:

St g =(y—2) al=1 n=2
u=(_(y—-12) a=1
_ du:ﬂ‘}r
149
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Es decir:

_f If du B 1
2)— +1] (W +a®)"  2An—Da’

(u* +a?)y ! (u? +a*)"!

1 1 (y 2}
= +2(2) 3 Sy
(y—2) 1 dy
= : ¥ & Lo
Sf[(_v—zzﬂﬂ]‘2 10[(y— 2> +1] (y—27 +1

En esta dltima integral se aplica directamente la férmula 18, lo que resulta:

L L:—mtan(1—2)+(ﬁ'
(y—2+1 10
1 dy (v—2) |
Es decir:; = = —|— zm:ian(\ 2+C
5f[f_1,»_2;2+1] 10[(y—2)* +1]

En la integral 4 se identifica: v=y2—4y+5
dv=(2y—4)dy
dv=2y—2)dy

En la integral se debe tener (y — 2) dy para completar la diferencial de la variable, es decir:

2 vy (y—2+2)dy 2 (y—2)dy 4 dy

35 G2 —ayts) 25 2 —4y+5) 254 (32 —4y+5)  25J (32 —4y+5)
SEAL = BN e

Aplicamos directamente la férmula 5 en la integral 4a. resulta:
= ; 2
Ar e l][:-]ln(y—4y+5;+c — L2 —4y+5)+cC
(yv>—4y+5) \2)125 25

Como las integrales 4b y 5 son semejantes, es decir:

4 dy 8 dy . & dy
zsf(;.~2—4}-+5) zsf(_w.=2—4;.r+5)_ ZSf(y2—4}=+SJ

En la integral resultante se identifica que la expresion y° — 4y + 5 es de la forma ay’ + by + c. Comple-
tando el cuadrado en y* — 4y + 5 se tiene:

2 —dy+ 5=y —41r+4—!-1 esdecir:
B (s

—dy+5=(y—2P +1

Por lo anterior, resulta que: —i dy — f %
254 (y2—4y+5) 25J (y—22+1
Aplicando la férmula 18 se tiene: - d—‘ = —iarclanh —-+C
[ P SR Y- SR BT
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tliene que:

R ¥ +
vy —4y+5) 25 5(y2 —4y+5) 10[(y—2) +1]

J‘ (y—2)dy 2 1 (yv—2) larc:lan(v 2)

1 2 y 4 '
—I—,)—Sln(} —4}+5)—,}—‘iarctan(}—2}+£‘

F e

—larclan[x—2]+ -4

= - A
f -2y 1, [y 4yt : 4 C
50 1002 —4y+5)

n
Y2 —4y+5¢ 25 y

Al analizar el método de integracion de funciones racionales se concluye que: la integral de toda funcién
racional cuyo denominador es posible descomponer en factores reales de primer y segundo grados
puede expresarse en términos de funciones algebraicas. logaritmicas y trigonométricas inversas, es
decir, en términos de las funciones elementales.

EJERCICIO 12

I. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integracion de funciones
racionales por fracciones parciales (caso ).

- mEEE o

Escribe los niimeros
: 3
G 29 6 x+3
genéricas
(62 —2t—Ddt P2t +17
A 2 ‘_..]14.‘
e === 1 -1 l
: ;
; 3. [Edk ) D e
. P+ =2z = :
i z? <+2}6
3 2_17
: 4. IM= lnad(x2—1)+-C
. X —x
= 3
1 pees —7y10
: 5. | ptldy | 5=D0 |
. Y +y* —6y ' .
& £ : ye(y+3)is
: . 3 3
: o [ Greddn  1,.@e+0ed,
. 4x3 4 8x2 +3x 2 x?
. B 4 3
. 7 j'(Sx Z)dlen x(2x+0D
. x4 4 (2x—1)
5 4433 542 v
: 8. f‘x B3 —Ar i iher X g Y it -0
: R T 2 (x—1)
151
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P 3
(x2 —3x—1)dx x(x+2)2
" =1 +C
e =
(x? +3x—Mdx e
3 -3 2 N .
12 fmx tiE Ol gt M}ﬂ?
95 = 2 2

Il. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integracion de funciones

racionales por fracciones parciales (caso l).

n

=

i

e

10.

1.

2
f x”dx In(x—D+ . +
[1—1)1 2(1-]}2
4 _ 2
j‘w=i—2x+i+2ln{x1+2ﬂ+c
x3+2x? 2 *
(x2 —3dx
= ) C
f_r3'+412+51‘+2 ek )+(_r+”+
rq_dr r?. 87
=———3t—In(1—t)f + +C
=58 2117
zdz 2
=1I'l|:"—2}_ +C
(z—2)2 : (z—2)
de g+1) 1
6. =1 [ ]——+C
fg:l+92 n a i)
4By Ddr  x2
f(x X —x ”‘i‘:x__.l_+21n| - }+C
xr—x2 2 x A=
(512 +12t + 1) dt 2
= In[(r—12(t 4+ 28] - +C
f 243124 oli—I4 Al =23
(5x+3)dx
IR VO ShiE LD +C
x+dx+4 s (x+2)
2
i L
(x+2)2 (.1'—"2)
dx 1 x+3 |
f_r3+33’2 9]‘[ X 3x

12.

(x2—3x—DNdx 3
(x+D2(2x+3) (x+1)

—5|n[x+1)+]—2!In{21+3)+C
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lll. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el métoda de integracion de funciones
racionales por fracciones parciales (caso ).

i ](r +E A+ d 1 (1* +2) +arctant + C
432 +2 2
xde 1 2+x] i >
2 f——=a T o
f{ﬁ—x* 8 n[?—.l' 431'03“2

3 2 3
g, [CEEYAVNGE 4 R e
(x® + D(x? +3)

4. f i > +C
P o +x «J_rz—l—]
(a2 43 —x+Ddx K X
5. =—+4In|———=|+C
] x3 —2x? - 3x 2 i -.."x2—2x+3]

f (4x — 2) dx [ Y—x+2

2 ]+ 4arctan(x —1N+C
x(x*—x+ 2)

74 5 -
7. IM=|nz1fz2+3)+c

243z
B. f% In{y —1) +arctan y+C
9. [ (?;‘__2)8(‘1 ;3}4‘:" =2[n[ij24]+c
10. f%:éln ;;]—%mcsan%rc
11. fﬂl;__ﬁjj_siﬂ = ln[l['J.'—Z.’l'[.r2 +_r+2)]—%amtzm (Eff%_” +C

M —
2. [ @ =l|n|J l]—la:clanzr+c
6 —1 8 l2t+1) 4

IV. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integracién de funciones
racionales por fracciones parciales (caso IV).

dx 1
1. _ ——  actanx+C
--"Jr“'+3c2 X
2z dz 1
2. = +arctanz + C
f(zz+1}iz+l}1 (z41)
(412 + 2t +8) dt [ 2 ] t 2 t
—1 + X arctan—+ C
112 +2)° Nerz2) @i 4man\f§
. 5 2
[E X 4@ +4)-—>—+C
J(xI 42 2 (x24+4)
153
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(v’ +4y)dy 1 1

5. =In(y* +2)+——+C
OE+2° 2 (¥ +27
(P 4+22 4 5x4+8)de 1 Al 9 X &
6. =—In RN ——
¥ (2 + 47 4 [r1+4] 160y TR 1 4)
6x3dx 3x?
———=3In(x2 +1)— +C
f(xhrl}2 T (x2+1)
(2t — T2 4+ 2812 — 26t 4+ A1) dt 4 t—1 2r—11
8. =2In(t+3)+—=arct +
f (t+3)2—2t+4) = ) T e T 7
2 2
f{“'r X-_’:zldr=ln[ ,,x ]—larctan_r——x +C
P42 +x 241 2 2(x2 +1)
18 dt 1 2t i
10. — — _arctan—+ £
f(ar1+912 6 T T ai+9)
222 +IDdz 5 z
11. —— — —arctanz + ——
J @+ 2 2@+D
(> +x—Ddx x
12. s Bt St = | T e ]—— t
o2 +17 . Y = D)

V. Encuentra la primitiva de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por
diferenciacion.

B8 @ @ 8 B B § 8 8 & B 8 8 B B B 8 8 8 8 @ 8 B 8 8 & 8 8 8 B 8 B 6 8 B 8 8 8 8 B BB § B B B B § B BB S W BB B S BB ® S E S E S S S S S S S S S B WS B WSS E s e e e s s e e e s e E

f(r—3)d! 0 f (Bx+Ddx
B ' (x+3Ix+26x+1)
(¥} —2)dy (3y2 +11y+2)dy
2 R i 10. - B -
f ¥y —y? f (y+3)> -1
3 2—-22dz 1. f{x + 1) dx
2 +32+22 P _x
(3—x)dx (12 —t—35)dt
4, T 12.
ft-"+4x2+3r f 45
2 (] '72 o
5 f (3t +Tt) dt 13. J 7°dz .
(t+ D +2)(t+3) (2z+3)4z°-1)
(x2 —3)dx (x* —3x7) dx
T e
f(1+1)2(x+2) f{x2 —x—2)
LN i i
i S 5, XA
(2y+ 1)y +2)? ¥y -9y
8dz (2x2 + 1) dx
8. 16. e st Sy Aol
f _42 f [1—2}3
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. 17 I (24x2 +10x+ 5) dx 1 j‘ edy
. (2x—D2x+1)° (e?” + 1)
: 5 ffsyé +14y+10) dy o f (x+3) dx
: (y+1y+2) ' X2 43x+2
: (24 2)dz dx
: 9. [F—=— B ) ae—n
. Jot 4228+ 22 (a2 —4)x*—-9)
: . f{:z_ﬁ + 303 —20x — 28) dx v, [G¥+Ddx
: ' (x? —4)2x—1) o S4+xl+x
g 21 f Sydy 17 (P 4+ dt
. ' (y+2)(* +1) o P23 41t
(2x% +x+3)dx dx
22. e 38. e
(x+DEE+HD f el — 3t
23 ] (5x* —4x) dx 39 j‘{f + v —Sy+15) dy
' x*—16 o (V2 +50y2+2y+3)
o4 f (4y? +2v)dy A0 f[r“‘—l—ﬁﬂ—rz +2x+ 1D dx
Sl D+ 1) ) (% + ) + 1)
- f (233 +18) dx i f(x5—.r4+4x3—4_r2+8x—4)dx
S a3+ 9) ' (x* +2)°
(t+10) dt (x? +6x—1)dx
26. B — 42.
124+ + 5t fﬂ—?xEHSx—*}
- (xP+3dx dx
27. — 43, ———
] (x+1(x2+1) fxltxz +3)
(3y* +3y+ D dy (4y—2)dy
f J"A +3'\-2 f }!3 po yz = 2}'
‘(42 +3x2 +H18x+12) dx (2 +x+2)dx
29, 435, i Tl D S
(x +4)? f x2—1
(2x* +9x) dx (5x2—1lx+5dx
30. 46.
f{x2+3)[12—2x+3} f_r-‘—4x1+5x—2
(22 +3v+ 2 dy (21 —2t+ 1) dt
31. - : - 47, B
] V4 +6y+4 f 2 —rt
2o
0. f (z4+3 dz B, (B3x2 —x41Ddx

4z 4473 + 72

Q‘hriﬁ:atu:multado;onlas«nc:iéndoraspuutas.o- R R AR
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Solucién de integrales indefinidas por el método
de integracién por sustitucién de una nueva variable
(método de integracién por racionalizacién)

Las funciones algebraicas no racionales, es decir, las que conticnen radicales no se pueden integrar en
lérminos de funciones elementales, con la excepcion de algunas cuantas. Sin embargo, en algunos casos,
al sustituir una nueva variable, dichas funciones pueden transformarse en funciones equivalentes que. o
son racionales o se encuentran en la lista de las formas elementales de integracion.

El método de integrar una funcién no racional, reemplazando la variable por una nueva variable de
manera que el resultado sea una [uncién racional, se denomina integracion por racionalizacion. Esle
método es considerado como uno de los mds importantes de célculo integral.

Caso |

Una expresion que contiene solamente potencias fraccionarias de x puede transformarse en forma racional
mediante la sustitucion x = z, siendo n el menor denominador comtin de los exponentes fraccionarios de x.

En este caso, tanto x, como dx y cada radical pueden expresarse en términos de la variable z.

EJEMPI.OS

G o

e

Eﬁ’_lT &-Encucntr& fw%if

L (x—9)x2
Solucién

3
Comon =2 yseax =z, entonces x2 =z ydx =2z dz.

52 o 3 Al
Por lo anlerior, tenemos: f(Sx-I—Q)ﬂ:_r s I(S" +9)2z2dz — (102" +18z)dz
= (

T ) z L Tx3
e —iiys -9 (c+3)c—3)

Con base en el caso Il del método de integracidn de [racciones racionales se tiene:

02418 A B C D E
(z+3Xz—3) @+3) (z-3) £ 22 z

Al quitar los denominadores se obtiene:

102 +182 = ANz -3+ BNz +3)+ Cz+ Nz =3+ D)z + Nz — N+ E@ Nz +3Nz—3)
10z* +18z = A(z —3z%)+ B(z* +3z) +C(2* — N+ D(z* —92)+ E(z* —92°)

10z} +18z = Az* —3A22 + Bz* + 3B + C72 —9C + D2 —9Dz + E7* —9EL?

1023 +182 =(A+ B+ E)z* + (3B—3A+ D)z* + (C —9E)z? —9Dz —9C
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Para determinar los valores de las constantes se plantean las siguientes cinco ecuaciones simultineas:
A+B+E=03B-3A+D=10.C-9E=0.-9D =18y -9C =1.

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultdneas resullaque A = -2, B =2, C=0,D =2y E=10.
Sustituyendo estos valores en (1) se obticne:

1 o 2 .0

1

-2
= i =
(z+3z-32 (z+3) (z-3) z 2

Z

+—+

B

Por lo tanto. la integral queda expresada como:
(10z* +18z) dz - dz dz dz
—_—=-2 +2 -2 =
J (z+3)z—-3)7’ j (z+3) f(z—SJ fz."’

Al resolver directamente cada integral resulta:

il
& s

’."-‘ 7 =
f(m_ HE“MZ=—2|n(z+3)+21n(z—3)+3+C=2ln[z 3]+3+c
(z+3Nz—I Z 2+

De x = 7' se obtiene que 7= Jx entonces:

f(5x+91dx_,” ]
—_— J_+3 s

dx

T
x'd — rE

Solucién

5 I
Comon — 8. seax — 2", entonces x8 = 7. x% —zydx =8 dz

y
- oy . ol ..15
Por lo anterior, tenemos: f id)' | =J 8:' dz =J 82 d'“ = Sf dz
2 s -z z(z* —

x8 —x8

T 2dz S
Al dividir, resulta: Ef - = Sf[z~ + - ]]dz =

Al resolver directamente la integral 1 por la férmula 4 resulta:

szzd-:=

Para la integral 2 se aplica el caso 11T del método de integracion de fracciones racionales, resultando:

8z2 8 _Az+B Cz+D
=1 @32 =1 241 =1

(1)

Al guitar denominadores se obtiene:

822 =(Az + BXz2> — D+ (Cz+ DXz22 +1)
822 =Ar'—Az+ B> —B+C +Cz+ D2+ D
B2 =(A+ O+ (B+D)24+(C—-Az+D-B

157
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Para determinar los valores de las constanies se plantean las siguientes cuatro ecuaciones simultineas:
A+C=0B+D=8.C-A=0yD-B=0.

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultineas sc obtienc que A =0, 8 =4, C =0y D — 4.
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos que:

822 (Mz+4  (Oz+4
-1 @Z+D  (22-1)

Por lo tanto, la integral 2 queda expresada como:

2 i

"":i'l+ IZ'—
T =

Para la integral 2a se aplica directamente la formula 18, lo que resulta:

4f dz =darctanz + C

2
z~+

Para la integral 2/ se aplica directamente la [6rmula 19, lo que resulta:

dz 4 (z—1 z—1
4 =—In|——|+C=2In|—|+C
f:':l—l Zn[z+l] n[z+i]

Al escribir de forma unificada el resultado de las integrales 1, 2a, 2b se tiene:

.76 >
sf" d¢=8i+4mmnz+21n[ l]+C
3 I

Z Z

| 3
De x® — z se obtiene que ' = x8, entonces:

i I
) f dx 8x8 ' xs—l

— —— +4arctanx3 + 2In +C

xE +1

Caso |l

Una expresion que conliene inicamente polencias fraccionarias de a + bx puede transformarse en forma
racional mediante la sustitucion a + bx — 7", siendo n el menor denominador comiin de los cxponentes
fraccionarios de la expresion a + bx.

En este caso, tanto x como dx y cada radical pueden expresarse racionalmente en términos de la
variable z.

158

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 10/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

UNIDAD 9D

Métodos de integracion

EJEMP[‘DS .
R g

5 3{ #:Encuentra fx a-+ xdx.

.o,

g Solucién

1
La integral propuesta también puede expresarse por: f x(a+x)3dx. Comon =3seaa+x=7.x=7 —a,
1

dr=37dzyla+xP =z
Por lo anterior, tenemos:

f_r{a+_r}§dx=f(z3 —f;>tz:{3z31a'z=f(3zﬁ — 3az?)dz = 3fzﬁdz— 3afz3d:

1 =

Al resolver directamente las integrales 1 y 2 con la férmula 4 se liene:

, 37 3az? 1227 —21azt 374
3| 8dz—23a] PPdi=—— SO i S i B g S B ¢, 1 &
[ % ﬂf( ; 7 4 j 28 i 28 ¢ @)+

1 4
De (a + x)’ = z se obtiene que z' = (@ + x)’ y como z° = a + x, entonces:

4 4
3 3
[xYatxdr 3(—”J;x—’[4{a+x)—?a]+C=£’?+8if4a +4x—Ta)+C

=

4
fx:"m+xdx=2—38‘{a+x)3(4x—3a)+C

2 oo Encucntraf ,I+r+l:ld1-
T

Selucién

comon — 2. sea

1
f[“ +x)2 + lla‘x
I

La integral propuesta también puede expresarse por:
l a
(+x0) =2 dr=2zdzy(l +xP=z “+-ﬂ‘—ll

Por lo anterior, tenemos:

f’(l+.rﬁ' +lldx= f{ +D22)dz J‘(z2 +2)dz

X (z—1 z—1
l{l+x}2—l ) }

Al dividir resulta:

2Ic¢(7_¢;}m —zf[e_+2+—] Zfzd¢+4fd;+4f(7_”

Al resolver directamente la integral 1 con la formula 4, resulta:

| 2fzd7= 22
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Aplicando la férmula 1 directamente en la integral 2 se tiene:
4 f dz =4z +C

Al resolver directamente la integral 3 por la [6rmula 5, resulta:

iz
4= —4InGz-n+C
([ e S

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene:

(2 +2)dz

=722 4+4z4+4In(z—1+C
(z—1)

1
Dadoque z=(1+x)2 y 72 = (1 4 x), entonces resulta:

f%:(uxndﬁﬂ Frx+4m(fT¥x-1)+cC

EJERCICIO 13
s |. Comprueba las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integracién por racio-
: nalizacién.
Escribe los mimerns
e e ofiell
g:mmm- 2 IL—HR:SCH[ZI_]]-FC
disciplinares - Vo +x—x? 3

R I R I O I I I O I I I I I O B R A

dt
3 =" .. 5 C
fﬂt'lhﬁ) n(1+1)+

i f de J4x+l—]]+c
xJAx+1 Jax 141
B f ﬂfir=2ﬁ—2mlanﬂ+(f
1+x
3 3
6. "fdr :i;i_im(;i +1]+C
41
7. f%=2mﬁaﬂ,.ﬂy+l+(ﬁ'
(v+D2(y+D2
dy : L
8. f - ,=2ﬁ+4.v4+lﬁ(}*4—1) +C

}.--2 s }!4
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B R ® B E B R R W EE SRR S SRR WSS E S SR E RS EFFE SRS S EE S SRR W SRR S SR E SRR R E R E R SR EE R E R RS R E SRR S E SRR SRR SRR e RN

10.

11.

12.

14.

15.

l6.

17.

18.

19.

20.

Métodos de integracion

3
[1-xdx— —%(1 —P2Q2+3N+C

IL—lln—M +C
(x—20Jx+2 2 |Jx+2+2

1 |
Id" . =2Jx+1—4(x+1)1+41n[1+(x+ni]+c

(x+D2+(x+1)*

— (2 xr1+2x 1)+ C

IL
Nl —x+1

. 3
]:}JF +4d1 =%(s2 +4)2(151* —482 4 128) +C

1
2 7 3 I 1 1
f‘r d’f zgﬁ —%xﬂ + 2x2 — 6o +6amlan(x6)+C
143
3
I 2 =_:;:_rz—3x+isﬁ—541n(3+ﬁ}+c
F4x2

m+4ﬁlnl(2“5_ Jia)Ji—2)

+C
Toes

dt
SO W N TAE,
f V2t —J1+4 +

|
A+x2dx 5 i3 +2ﬂln[—”l;“m]+c
—X

1—x
f—‘m =E(u+a)§ —3(u+a}—% +3mn(1+Yu+a)+C
I+Yut+a 2
|
]'&:l[ Vx| —ﬁamlzmﬁ+c
J3+2x2-3x 4 |Jx+1) 6 3
fu+—m.l_=2\f'x+2+\ﬂarctan ii?+c

(x4 4)(x +2)2

Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciacion
y en plenaria discute tus resultados.

z 2-2)
dt x-dx N2 — 13/ dt
i=13 (4x+1)2 614
Fes 4 [I2, 6 [E
- (2y+3)3 (x+5)(x+4)2
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2 f xdx 10 1 dt i3 dr
. : D x ] 3
. AR (a+ br)2 (1—2)2 —(1—2)4
: dx dx dx
B. f 1 f— 14, f__
| _ I )
W S|+ 2] x+2Nx+5
dx i dx (f+2) dt
9. f ; 12. ] 7 5 15. I -
(x+2Xx+1)2 (x+1)4 —(x+1)4
'O Verifica tus resultados en la seccion derespuestas.s » s o o 2 s s s n s v s v n v v e v o w o w v
1462
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Autoevaluacién

1. Encuentra cada una de las siguientes integrales indefinidas por el método de sustitucion
algebraica y comprueba los resultados por diferenciacion.

21

% s s SR
) -3 +16
seny
) fl—i—coszx

9 f | —‘:Ja’ n

2. Encuentra cada una de las siguientes integrales por el método de sustitucion trigonométrica
y comprueba los resultados por diferenciacion.

[ dx
D)=

a’dz
n J Ja_oz7

; t
2 f]+r4ﬂrr

3. Encuentra cada una de las siguientes integrales por el método de integracion por partes y
comprueba los resultados por diferenciacion.

a) [ 3w cos 2wdw

dx

{v'.rz = ])3 X
A f x Va2 —1
4%
c) f—]ﬂzf dt
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4. Encuentra cada una de las siguientes integrales por el método de integracion de funciones
racionales por fracciones parciales y comprueba los resultados por diferenciacion.

'."
@) [‘Zm m—+1 i

6m” + 8m

b) J’”H- 1:—:1;—1—1

x+8
dx
2 f_rIS 2xt 4+-x?

5. Encuentra cada una de las siguientes integrales por el método de integracion por racionali-
zacion y comprueba los resultados por diferenciacion.

dx

a) e
f}:E (1+x)

ddt
b)
f».a'}—r+-\,’{3r—r)'1
cos’z
2 fscn:z
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Evaluacién diagnéstica

1. Completa las siguientes identidades trigonométricas.

@) SenMUCOSHIN —

b) =—%cos~.‘m +n)u+’;cosffu—n}u

€) COSHMUCOSMIU —

d) =—%scn[m+n]u—%scn(.-n—n)u

=

2. Completa las siguientes formulas de integracion directa.

a) f senmusennudu —

cos(m +n)uw cos(m—n)u
b =— +C
) f 2m+n) Hm—n)

) f senmucosnudy —

sen(m+nlu  sen(m —n)u
== +C
d) f 2(m+n) 2(m—n)

166
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Integracién de funciones

frigonomeétricas

Propésito de la unidad

Que el estudiante:

Conozca la forma de integrar facilmente
diferenciales trigonométricas al transfor-
marlas en integrales inmediatas.

Ulilice identidades trigonométricas para
poder aplicar las [6rmulas del formulario
general de integrales inmediatas.

Maneje los diferentes casos para la inte-
gracion de funciones trigonométricas.
Realice comprobaciones de integrales utili-
zando los dislintos casos de la integracion
de funciones trigopnométricas.

b3

Competencias disciplinares
1.

Construye e interpreta modelos determi-
nistas mediante la aplicacién de problemas
algebraicos y geoméltricos para la com-
prension y andlisis de situaciones reales o
formales.

Propone, formula, define y resuelve dife-
rentes lipos de problemas matemadlticos,
aplicando diferentes enfoques.
Argumenta la solucién obtenida de un
problema. con métodos numéricos, grafi-
cos y analiticos. mediante lenguaje verbal
v malemilico.

8. Interpreta tablas, grificos, mapas. textos con
simbolos matemalticos y cientificos.

Contenidos que aborda la unidad

» Integracion de productos de polencias impares de senos y cosenos

» Integracién de productos de potencias pares de senos y cosenos (por medio de
angulos miltiplos)

» Integracion de productos de funciones seno y coseno con diferentes argumentos
en la misma variable

» Integracién de potencias de la funcion tangente o colangente

= Integracién de potencias de la funcidn secante o cosecante

» Integracion de productos de polencias de tangentes y secantes o colangenles y
cosecantes

Contenidos
concepluales

= Distinguira y utilizard la identidad trigonométrica adecuada para transformar una
diferencial trigonomélrica en una integral inmediala.

» ldentificard y aplicard el caso adecuado para la integracion de funciones trigo-
nométricas.

» Resolverd y comprobard integrales de funciones trigonométricas utilizando los
diversos casos.

Contenidos
procedimentales

Corendos = Colaborari con sus compaieros al resolver problemas.
aciindinales » Respeto al trabajar en clase.
= Aprendera a valorar el trabajo de sus compaficros al resolver problemas.
= Contribuird con ideas de manera critica y acciones responsables a la hora de
trabajar en equipo.
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Integracién de productos de potencias impares de senos y cosenos
Algunas diferenciales trigonométricas pueden integrarse fdcilmente transformédndolas en integrales inme-
diatas por medio de reducciones trigonométricas sencillas.
Caso |
Integrales de la forma fscn'" udu, fcus" udu o fscn'" u cos" udu, donde el valor de m o n son enteros in-
dependientes, pero alguno de los dos es impar y positivo.

EJEMPF.OS

[#]

jempl

o -
& "?'L-Encucntra f sen” ax dx.
A

Solucién
La integral propuesta tiene la forma fscn"' u du, en donde m — 3 y satisface la condicion del caso I.
Al factorizar el integrando se tiene: fsen‘gaxdx = fscnlaxscnaxdx.
Aplicando la identidad sen® ax — 1 — cos” ax resulta:
f&cnzaxscnardx = f{ 1— cos” ax)senaxdx

Multiplicando se tiene:

f(l —coslmr}scnaxdx=fscnm::b:— fcoslarscnaxdx

i Z
Al resolver directamente la integral 1 por medio de la formula 8 resulta:
]'scna_rcix = —loosm'—l— C
: a

La integral 2 tiene la forma facn” u cos” u du, en donde n = 1 y satisface la condicion del caso |. Para su

solucion se identifica:
V = COSaX

dv =—asenaxdx
Aplicando la férmula 4 en la integral 2, resulta:
1
a

3

241 2
(cosax) _ Cos ax

2+1

+C

.
—fcc:s*axscnaxa‘x: ——
. 3a

|+

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

costax  cosax

+C

l'scn-“ﬂ.rdx =
. 3a a
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2 ®@e-Encucntra f sen” Sx cos Sx dx.
Solucién

La integral propuesta tiene la forma fscn‘“u cos” i du, en donde m — 3 y satisface la condicion del caso |. Para
su solucidn se identifica:

v =sendx n=73
dv = ScosSxdx
Aplicando directamente la {6rmula 4 resulta:
341 - 4
[sen3ﬁcos Sxdx= Iﬁl __ sen 5x i C
' 5| 3+1 20

e d
3 ®e-Encuentra j M
sentx
Solucién

Al factorizar el numerador del integrando, tenemos:

f cosx dx f coslycosxdx
sendx sentx

Aplicando la identidad trigonométrica cos’x = 1 — sen’x resulta:

J" cos’xcosxdx [ (1 —sen’x)cosxdx
sentx . sentx

Multiplicando se tiene:

J'{'l—scnz.r}cusxdx :fcosxdx [-scn Ixcosxdx

senx sentx sentx

f (1 —sen®x)cosxdx

i

=fscn 4_rcosxﬂfx—fscn 2y cosxdx
sentx

| 2

La integral 1 tiene la forma [sc:n"‘ u cos" i du, en donde n = 1 y satisface la condicién del caso |. Para su
solucidn se identifica: v=senx n=—4

dv = cosxdx

Aplicando directamente la [6rmula 4 resulta:
(senx) 4! 1

—4 +1 " 3sen’x

fscn *xcosxdx =

La integral 2 tiene la forma f sen” u cos” u du, en donde n = 1 y satisface la condicion del caso |. Para su
solucion se identifica: v=senx n=—2

dv = cosxdx
Aplicando directamente la [6rmula 4 resulta:

(senx) 2+ 1

—fscn 2ycosxdx=—
. —2+1 senx
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

= - +C
sentx senx  3senix

l-cos-‘xd,r_ 1 1

Utilizando la identidad trigonométrica cscx = . el resultado final también puede expresarse como:

sCnx

CsC X
3 =CRCX —
sen’'x

f cos® xdx

4 3
4 e®e:-Encuentra f cOs X sen xdx

Solucién

Esta integral tiene la forma f sen™ u cos" u du, en donde m = 3 y satisface la condicion del caso |. Para su
" . " ! .
solucion se factoriza la funcidén sen” x del integrando resultando:

4 3 4 2
fc:c-s xsen'xdx — | cosxsenxsenxdx
i & . . e 2 2
Ulilizando la identidad trigonométrica sen’x — 1— cos™x resulta:
4 2 = 4. 2
fcns rsenxsenxdy = fccs x (1-— cosx) sen x dx
Multiplicando se tiene:

fcos“.r(l—coszx}scnxa'x:fcos“xscnxdx—fcosﬁ_rscnxdx

1 2

Al resolver directamente las integrales 1 y 2 por medio de la f6rmula 4 resulta:

cos” x cos’x

+C

[cos“xscn_rdx = +€y— [cns"x&cn.rdx =

Al escribir de forma unificada ¢l resultado de cada integral se tiene que:

cos’x cos’x

+C
7 3

fcos"’xscn3_rdx =
5 e+-Encuenira f cos’z dz.

Solucién

La integral propuesta tiene la forma fccs"udu, en donde n = 5 y satisface la condicién del caso |. Al fac-
torizar el integrando, tenemos:

fc-:z-s.‘q zdz = f (cos’z)’ coszdz
Utilizando la identidad trigonométrica cos’z — | — sen’z resulta:
f (cos’z) coszdz = f (1 —sen’z) coszdz
Desarrollando ¢l binomio al cuadrado, se tiene:
f (1 —sen’z)’coszdz = f(] —2 sen’z + sen*z)coszdsz
Multiplicando se tiene:

j(l —2sen®z +sentz)coszdz = [mszdz—ﬁfsenzzccszdz + [scn‘zcoszdz

I 2 3
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Al resolver directamente la integral 1 por medio de la formula 9 resulta:
[ccszdz. =seng+ C
Las integrales 2 y 3 lienen la forma fscn"' u cos" u du, en donde n = 1 y ambas integrales satisfacen la

condicion del caso |
Al resolver directamente las integrales 2 y 3 por medio de la férmula 4 resulta:

2sen’z sen’z
—Efscnzzcoszdz:— +Cyfscn4zcoszdz: 5 +C
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene:
2sen’z  sen®
fcos-‘zd;’,:scnz— Z+ SZ-I—C

cn59

\}L{!S

6 ®e-Encucntra f
Solucién
Al factorizar ¢l numerador del integrando tenemos:

5 242
f sen’d sen’d o f(scn &) senfdd

Jcosd Jeoséd

Utilizando la identidad trigonométrica sen” ## — 1 — cos” @ resulla:

f (sen?f)Zsenfdf B I- {1 —cos2f)ysenfdO
JJcosd Jeos@

Desarrollando el binomio al cuadrado se liene:

f (1 —cos2@)senfdf B [- (1 —2cos28 + cos*@sen 8480

Jcoséd

cosf

Multiplicando se liene:

f“ —7c0329+cos49)3cn9d9 senfldf fcmz fsenfldd [ms."ﬂsc:n 0o

cosf JJcosd Jeosé

! 3 7
=f{0039] Escnﬂdﬂ—mesi #senddd —I—fc05593£:n9d5‘

| Z 3

Las integrales 1, 2 y 3 tienen la forma fsen"' u cos” u du, en donde m = 1 y todas las integrales satisfacen
la condicion del caso .
Al resolver directamente las integrales 1. 2 y 3 por medio de la férmula 4 resulta:

1
f{{:osﬂ} 2senfdf = —2.Jcosf +C

5
4cos2 0 2cosd
+ +C

. 3 w
i —2] cos2fsenfdd = — Cy J cos2fsenfdf = —
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral. se tiene que:
5 9

3 2 2
J'-scn ﬂdﬂz_z‘f— 4005 E 2cos? 9+C

9
col ydy
/7 ®e-Encuentra f =
[seny
Solucién
i ; r E i cosy
Aplicando la identidad trigonométrica cot y= resulta:
seny

Ccosy

col ydy seny - cos ydy 3
f = f f =fscn 2ycos vdy

Jseny Jseny - ; 5

La integral resultante tiene la forma fscn’" u cos’ u du, en donde n — 1 y satisface la condicién del
caso .
Al resolver directamente la integral por medio de la férmula 4 resulta:

3

rscn 2ycos ydy = — +C

2

fﬁDl ‘p‘d‘l- 2

Jseny \fscn 1,,

EJERCICIO 14

|. Comprueba las siguientes integrales de productos de potencias impares de senos y cosenos (caso I).

LI

I 3 3
Escribe los nimeros 3 sen-x ol . COS'MX  COSfX
comespondientes . cos” xdx =senx— +C 6. senmxdx = - +C
"r 3 f 3m m
Cur.r_pph'bdﬂs
m 4 : 6 . I
% fccs3xscn3xa’,x - SCZ = scz X+C 1 1‘6{1332_'.-'3(:112_\':!}- . BHTy +C
disciplinares
: : iy 5 7
. R I sen?xcoszdz = X 4+ C 3. fscn*xcus-‘xdx _ b & SNk I ;.
. - 3 ! 7
E t 3nt 3.
. 4. fcnssrzrdt=se“n i B 9. I-scn ¥ dx =secx+cosx+C
. n 3n cos?x
: @ COS X 3
= 3. jms-xscn.rdx:—t' 3 +C 10. fsanBcosEBdB:—mS 29+f_‘
172
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. 3 3
11. I sen*fdf = —cosf + Ziaoscl; o] -C
L 3 3
2 8 14
. f cos’x 3sen3x - 3sen3x 3dsen3x
\.I'scnx 2 4 14
¥ i X
. ) - = 2
13. fcos dx n 3 +C
asen’ =~ asen’ —
g 2 dx = — C
14. fms sen X 3 5 -+
5 &
15. fs«cn3ruxcc33mxdx= =it B B +C
3m Sm
. Fpyad 5
6. Iscns(n—i—b_r)dt:—msia-l-bx] 2cos (ﬂ—i—bx)_cos [fz-l—bx]_l_c
. b 3b 5k
2 8
17 fscn-c‘z_';-‘d}' o 3cos32y  3cos3ly \C
Yeos2y 4 16
3 ]

2
sen’ 2xdx _J—_i_zcos 2_r cos? 2x i,

18 [F——

Jeos2x 3 9

plenaria discute tus respuestas.

lan x dx
f Vfﬁ
f cos? 3x dx

3fsen3x

fsenix dx

cosx

f cos® 2x dx

Pl

I

A

sean

I I I I T I T I I I )

5. fscn?3xdx
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s, 5 T
19. fscn%cos?rdr: sen’x 2semx , sen I—l—C
3 5 7
) st 3 6 B
20. fscn-‘Srcos-‘SId!:mn x seatd wm o
9 24

Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciacion y en

6. fcus?Zxdx
7. fcos-‘mxa’,r

fscnjﬁms fdo

fﬁcosxscn%dx
f Jsen2x cos?2xdx

fscnzrcc-sjrdr
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12, fscn-‘%tix 17. f3,.fm32}-scn32_vd_v

s E e e

13. fc053295cn529d9 18. I'.3fscnxcos3_rdx
14. fscnmcos.rzrdf 19. [senj_rcosj_rdx
sen’x dx
15. e en’ >
f el 20. fscn 3 dx
3I2x dx
16. COR 2L G . O P,
f s 21 fﬁcn xcos ' xdx

Q Verifica tus resultados en la seccién de respuestas. . .

Integracién de productos de pofencias pares de senos y cosenos
(por medio de dngulos miltiplos)

Caso ll

Integrales de la forma fscn‘“ u du, fcos"u duo fscn"'u cos"u du. donde el valor de m y n son enteros
pares y posilivos. .

Es necesario tener presente que cuando m o n son niimeros pares positivos, el mejor mélodo de solu-
cion es el del caso |.

En este caso Il la expresion diferencial trigponoméirica dada puede transformarse mediante sustitu-
ciones trigonométricas. en una integral inmediata que contiene los senos y cosenos de dngulos miltiplos.

Identidades frigonoméiricas por aplicar

sen2x
2

l. sen2x = 2senxcosx la. —SENXCOSX

2. sen’x = % = %cosh‘

3. cosix = 1 +—cos2x
z 2

EJEMPLOS -

Ly
/ ‘:ir J40-Em:uc:r1{rzl _[senz ax dx.

Solucién

jempl

La integral propuesta tiene la forma f sen™ u du. en donde m = 2 y satisface la condicién del caso |l

Utilizando la identidad trigonométrica: sen’ax = cos 2ax resulta:

b | =
[od | =t

fscnlaxdx = [[é —%cus'lzm]dx

174
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Int=gracion de funciones trigonométricas

Al multiplicar se obliene:

f[é—%cos%‘]dx=éfcix—%fcosﬂurdx
=R

1 2

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la formula 1 resulta:
1 X
— | dx==+C
2-f 2

Aplicando la formula 9 en la integral 2 resulta:

sen 2ax

+:E

1
—— | cos2axdx=—
2 f i

Al escribir de lorma unificada el resultado de cada integral se liene que:

sen2ax e

fscnzaxdx ..
2 4a

x
2 ®=-Encuentra f cos® Sdx.
Solucién
La integral propuesta tiene la forma [cos" u du., en donde n = 4 y satisface la condicion del caso Il.

. i )
Al factorizar ¢l integrando lenemos: f [msﬁ %]dx — J [m32 %] dx

Aplicando la formula cos? %: % + %cos_r resulta:

2 2
J{COSZ%] dx = f[%—l—%cos.r] dx

Desarrollando el binomio al cuadrado, se tiene:
2
f{l—l- lcosx] dx = f[l + lmsx—i— lcosz_r]dx
2 2 4 2 4

Multiplicando se obtiene:

[[l—i-lmsx—l—-l—cosz.r]dx = 1 [dx—l—-l-fcos_rtix +lfoos3xdx
J\4 "2 4 4 2 4
i 2 3

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la formula 1 se tiene:

1 x
—Jdr=="+4C
- f 4
Aplicando la formula 9 en la integral 2 resulta:
1 senx
> f cosxdx = +C
175
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2

Para la integral 3, se aplica la [ormula cos® x = % + %cus;lr lo que resulta:

| - ¥ FY
chm. xdx_11[5+5m52x]dr
Multiplicando se obtiene:

if[—;+éc032x]dx . %fdx-l——éfcus?xdx

3a 3b

Al resolver directamente la integral 3a por medio de la formula 1 resulta:
1 X
= L idr=—+4C
8 f 2

Aplicando la formula 9 en la integral 35 tlenemos:

sen2x .

1
—_— 2 —
: f cos2xdx

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se ticne que:

4 X X senx x senZx 3x senx sen2x
cos® —dyr =—+ = Bl e e — 1C
f 2 4 2 8 16 8 2 16

3 ee-Encuentra [ sen’zdz.

Solucién
Observamos que la integral dada. tiene la forma fscn‘" u du. donde m = 6 y satisface la condicion del caso |l.

Al factorizar el integrando, tenemos: f sen’z dz — f (sen’z)dz.

l - l cos 27 resulla:
2 2

f[scnzz}-" ﬂ'z:f[%—lzmszr dz

Desarrollando el binomio al cubo, se liene:

Aplicando la férmula sen?z =

Jl[l_lcﬂsj ]3 dz— [‘E_ECOS !_’+EC0§107_1L‘053 2_’]d2
2 2 o i = B‘ 8 N 8 S 8 1
Mu]llpllcarldo se obtiene:

1 3 3 1 1 3
f[g—§m52:+§c05223—gms-"Qsz;ﬁ:g‘[da—gfc?shdz

| 3
3 |
= 51ty SO 3
+Sfcos 2zdz chm. 2zdz
—— S

176
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Al resolver directamente la integral 1 por medio de la f6rmula 1 resulta:
Iy Z
— |dz=—+C
8 j 8

Aplicando la formula 9 en la integral 2 resulta:

3sen2z

+C
16

—%fcosEz dz=—

11
Para la integral 3 se aplica la férmula: cos?2z = = o =2-c034z, resultando:

3 J cos?2zdz = 2 I{l + lcos-ﬂlz]dz
8- 8412 2

Multiplicando se obtiene:

f{%+%ms4z]dz = %j.dz+-l%fm$42dﬂ

3a 3b

Al resolver directamente la integral 3a por medio de la férmula 1 resulta:

3 3z
— |de==+C
Iﬁf “ 16
Aplicando la férmula 9 en la integral 3b resulta:
Jsendz

+C

3
Efccsélz dz =
La integral 4 tiene la forma fcos"u du, en donde n = 3 y satisface la condicion del caso |,
; ; | 1 2 ,
Al factorizar el integrando tenemos:  —— J cos'2zdz=—— f cos’2zcos2zdz
8 8
Aplicando la identidad trigonométrica cos’ 2z — 1 —sen” 2z resulta:
1 i 1, 3
P o e e = '} o
8fli:-:):s 2zcos2zdz = Ef(l sen*2z)cos2zdz
Multiplicando se obliene:

—%f{]—scn@z]mshdz: —%fcosEzdz -I—%fsenﬁzcoﬂzdz

4a 4b

Al resolver directamente la integral 4a por medio de la formula 9 resulta:

—lfcoszzdz _ el +C
8 16
Aplicando la formula 4 en la integral 46 se tiene:
o
lfscn2 2zcos2zdz = 21 2 +C
8 18
177
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

L 3sen?z 3z 3sendz e sen2z 4 sen??2z

[scnf‘zdz ==
. 3 16 16 64 16 48

5z sen2z 3sendz  sen®2z
Sdg=—— + + 4 C
Jsent dz 6 4 64 48

4 ®s:-Encuentra f sen’ ax cos® ax dx.

Solucien

Al multiplicar y simplificar se tiene:

fsen%ucoshxdx:f[%—%cos?at][%-i—%cosﬁax]dx

+C

La integral propuesta tiene la forma fscn“ u cos” u du, en donde m = n = 2 y satisface la condicién del caso [l.

Aplicando las formulas sen’ax = %—%cusl&x y cos’ax = -% =5 %0032:1: resulta:

J[é = %cos?&r]{% + %cosEax]dx = ifdx—ifwszhxdt

| 2

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la [6rmula 1 se obtiene:
1 X
— dx==+C
4 f 4

Para la integral 2 se aplica la (6rmula cos®

—%ICOSZZM=—%f[%+%cns4ax]dx

Multiplicando se obtiene:

—%_[[%+%cos4m]dx=—%fd —%fcostla_xdx

Za 2b
Al resolver directamente la integral 2a por medio de la f6rmula 1 se tiene:
1 X
o IR
8-’ 8

Aplicando la formula 9 en la integral 26 resulta:

sendax
32a

+C

1 r o
_ﬁj cosdaxdy ——

178
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se ticne que:

x x sendax x sendax
fscnlaxcoszaxdx:————

+C =
4 8 32a 8 32a

" 2 7 =) i -
Nota: Esla integral f sen” ax cos” ax dx, lambién puede resolverse por medio de la [6rmula

. sen®2ax

senZax cos? ax = . es decir:

sen? 2axdx

fscnlaxmsza_xdx = f >

Aplicando la férmula sen®2ax— % —%cos 4ax resulta:

fs-cnlﬂax = f%[% —%cose@m‘]dx

Multiplicando se obtiene:

%f[%—%msélax]dr=%fdx—%fcus4axdx

1 2

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la férmula 1 se tiene:
1 X
— |dx==+C
8 f 8

Aplicando la férmula 9 en la integral 2 resulta:

sen 4ax
32a

—%fcostlaxdx - —

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

. send
jsenhxms%xdr:i—qcn m—l—C
8 32a

[ 2
5 ee:-Encuentra | sen* —cos? —d8.
f 2 2

Solucién

La integral dada tiene la forma fs;cn“ i cos" u du, donde m = 4 y n = 2 y satisface la condicién del caso II.

: o (2 :
Al factorizar la funcion S{!I'IZE del integrando tenemos:

r sen? Ems? Edﬂ — f[scn? E]_ Pt E do
. ) 2 ) 2

179
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g 1 1 g 1 1
Aplicando las férmulas scnli = ——cosf y cos’ — = —+—cos# resulla:

2 2 212

][:.en“ J cos? gdﬂ f[———cosﬂ] [ + ;msﬂ]dﬂ'

Desarrollando el binomio al cuadrado se tiene:

2
f[l—lmsﬂ] [l—i- lcosﬂ]dﬁ'=fll—lcnsﬁ'—i-lms?-ﬁ']{l+lms-9]d6‘
2 2 2, 2 4 2 4 2 2
Al multiplicar y simplificar se obtiene:

f[% —%cosﬂ+ %COSE ]

1
+—cosf|d
[ 5 — 08§

fda——fcosads

——fcor&'a’ﬂ—}- fCﬂngdﬂ'

i

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la [6rmula 1 resulta:
1 g
= df=—+4C
8 f 8
La integral 4 tiene la forma f cos” u du, donde n = 3 y satisface la condicién del caso |.
g : ; 1 1
Al factorizar el integrando se tiene:  — J cos’0df = —fcoszﬂ cosfdfl
8 8§
Aplicando la identidad trigonométrica cos’@ = 1— sen’# resulta:
% | costocosode - % [ (1 —sen*0)cos 00

Multiplicando se obticne:

éj{l —sen?f) msﬂdﬂ:%fcos&'dﬂ—l] stcnzﬂcosﬂdﬂ'

——
4a 4b

Como las integrales 2 y 4a son opuestas, s¢ anulan.

Para la integral 3 se aplica la férmula ¢os? 8 = % + %c«us 26 de lo que resulta:

1 i 1 {] 1 ]
— {cos*Bdf=—— | | —+—cos28|df
BJ Sf 2 2

Multiplicando se obticne:

| o1 1 | I
—gf[§+§cosze]d9 . —Efdﬂ—ﬁfmsz-ﬂ'dﬂ
ko

3a b

180
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Al resolver directamente la integral 3a por medio de la férmula 1 se obtiene:

I b
—— | df=—-—+C
16 16
Aplicando la férmula 9 en la integral 35 resulta:
—Lfmszsd&: S
16

+C

Para la integral 45 sc aplica la férmula 4 lo que se tiene:

| B sen’f
—gfb(-:n Bcosfdf — — +€

24
Al escribir de [orma unificada el resultado de cada integral se liene que:

: 20 3
]scn4§cnszﬁd9= O 0 senlf sen'd

2 2 8
6 ®e:Encuentra f (1 + cost)’ dt.

Selucién

i 20 sen’d
6 3 24 ~

Desarrollando el binomio al cubo, tenemos:

J.(l +cost)y dt = f{l +3cost+3cos? t 4 cos? 1 dt
Multiplicando se obtiene:

(14+3cost+3cos?t+cos’Ndt = | dit +3 | costdt +3 | cos?tdt + | cos’tdt
f Jrsa o3 o

2 3 1
Al resolver directamente la integral 1 por medio de la férmula 1 resulta:

Jat=1+c

Aplicando la férmula 9 en la integral 2 resulta: 3 fcos tdt=3sent+ C

La integral 3 tiene la forma f cos” u du donde n = 2 y satisface la condicion del caso |l
; : -
Aplicando la férmula cos®t = = +—cos 2t resulta:

LE
2y _ oI
3fcns t 31‘[2 + zcoslr]dr
Multiplicando se obtiene:

i |
A | 2
f[2 -+ 2(:05“?

]d.f = 2If.@i‘+Ef-:{xszt.a‘t
A A

3a ik
Al resolver directamente la integral 3a por medio de la férmula 1 se tiene:

3 3
Sfd-4cC
2f 2

181
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Aplicando la férmula 9 en la integral 36 resulta:

3sen2t

3
Efcos?fdf: +C

La integral 4 tiene la forma f cos” u du, donde n = 3 y satisface la condicién del caso 1.

Al factorizar el integrando, tenemos: f cos tdt — f cos't cost di
Aplicando la identidad trigonomélrica cos’t — 1 — sen’f resulta:

f cos’f costdt = fﬂ _sen’f)cost dt
Multiplicando se obtiene:

f(]—scnzt}cosrdr =fcasfdr—fscn21msra‘r

4a 4h

Al resolver directamente la integral 4b por medio de la férmula 9 resulta:
]cosrd!_scnt—i-f'
Aplicando la férmula 4 en la integral 4b se liene:

sen’t

—fsenlrcos.fdr =— +C

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

3sen2s sen’t
sent —

3t
f(1+505}3ﬂ'1‘=t+35enr+?+ i

3sen2t sen’t
3

+C

fﬂ + cost)? =5—2r+4scm +

7 ®e-Encuentra f(.;'scnz_v —cosZ}'}Idy.

Solucién

Desarrollando el binomio al cuadrado tenemos:
1

f(,lfscn 2y — 0052}')1 dy = flsen 2y—2sen?2ycos2y+ cos’2y)dy

Multiplicando se obtiene:

I |
f(sc:n 2_}‘—2SCHEZ)JC052)?+CDSZE}’}{1'}‘=fSE:ﬂg}’ﬂ‘}’—ercrli 71’0052yd}'+fc0522yd_v

2

I 3

Aplicando la f6rmula 8 en la integral 1 resulta:

cos2y I,

f sen2ydy =—

La integral 2 tiene la forma fscn'" u cos” u du, donde n = 1 y satislace la condicion del caso .
Al resolver directamente la integral 2 por medio de la formula 4 resulta:

1
2sen22y
3

i
R— -2 f!;cnE 2ycos2ydy =— e

182
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La integral 3 tiene la forma fcos” u du, donde n = 2 y satisface la condicion del caso |l.

Aplicando la férmula cos?2y = % + %ms 4y resulta:

£ Fah

11
1 } J — L by 1
f—cos 2ydy= f[z + 2{:054}

dy

Multiplicando se obtiene:

—1—+lcos4_\' d_v=-l- a‘_v+l cosdydy
J12 2 27 2

3a 3b

Al resolver directamente la integral 3a por medio de la formula 1 resulta:
1 y
2f = 2

Aplicando la formula 9 en la integral 35, resulta:

sendy

1
Efcos-#}'dy: +C

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se liene que:

3

i o : S :
J{ﬂl'scn 2_\'—(:052_1;)1 d_vzi_"’ﬂzg} _ 25‘:2 2y +5'3’;4} ic

EJERCICIO 15

|. En equipo, comprueben las siguientes integrales de productos de potencias pares de senos y cosenos

{caso ).

Escribe los niimeros .

L [otrde— %4202
e i 2 4

genenicos

tﬁm;ﬂ'mr&s

® B B B B W R E W B R R W R E R R E

y senly

2. fscnz_vd_'.' =g +C

3 3 g ok
3. fscn*zdz=—z—mn2 +qcn4Z+C
8 4 32

- fccs4,rdx=3_-‘i+50ﬂ2x scn4x+c
8 4 32
¥ sendx
5. ]SCHI.IC{!Szxdrzi_bcn z
' I )

5x senZax 3sendax senilax
6. baxdy=—— C
| P LA
183
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. 3
7 fcﬂsﬁ2xdx=-5—{+Scn4x+3m"8'r—sm 4x LC
16 8 128
X X x sen2x
8. sen? —cos? —dyr=—— +C
f 2 2 8 16

3y sen2ay . senday
9. fsen"aydy:%—scn o AP i

4a 32a
4 X  senbx
10. fcns*B.rd.r=§+ 0 +C

1. [costardy— 3% 020T  senfdax
8 da 32a

12. fsen42xoos42xdr=£—scngx seulGs
128 256 2048
5z sen’?z sendz senRz
]3. sen’ 6 o — i — -
Jsenzeostzae 128 48 128 10m4

3

14.

15.

16.

17.

18.

8003:_?9

f(\fcosﬂ—Escn9)2d9=2-9+scn6'—scn26'+ +C

t sendt sen i

ISCHﬂ‘ costdt = — — e
16 64 48
fa-—senvrar=2 1 geosx 2% ¢
sn3dd v
fs"-'ﬂzlst42xdr=i+5°" 4x Scn8x+C
16 96 128
7 o
I(Sﬁnzz+msz)1dz:1’:+ 2sen’z | sen4z Lc
8 3 32

Il. Encuentra la primitiva de cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultades por
diferenciacion y en plenaria discute tus resultados.

1. fscn“’mrdx
2. [sen?3vax
3 fons"axdt

184
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7. f{l +senx) dx

8. f(.,n'scn ax — c:u:rsmc}2 dx

9, j( cos2y —QSan_'_u)l dy

g Verifica tus resultados en la seccién de respuestas

Int=gracion de funciones figonométricas

10. f(3—cos!}2d.'
11. f{COEEI-ﬁ-S{!ﬂI}EdX

12. f sen’mxcosimxdx

------------------------------

Integracién de productos de funciones seno y coseno con diferentes

argumentos en la mism

Caso |l

a variable

Integrales de la forma [&cn mu cos nu du. r sen mu sen nu du, f cOos mu cos nu du y | cos mu sen au du,
donde m y n son enteros tales que m > n.
En este caso, la integral trigonométrica dada se puede transformar, mediante sustituciones trigonomé-

tricas, en una intégral inmediata

que contiene la suma o diferencia de senos y cosenos.

Identidades frigonoméiricas por aplicar

1 1
l. senmucosnu = Escn[m + nu—+ Escn(m —nu

SENMUSCH N — —%-::ﬂs(m +nu+ %ms{m — )
| 1
COSMUCOSAU — Ecos(m +nju+ Ecm(m —nu

1 |
COS M SeN A = Es«cnim + ) — Escn(m — i

Férmulas de integracién directa

1 fscn i = cos(m+mu  cos(m—nu
' 2(m+n) 2(m—n)
" fscn s senim-+nu  sen(m—nu
- 2Am—+n) 2Am—n)
3. fcnsmucos.rmdu _ sen(m +mu | sen(m —n)u +C
2(m+n) 2Am—n)
4 f cosmusennudiy—— D+ A CCROmn — R
. 2{m+n) 2m—n)
185
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EJEMPLOS .
[

[+74

4 /T *i* Encuentra fsen 3x cosSx dx.

jemplo

Solucién
Se debe ordenar el argumento de la integral propuesta, es decir:
fscn 3xcosSxdr— fcos 5x sen 3x dx

Ahora, la integral tiene la forma fms mu sen nu du. donde m = 5 y n = 3 y satisface la condicion del
caso L.

a) Solucion por sustitucién trigonomeétrica

Aplicando la identidad 1, cosmusennu = % sen(m + nu — %sen(m —mu resulla:

fcus stcnlrd_r:f dx

1 |
5 sen{S+3)x— Escn{.‘i —3)x

Multiplicando se obtiene:

f[lsenfﬂ +3)x— lscn[S— Ix
2 2

1 1
dx — Efscn&rdr —Efscnz.rfir

I 2

Aplicando la férmula 8 en las integrales 1 y 2, resulta:

cos8x cos2x
16 4

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se liene que:

+C

%fscnﬁxdx:— +C'y—%fscn2_rdx=

cosBx cos2x

+ +C
16 4

fscn_’»xcusﬁxdx =—

b) Solucién por formula de integracion directa

Aplicando la f6rmula 4 de integracion directa resulta:
~ cos(5+3)x 3 cos(5 —3)x
2(5+3) 2(5-3)

[ cosSxsen3dxdx =

cos8x cos2x
4

+C

fsanxcosS.rcir:—

2 ®e-Encuentra ]scn 4zsen3zdz
Solucién

La integral propuesta tiene la forma f senmu sennudu, donde m = 4 y n = 3 y satisface la condicién del
caso [Il.

186
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a) Solucién por sustitucion trigonométrica

Aplicando la identidad 2, senmusennu = —%cos(m + i+ lzcosim —n)u resulta:

f&cndfz sendzdz = j

—%603(4 +¥z+ %cos(ét - 3}z|dz

Multiplicando se obtiene:

Aplicando la férmula 9 en las integrales 1 y 2 resulta:

1 1 1 1 ¢
_ECOS(4+ 3z +§cos(4— 3lez = —Efcos?.;f!z +E~’ cos 7z

1 ¥

sendz

14

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

seng

+C

—éfms?sz::— +Cy %fcoszd:=

sen?z " w;z L C

f sendzsen3zd; =—

b) Solucién por formula de integracion directa

Aplicando la férmula 2 de integracién directa resulta:

fscndrz S i == sen(44-3)z " sen{d —3)z .
2(4+3) 2(4-3)
f sendzsen3zdz = — o Li: - Se;] Ll

3 e®e:-Encuentra fcus 4t cos 2t dt.
Solucién

La integral propuesta liene la forma fcos mu cos nu du, donde m = 4 y n = 1 y satisface la condicién del
caso Ill.

a) Solucidn por sustitucién trigonométrica

. . . | | .
Aplicando la identidad 3, cos mu cosnu = —cos(m + nu + —cos(m —n)u resulla:

fcos—’lrcos!d!:f[%msm +l}r+%co\s{4—l)r]dt

Multiplicando se obtiene:

f[%ms[4+l}r -F%C{Is(q-— l]fldr=%fcos§tdf+%fcos3rdr

| 2

Aplicando la férmula 9 en las integrales 1 y 2 resulta:

senst sendt

+C

1 1
Efcmﬁrdlz +C y EImstdr:

187
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Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

sendr  sendt
6

+C

[cosiircosIdr =

) Solucion por formula de integracion directa

Aplicando directamente la [6rmula 3 resulla:
sen{4+1)¢ sen(4—1)

rcuséircosrdr == +C
. 2441 2(4-1)
senSt  sen3t
sdtcostdf = + +C
fcos cOS m 5

4 e®s-Encuentra ' f sen Ty cos 3vdy.
Solucién

La integral propuesta tiene la forma J‘ sen st cos nu du, donde m = 7 y n = 3 y satisface la condicion del
caso Il

a) Solucion por sustitucién trigonométrica

Aplicando la identidad 1. senmucosnu =%scn(m+n)u+%scn(m —n)u resulta:

=

fscn?}'coslvd_v =J‘Hscn{?+ 3)__v+%scn{? —3)yldy

Multiplicando se obtiene:
1
—sen(7+3)y +;scn('? —3)y

I

Aplicando la férmula 8 en las integrales 1 y 2, resulta:

1 1
d_v=Efscn]0}'dy+5f3i3ﬂ4}‘d}’l

I 2

coslOy
20

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

cosdy

+C

%fscnlﬂ_vafv: = +C y %f&;cntl_vd_v:—

cosl0y  cosdy

+C
20 8

f:i(—:l’l Tycos3ydy=—

b) Solucién por formula de integracion directa

Aplicando directamente la [érmula 1 resulta:

. : v T — P
JSﬁn?voosh'dv:—mb(?-l_')}—mb(? 3)) +C
- T 27+3) X7-3)

coslly cosdy
Tycos3vdy=— - —+C
fscn ycosaydy 20 3 +

188

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 10/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

UNIDAD 3

Int=gracion de funciones trigonométricas

Solucién de integrales combinando los casos Il y Il

EJEMPLO ]
0

empl

f‘:lr L*Encucntra f (sen2x — sen 6x)” dx.
P\

a

B I

Solucién

Desarrollando el binomio al cuadrado tenemos:
I-{scn 2x —senbxP dx = [iscnz 2x —2sen2xsenbx +sen6x)dx
Multiplicando se obtiene:

f[sanEI—Escn 2xsenbx +sen6x)dy = fsanZxdx = 2fsen6xscn2xdx+fscn16xdx

I 2 3

La integral 1 tiene la forma f sen” i du, donde m = 2 y satisface la condicion del caso Il.

cosdx resulta:

Aplicando la férmula sen®2x =

boad | =t

1
2

fsc:n22xdx:f[%—éccs4_r]dx

Multiplicando se obliene:

ll[l _lcosq_x}dx —= lfdx —l [CDS‘d-IfiI
J12 2 2 2.
la 1]

Al resolver directamente la integral 1a por medio de la férmula 1 resulta:
L [ ax— ZHE
2472

Aplicando la formula 9 en la integral 15 resulta:

sendx +C

—%f-:osd.rdr:—

Aplicando directamente la férmula 2 resulta:

_sen(6+2)x | sen(6—2)x
26+2) 206—2)

sen8x  sendx

—2fscnﬁx sen2xdx=—

—2fscn6x sen2xdx = +C

189
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Aplicando la férmula sen”6x = % —%C{IS 12x resulta:

f&cn%xdx:f{%—%cosmx dx

Multiplicando se obtiene:

f[-:l?‘:——;_cusmx]dx=%fdx—%fcos]2xdxl

3a k)

Al resolver directamente la integral 3a por medio de la férmula 1 resulta:

%fﬂfx=_—;+c

Aplicando la férmula 9 en la integral 36 resulta:

senl2x
24

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se liene que:

+C

L. -
—-2—1 cosl2xdy =—

La integral 3 tiene la forma fscn u du, donde m = 2 y satisface la condicion del caso |l.

f(ﬁenﬁx—scnﬁxﬁ i . 8 sendx ” sen8x - sendx +£_
2 8 8 4 2
Jsendx senBx  senl2x

f(sanx—senGx)de=_x_ = i : =

EJERCICIO 16

@& @ @ s @

argumentos en la misma variable (caso IlI).

1. fcnstscnélxtir:— - +C
Ccrrﬁak:‘l:its

12 4

34 f
A8 fcusﬂcosZEdE L P o AW
disciplinares 5
. 3 fcns 3xcos2xdr — 20 X , senx . -~
: 2
: senSt  sen3f
i 4. senfsendMdf = ———+ +C
. i 0 ' 6
: senTx senx
: beﬂ rsen3x 4 :
190
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6. fsenﬁ_vcos Iydy=—

cosSy

cos(a+ b)x L cos{a—b)x

Int=gracion de funciones trigonométricas

cosy

+C
2

_|_

R T I I I

T fscnaxcasbxdx:— +C
2a+b) 2a—b)
8 ] cosmxsennxdy = — cosim-+nkx | «coslp-—n)x
T ) ) 2(m+n) 2(m—n)
. cos3x sen2x sendx
’ 9, senx + cos2x)’ dx = x 4 cosx— - + +C
: f (senx+cos2x) X+ Ccosx 3 2 3
: . x 5y sendy 2Zsen3y seny
10. +2cos2v)Pdr ==+ 2senv+ 2 , ZLC
f(CﬂS}' cos2y) 5 sen y 5 3 2
z 57  sen6z
11. f(cosZz’.—sen3z)1dz=z+%4”—cnsz—m: _a.c]n: +C
2x  sendx sen6bx senlOx
12. senSx —senx)2dx = x ——n X 4 — - +C
f( ) 4 4 6 20

Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciacion y en

plenaria discute tus resultados.

1. fsenf:xscnh‘dx

[d

fccsS}!cosﬁ_fo_Y
1. fscn4f cos61df
4, fcusxcos;}xdx
5. fscni’;xcosirdx

6. fscn4xscn Txdx

Q Verifica tus resultados en la seccién de respuestas.

7T f(scn?rz —sen2z) dz
8. f{cosru—scnmr)ld_x
9. f{SCJlIT_‘,’—CDSﬂ_\-‘}j dy

10. f(Scosx—l—stSx}de
1. f (sen48 + 3sen0)? do

12. f[Ecosle+c:052x)2 dx

-----------------------------

Integracién de potencias de la funcién tangente o cotangente

Caso IV

Integrales de la forma

flan" wduo fcc-t" # du. donde n es un entero positivo.
En este caso, la integral trigonométrica dada se puede transformar en una integral inmediata mediante

suslituciones trigonométricas sencillas.
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Seolucién

La integral propuesta tiene la forma ftan’r u du, donde n = 3 y satisface la condicion del caso IV.
Al factorizar ¢l integrando tenemos: f tan’2zdz = f tan’2ztan2zdz.
Aplicando la identidad tan® 2z — sec’ 2z — 1 resulta:
f tan’2z tan2zdz = f[:sm’:2 2z —Dtan2zdz
Multiplicando se obtiene:

f{sec12:—l}tan2m'z=flan2:scc223dz—flan2;dz

I z

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la férmula 4 resulta:

tanZ 27
A e

flan 2zsec?2zdz =
Aplicando la férmula 14 en la integral 2 resulta:
—f[an?z.dz= %IncnsZz +C = —%lnscc?z +C
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se liene que:

tan’2z 1 tan’2z 1
an +§inc0322+C= a +Elnsc-::2:+C

flan-‘ 2zd7 =

2 ®e-Encuentra cot® X dx.
J#5

Solucién

La integral dada tiene la forma fcot’ u du, donde n = 5 y satisface la condicién del caso V.

: : x -
Al factorizar el integrando lenemos: f cot’ Ea‘,\. = f cot” = cot? de

Aplicando la identidad cot® % — cot? % —1 resulta:

2

g x X X X
j cot? Zcot’ = dx = fcol-‘ —{a::sa::2 —— l]d.x
2 2 2
Multiplicando se obtiene:

f-::n::-l'1 i[izsrc2 A l]dx = fcnP X s E et — fn:::]iJ P
2 2 2 2 2

i 2

192
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Aplicando la férmula 4 en la integral 1 resulta:

. . cot* ~
fcol-"';csczidx=— 5 2,¢c

La integral 2 tiene la forma I-::ol*r u du. donde n = 3 y satisface la condicién del caso V.

Para su solucion se factoriza el integrando de lo que resulta:

—fcol-"itir=—fc0l3£mi£dr
2 2 2

Aplicando la identidad cotzgdx =cse? = —1 resulta:

[ | -

—fcsclicscid_t = —flcscli— I]-:ulidx
2 2 2 2

Multiplicando se obliene:

—f[cscli—1]col£d{x=—fml£csc2£dx -I-fcotidx
2 2 2 > 2

2a 2k

Aplicando la formula 4 en la integral 2a resulta:
—fcmicscﬂidr —cot?2 4C
2 2 2
Al resolver directamente la integral 25 por medio de la férmula 15 resulta:
fcminix =llnsen£ +C
2 2 2

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral. tenemos que:

b
r ek Cﬂﬁi x 1 x
. 5 o ., L
= Jcc-t zdx_ 5 + cot 2+21nwn2+C

&

3 ®e:Encuentra flan*rudx.
Solucién

La integral propuesta tiene la forma ftan" u du, donde n = 4 y satisface la condicién del caso V.
Al factorizar el integrando lenemos: [‘ tan*ax dx = f tan’ax tan’ax dx
Aplicando la identidad tan” ax = sec’ ax — 1 resulta:

flani’a.r tanlaxdx = fta.nzax(seczax —Ddx

193
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Multiplicando se obtiene: [lanzax{scczax—]}dx: [‘lanzaxscczﬂxdx— [lﬂnlm:d.x

| 2z

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la férmula 4 resulta:

tan’ax

[ tanlaxseclaxrdr = =B iy

3a

La integral 2 tiene la forma f tan" u du, donde n = 2 y satisface la condicién del caso IV.

= . . . 2 T
Para su solucion se aplica la identidad tan"ax = sec”ax — 1 lo que resulta:

—flanlardx = —f[scclax —1)dx

Multiplicando se obticne: —fl’m::2 ax —DNdr= —fscczara’x—l— fﬂ'x
z b
Aplicando la férmula 10 en la integral 2a resulta:

lan ax

— | sec’axdx=— +C
J

a

Al resolver directamente la integral 26 por medio de la f6rmula 1 resulta:
[dx=x+cC

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que:

taniax lanax ,
+x+C

3a a

flan"axdx:

4 "'Encucntra‘ col” 30 d0).
Solucién

La integral dada liene la forma fmt" u du, donde n = 6 y satisface la condicidn del caso V.
Al factorizar el integrando tenemos: f cot®30d0 = l “cot*30cot?30d8
Aplicando la identidad cot® 3¢ = csc® 3¢ — 1 resulta:

f cot*30col230d0 — f csct30cot230 — 140

Multiplicando se obtiene [ cot*38(cot>30—1)d8 = [ cot*38csc?30d0 — [ cot*30d6

I 2

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la férmula 4 resulta:

g3
col 3-9+C

f cot* 30 csc230d0 — —

La integral 2 tiene la l"ormafcnl" u du, donde n = 4 y satisface la condicion del caso V.

194
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Para su solucion se factoriza el integrando lo que resulta:

= J'coﬁ 39d0—— j cot230cot236d0
Aplicando la identidad cot’ 30 — csc” 30 — 1 resulta:
= f cot230cot230d0 — — j'uatl.%ﬂ[aaﬂ&—l)dﬂ

Multiplicando se obtiene:

= [ cot230(cse 30 — 1 df —— f cot230csc?30d0 + f col230d0

2a 2b

Al resolver directamente la integral 2a por medio de la [érmula 4 resulta:

339
oo B

= f cot230csc?30d0 —

La integral 2& tiene la forma fwl" u du, donde n = 2 y satisface la condicion del caso [V.
Para su solucién se aplica la identidad cot’ 30 = esc*30 -1 lo que resulta:

fcml_%ads:fmcl 30-1)dé

Multiplicando se obliene: f(c5c239—l]d9=fcsc3 SBdﬂ—fdé
B s e

I il

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la férmula 11 resulta:

col3d

fcsc3 30d6— — +E

Aplicando la férmula 1 en la integral 11 resulta: —fa’f? =0+ C

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

5 3 3
[eoaguo= 2L D PH e
15 9 3
5 ®e:Encucntra f dx :
collx
Solucién
Aplicando la identidad J g — tan’x, resulta f dx o J tanxidc
cot?x cot®x

La integral resullante tiene la forma f tan” u du, donde n = 2 y satisface la condicién del caso IV.

125
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Aplicando la identidad tan’x — sec’x —1 resulta:

flanzxdlr: [(sccz_r—l)dx
Multiplicando se obtiene: f(sccz_x— Ndx = f&ccl_rdx - fa'x
s Sea ks &

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la férmula 10 resulta:
fscclx dx—=tanx+C
Aplicando la férmula 1 en la integral 2 resulta:

—fdx:—.r+C

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se ticne que:

dx
f —=tanx—x+C
cot-x

EJERCICIO 17

. Comprueba las siguientes integrales de potencias de la funcion tangente o cotangente (caso V).

|
comespondientes IR ftan%’-id&: 5 +Incosd +C
Competencias

genenicas
L 7 3cot? - .
disciplinares 2. fcoljid:::— 3 —3]n5€n*—]'+f'

4 2
L ... 3x—l-l-lﬂls.cc?rx +C
12 6 3

3. ftan53xdx=

cot*atr  cotat 1
+ +—Insenat +C

4. fcol%ﬂdr:— = =
a 7 a

dy tan®y
f = ~+tany+y+C

cotty 3

tan’2x B tan®2x 5 tan2x
10 6 2

j

—x+C

: fumﬁzmx _

dx cotlx
7. = | i
flan-‘:c 5 Insenx+C

I I I I I I N I I S I I )
N

196
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E N 2c08 " 2cot? ': .
. 8. fcol‘f"—dxz— 24 £ —2co’=—x+C
i 2 5 3 2
. 15,
: 9. ftan-‘Sxdr: tan +llnc055):+C
. 5
. vy -
. 10. fcol43zdz _ ol ae 4 fo +z+C

l. ftan‘*%dx

[ed

fcol"l!d!
3. f cot*(a— bx)dx

4. f cot*ddo

5. ]l(cmjz + cot’z)dz

6. f(l + cot x)* dx

7. f(]+tanﬂ}3dﬂ
g f lanx de
; col x

(cot@)
% j[lanﬂ

df

Q Verifica tus resultados en la seccion de respuestas. « « « « s s s &

. En equipo de dos personas, encuentren cada una de las siguientes integrales y comprueben los
resultados por diferenciacion.

f (tan2x —col 2x)2 dx
f(cotbr—tzm bt* )’ dt
f (tan’my + tan*my) dy
flanjim + nx)dx
ftan"xdx
f(c0122_x+col“2.r,‘rdx

f (tan®0 + tan’0)do

4
CRC'X |'
f 2
cot x

Integracién de potencias de la funcién secante o cosecante

Caso V

Integrales de la forma J

sec" wdu o

f csc” u du, donde n es un niimero entero positivo y par.

En este caso, la integral trigonométrica dada se puede transformar en una integral inmediata mediante
sustituciones trigonométricas sencillas.
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EJEMPI.OS
0 o=
m’ir kl-Encucntra fsccﬁﬂdx-

Seolucién

jem

La integral propuesta tiene la forma fscc"udu. donde n — 6 y satisface la condicion del caso V.
Al factorizar el integrando lenemos: f sect axdx = f (seclax)’sec’axdx
Aplicando la identidad sec® ax = 1 + tan” ax resulta:
f (seclax)?seciaxdx = . f (14 tan?ax)seclax dx
Desarrollando el binomio al cuadrado lenemos:
f(] + tan?ax)?seclax dx = f(] + 2 tan?ax + tan*ax) seclaxdx
Multiplicando se obtiene:

f{'l + 2tan’ax + tan*ax)seclaxdx = fsccza.xdr+ Zflanlarseclaxdr+flan4axscc3axdx

1 2 3

Al resolver directamente la integral 1 por medio de la formula 10 resulta:

lan ax

fsm:zaxdx = +C

a

Aplicando la [6rmula 4 en las integrales 2 v 3 resulta:

2laniax lan®ax

Eftﬂnzaxsoczardx = +C flﬂn“rll'acczaxdr - +C

3a S5a

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se ticne que:

2 3 5
I‘sec"at.—ix= nﬂ_r_l_Zlan ax+lan m-l—C

a 3a S5a

2 ®=-Encuentra csc' 2z dz.
Solucion
La integral dada tiene la forma fcsc"udu. donde n = 4 y satisface la condicion del caso V.

Al factorizar el integrando tenemos: ff::S(:4 2zdz = r csc?2zesc?2zdz

Aplicando la identidad csc® 2z — 1 + cot’ 2z resulta:

f csc? 2zesc?2zdz = f csc? 2z(1 4 cot?2z2) dz

198
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Multiplicando se obtiene:

fcsc3 2z(1+cot?2z)dz =f-:sc2 2zdz + [cc-t22zcsc2 dz
| 2

Aplicando la férmula 11 en la integral 1 resulta:

col?z

fcchZEd"=— +C

Al resolver directamente la integral 2 por medio de la férmula 4 resulta:

132z
i B

J‘COIZZEcsczZz dz—=—

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

col2z cot’2z
g ¥,

fcsd 2zdz=—

F 4

de

sen?fd

Solucién

Aplicando la identidad _]

= csc? 0 resulta:

faciiﬂ =f|r;5-::2 Ad 0

La integral resultante tiene la forma f csc” udu, donde n = 2 y satisface la condicion del caso V.
Aplicando la formula 11 en dicha integral. resulta:

sen’d

. csc?@df=—cot 8+C
=i

sen’f

EJERCICIO 18

Escribe los nil
oorrespondientes
Competencias

=

disciplinares

R I ]

I. Comprueba las siguientes integrales de potencias de la funcién secante o cosecante (caso V).

" j 403?31
i fcsc“zd!=—4culz— 14+c

2tan®x  tan’x

% fsccf'xdx=lanx+ 4+ +C

4eot’ S 2col’

3. sc Sdz — 2cotS 2 _ 2, ¢
f-::s-: 7 co 5 3 5 +
199

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

1/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

3 UNDAD

CAICIRG INTEGRA!

E " 2lan3%

. g4 = B

. 4 fb(:[: 2‘1‘}' + Nan=+C
: 3

. 5 fscc’fz.ﬂ'dezﬂ_i_‘a" 29+C
5 < "
i 6. fcscﬁzdz=_cmz_2-:ﬂl z cot 2, ¢
: 5

: dx tan’x

. 1. = lanx + e

. J-t:-:)s“x 3

TR

dz tan’z  2lan’z
f e PRy a; +tanz+C

cosbz S
3 200[%
R Juing S
9 ftsc dx T +C
3 B tan{a — bx)
10. fscc {a—{}x)d_r_—T+C

Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciacion y
en plenaria discute tus resultados.

1. f(sccx +cscx)? dx e fscc“m_vd_v

2: f (secix —cscix )t dx 8. f csch xdx

3. f(c5c25+ sec2dy df 9. llscchdx

4. f(scnl_r —cscix) dx 10. j.rzs&xzf"'dt

5. f(mslx + secix)? dx 11. fcscr‘ 6xdx

6. fcsc”‘ 3zdx 12. fscc54xdr
Verifica tus resultadocs en lacoccion dorospuostas. « » o s s = s s s 0 5 8 5 8 8 5 5 8 5 8 8 8 8 5 5 5 5 5 o

(=) <
200
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Integracién de productos de potencias de tangentes y secantes
o cofangentes y cosecantes

Caso VI

Integrales de la forma f tan" usec” udu o f cot" ucsc” udu, donde n es un niimero entero positivo par y m
€8 un nimero positivo‘impar. '

En este caso, la integral trigonométrica dada puede integrarse de forma inmediata mediante reducciones
trigonomeétricas sencillas.

EJEMPLOS .

|

— :# 3

g ]:( li-Encucntra f tan® 3x sec” 3x dr.
-

1 Solucién

La integral propuesta tiene la forma ftan‘“ u sec” u du, donde n = 2 y satisface la condicién del caso V.

Aplicando directamente la {6rmula 4 en dicha integral resulta:

tan®3x
15

flan‘Bxsccszdx: +C

2 ®e-Encuenira | cot’ 27 esc” 2z dz.
Solucién

La integral dada tiene la forma f col™ucsc" udu, donde m = 5 y n = 2 y ambos valores satisfacen la condi-
cidn del caso V1.

Aplicando directamente la [6rmula 4 en dicha integral resulta:

B colf2z
12

fcot-*l: cselzdz = +C

. 5
3 ®e Encuentra j tan’d sec20d0.
Solucién
La integral propuesta tiene la forma ftan"' u sec” u du, donde m = 3 y satisface la condicion del caso VI.
Al factorizar en el integrando tenemos:
J 3 3
[ 1an*0 sec0 do— [ 1an? 0 sec20 tan 0.0

Aplicando la identidad tan*f) = sec™? — 1 resulta:

5

. s :
l mnzﬁsec:?n?tanﬁdﬂ:f(seclﬂ—l}scciﬂlanﬂdﬂ
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Multiplicando se obtiene:

5 ] 5
f (sec? —1)sec2@tanfdf — f sec2@tanfdf — f sec20tan0d o

1 2

Al lactorizar la funcion secante en la integral 1 se tiene:

g 7
fseciﬂtﬂnﬂd.ﬂ:fsccﬁﬂsec-Qtaanﬂ

Aplicando directamente la [érmula 4 resulta:

9
L 2sectd

fscciﬂsccﬁtan-ﬂ'di?: +C

Al lactorizar la funcion seeante en la integral 2 se ticne:
S S
J sec2flanAdf = — ] sec2fsecH lanfdd

Aplicando directamente la formula 4 resulta:

23(:4:-5 f

3
—fscczasccmanad9=— s,

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

1 3
2sec2f  2secid

+C
5

f tan*@sec? Odf =

4 ®e-Encuentra ]col‘“m_rcscmxcir.
Solucién
La integral dada tiene la forma f col"ucsc” udu, donde m = 3 y satisface la condicion del caso V.

Al [actorizar en el integrando tenemos:
fr.:ol"’mr cscmxdx = f cot?mx csc mx cot mx dx
Aplicando la identidad cot® mx — csc” mx — 1 resulta:
fcolzmrcscmx colmxdx = f{cscl mx — 1) cscax col nx dx
Multiplicando se obtiene:

f (csc? mx — Descmxcolmydy = f csct mx colmy dx — f cscmxcol mixdx

r - B T
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Al factorizar la funcion cosecante en la integral | lenemos:

f csc mxcotmx dx = f cscl mx csc mx cot mx dx

Aplicando directamente la [6rmula 4 resulta:
i
csct mx
fcscz mxcscmxcolmxdy = —+C
im
Al resolver directamente la integral 2 por medio de la [6rmula 13 resulta:

CSCmx

+C

- ] cscmx col mx dx =
. m

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

CSCIMX  CSCHIX
+C

I col*mx cscmrdx = —

3m m
sen’t ﬂ'r

5 ee:Encuentra f
cos?

Solucién

Al factorizar en el denominador de la integral dada tenemos:
J sen’t dt f sen’t dt
cos* cos’t cos’t

'.’
: : ; sent 1
Aplicando las identidades = lan?t y —— = sec?t resulla:
cos’t cosf

+ sen’tdt

. = [ tan?t seclt dt
cosit cos’t

La integral resultante tiene la forma f tan" usec"udu, donde n = 2 y satisface la condicion del caso VI.

Aplicando directamente la {érmula 4 en dicha integral resulta:

3

2 ;
tdr lan-t
= —flan tsectdt=——+C
cos’t 3
x
& ®e:-Encuentra f—
sen*3xcos?3x
Seolucién
. . . 1
Aplicando las identidades ———— = cse*3x y ——— =sec?3x resulla:
sen?3x cosidx
. d .
J S J csc3xsec?Ixdx
sen*3xcos?3x

Al factorizar la funcion cosecante de la integral tenemos:

f csct3xsec? 3xdx = f (cse?3x) sec?3xdx

203
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Aplicando la identidad esc” 3x = 1 + cot’ 3x resulta:
[[cscHxF sec3xdx = f(] + cot?3x)2seci3x dy
Desarrollando el binomio al cuadrado se tiene:

f{l +cot?3x ) sec?3xdr = j'(l + 2cot?3x + cot* 3x)sec? 3x dx

Multiplicando se obtiene:

f(l + 2col?3x +cot*3x)sec?3xdx = f5c023xtix+ 2fc0123_r5c-:c23xdx+fcol43xsec13xdx

| 2 3

tan3x

Aplicando la férmula 10 en la integral 1 resulta: fscc23_rdr = +C

2
cos” 3x .

Aplicando las identidades cot?3x =
sen”3x cos- 3x

en la integral 2 se liene:

- s [ cos?3x 1 ]
2| cot-3xsec-3xdx=2 dx
J -] [s.cnllr ][cuszlr

[i-
Al simplificar resulta: EI ;3
sen” 3x

1
sen®3x

dx

sen?3x

Aplicando la identidad — csc” 3x resulta, 2 J —2 f csc? 3xdx.

Al resolver directamente la integral resultante por medio de la formula 11 resulta:

2cotdx

Efcsczlrzir:— +C
. L . cos? 3x g . .
Aplicando las identidades cot*3x = y sect 3x = en la integral 3 se liene:
sen”3x cos“3x
4
fc:ul“ﬂ_rsccz?ixdx = f[-:c:s ox ][#]dx
sen*3x N cos?3x
cos? 3xdx
Al simplifi Ita: —_—
simplificar resulta f on®

Al factorizar en el denominador de la integral resultante se tiene:

cos? 3xdx 052 3xdx
fL{]b X =f5€t.0'§

sen* 3x n?3xsen?3x
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. - cos? 3x R 5
Aplicando las identidades ———— = cot*3x y ———— = ¢sc? 3x resulta:
sen®3x sen-3x
»  cos? 3xdx ?
j e fC0l23I cse?3xdy
sen?3xsen?3x

La integral resultante tiene la forma f cot” ucsc"udu, donde n = 2 y satisface la condicién del caso VI.

Aplicando directamente la férmula 4 en dicha integral se tiene:

3
fcolz?-xcscz?rxdx o +C
Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se liene que:
dx tan3x 2cot3x cot*3x
2 f —_— = - 36
sen*3xcos? 3x 3 3 9

sec* xdx

7 ®e:Epcuentra j
tan®x

Solucién

Al factorizar en el numerador de la integral dada tenemos:

f sect xdx f seclysecirdx
tan'x tan®x

Aplicando la identidad sec® x = 1 + tan® x resulta:

f sec’xsec’xdy J (1+tan?x)sec’x dx
tan’x tan’x

Multiplicando se obtiene:

tan’x tan®x tan®x tan x

e —
2

(1 L 2. X dx Z_dl' -ianl_ 2 dx 2.'!1'
Jf -+ lan _I.)SCC X ZJ‘SCC X +j X5eC X =ftan 3.ISBC1X!?{1’+ [SDC Xax
1

Aplicando la férmula 4 en la integral 1 resulta:

1 collx

ftﬂn Yysecixdy =— — i +C
2lan-x 2
Al resolver directamente la integral 2 por medio de la [6rmula 5 se tiene:
seclxdx
f —=lIntanx+C
< tanx

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral se tiene que:

=SS +Intanx+C
tan® x 2

f sec*xdx col?x
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EJERCICIO 19

10.

11.

12.

13.

14.

15.

I I O I O I O I O I O O N O I B I O R A O R A O I

I. En equipo de dos personas, comprueben las siguientes integrales de productos de potencias de
tangentes y secantes o cotangentes y cosecantes (caso V).

tan"t'x  tan"Sx

a+l1 n+3

+€

f lan"xsec*x dx =

3

3 3
JEEE - g e

Jsecx

4 5 7
f lan ax m_=lanar+lan ax+C
COSEX Sa Ta
bty 3
J-cs-:: m=_°"””+c
lan bt 3b

X = + +C
colaz 3a a

4 3 -
f csCaz d- tan-az lanaz

coszdz cot’z
f sen®z 5
tan’t  tandt
flan4tscc4rdr= el 7Y a: +C
4 6
[ cotvcotndn se mé 9 c
5., 3
fcul-‘vcsc’vdv: B 0 YT
) T 5 3
flanﬂ secldf—2. [secd + C
3 3 9
sen2fdf  2tan?f  2tan?f
f T1 == 5 + 9 +C
cos2f
7 5
f{:ol"’xcscs_rdr = B OOl
T 5
lan*gx  lan®
ftaan_rsec‘ardr: s oo W 5
4a ba
32z 2z
flan322: sec2zdz = e ey FE +C
6 2
3sec?

fl.anﬂﬁsccj‘ﬁdﬂ':—S—scc}E-l-C
3 3 5 3
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4
Y SEC X colPmx  coltmx
. ; dx=— = +C
g 16 f [lanmr] 3m i
. *flanf ftan# In(secf + tan@
: 17. flanﬂase&ﬂda:m a8’ wetial Sleeitemd) oe
I 4 8 8
. Dy sec’2y
: 18. [ tan’2ysec’2ydy=252Y ¥C ¥, ¢
£ Jrtaysectaydy=== 6
. 2 4
p 19, f-::ol mxcscrtmydr =— GOETINE SOk S
8 2m 4m
5 9
. 3 z 3
20. flanimxscc"nudx: 2tan mx+ i jpjruC+C
Sm Om

Il. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciacion y
en plenaria discute tus resultados.

I f csctrdx
cot’x
dx
2. =
f cos*3xsen?3x
3 f costdt
. sent

4, f[an-”m'secaxdx
5. fcol-"’ﬂcsc:;ﬂdﬂ'
6. [ tan>2rsec2edt
7. fcol“B)‘csc"‘S_‘fc{v
8. f cot"xcscxdx

3 X X
9, f-::ot 3(:5:: 3dx

3
*coslxdx
1]
sen?x

10.

1 f sen*xdx

costx
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12. f col2fcsc0d0

f cot’x dx

1II'(JS(?J.'

14. f tan mux sectmx dx

13.

@ mE B R R E W E e E

15. f tan*@sec3ddf

16. fcolJE}‘cch}-‘dy
3

17. f colZazcsclazdz

18. f col*xcscixdx

19. fcol_r cscxdx

20. ftani_rsec‘xdx

21. f col’2xcsc?2xdx

O Verifica tus resultados en laseccion derespuestas. » s s s s s s m s w s s s v v v v v oo w0
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1. Encuentra cada una de las siguientes integrales indefinidas utilizando la integracion de pro-
ductos de potencias impares de senos y cosenos. Comprueba los resultados por diferenciacion.

a) J'cus_" zdz
b) fcos".uix

c) fscn” wdw

2. Encuentra cada una de las siguientes integrales indefinidas utilizando la integracion de pro-
ductos de potencias pares de senos y cosenos. Comprueba los resultados por diferenciacion.

a) fs,cnﬂ xdx

b) f cos® tdi

c) f sen® cos® mdm

209
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3. Encuentra cada una de las siguientes integrales y comprueba los resultados por diferenciacion.

5
csc” W

a) [ 4 dw
< cot™w

tant
b) f[@]‘ﬂ

* lan® x
drt
o) j Jsecx

4. Completa las siguientes identidades trigonométricas:

a) cosix=
by o~ = =senxcosx
¢) sen?f =
d) = 2senzcosz
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Evaluacién diagnéstica

1. Determina una funcién cuya primera derivada sea 4x’ — 2x — 1 ysea igual a 3 cuando x — 2.

|
2. Determina la r'ﬁx}-I-Zm{r.

3. Determina el drea limitada por la elipse 3x° + 2x = 15, el eje de las x y las ordenadas x = —2
yx—1

4. Empleando la formula de los trapecios, calcula el drea aproximada parala curva y=+/9x—1,
dividiendo desde x — 5 y x — 12 en catorce intervalos. Compara el resultado obtenido efec-
tuando la integracion directa.

5. Determina el drea de la superficie limitada por el circulo ¢ = a cos (1 y las rectas ! —= 30 y # — 45.

212
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Aplicaciones de célculo integral

Propésito de la unidad

Competencias disciplinares

Que el estudiante: 1. Construye e interpreta modelos deterministas mediante
» Conozca datos o las leyes necesarias para determinar la aplicacion de problemas algebraicos y geométricos
la constante de integracion. para la comprension y anilisis de situaciones reales o
= Conozca el leorema sobre la diferencial del drea bajo formales.
una curva y el tleorema sobre la integral definida. 2. Propone, formula, define y resuelve diferentes tipos
» Aplique los pasos para el cilculo de una integral de problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.
definida. 3. Propone explicaciones de los resultados obtenidos me-
» Identifique las [6rmulas para determinar el drea bajo diante procedimientos matematicos y los contrasta con
una curva con respecto a los ejes carlesianos. modelos establecidos con situaciones reales.
= Conozca la representacion geométrica de una inte- 4. Argumenta la solucion obtenida de un problema, con
eral. métodos numéricos, graficos y analiticos, mediante len-
= Aplique la férmula de los trapecios y la férmula de guaje verbal y matematico.
Simpson para la integracion aproximada. 5. Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un
= Apligue el leorema lundamental del calculo integral proceso social o natural para determinar o estimar su
para la obtencion de areas planas y volimenes. comportamiento.
8. Interpreta tablas, grificos, mapas, textos con simbolos
matematicos y cientificos.

Contenidos que aborda la unidad

Conlenidos

concepluales « Calculo de la integral definida

Contenidos y i

+ Cilculo del drea bajo una curva dada

+ Integracion aproximada (férmula de los trapecios y férmula de Simpson)

+ Obtencion de dreas planas por integracion, cuando la diferencial de drea es una funcion cartesiana
» Obtencion de dreas planas por integracion, cuando la diferencial de drea es una funcién polar

+ Obtencion de volimenes de solidos de revolucion por integracion

= Obtencion de voliimenes de seccion transversal

= Obtencion de centros de gravedad de superficies planas

= Cilculo de la presion ejercida por un fluido sobre superficies verticales

« Cilculo del trabajo realizado por una fuerza variable

» Cilculo de la constante de integracion

Determinard la constante de integracion por medio de condiciones iniciales o de su significado

‘ fisico.
procRg bt + Utilizara las formulas para el cilculo del drea bajo una curva.
» Aplicard las formulas para la integracion aproximada.
» Comprendera el significado del signo negativo delante de un drea.
» Resolverd problemas aplicando teorema fundamental del cilculo integral.
Contenidos » Colaborard con sus compaiieros al resolver problemas.
‘acltsdinales §  + Respeto al trabajar en clase.

» Aprenderd a valorar el trabajo de sus compaiieros al resolver problemas.
» Contribuira con ideas de manera critica y acciones responsables a la hora de trabajar en equipo.
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Cdleulo de la constante de integracién

Determinacién de la constante de integracién por medio de condiciones iniciales

Para determinar el valor de la constante de integracion ¢, se toman en cuenta los siguientes datos basicos:

a) Derivada de la funcidn. (DF)
b} Valor de la variable. (VV)
¢) Valor correspondiente de la funcion.  (VCFEF)

E“OJ'EMPLOS s
_E: Y’ 4'-Dclcrmina una funcién cuya primera derivada sea 3x° — 4x + | y sea igual a—9 cuando x — —1.
i Solucién
DF \'A"% VCF
Como datos tenemos: gxl =3x?—4x+1 H== y=-—9

Al integrar se liene: fdjr‘ =f(3xz —4x+ dx
y=x—2xtx4C
Al sustituir en la expresion resultante, el valor de la variable y el valor correspondiente de la funcidn, se tiene:

y=x-2x+C
=2 D+ C -, La funcién buscadaes y = ¥’ — 2" + x—5.
O =-1-2-1+ C, de donde, C = -5.

‘ v ; a : T
2 ®e:Determina una funcién cuya primera derivada sea cos x + sen x y sea igual a 2 cuando x = N

-
Solucién

DF \AY VCF

dy
Como datos lenemos: a =COosX +senx =

o | =
Il

[=]
-
Il
]

Al integrar se liene: fdj.-‘:f(cc-sx+ senx)dx

y=senx —cosx +C

Al sustituir en la expresion resullante, el valor de la variable y el valor correspondiente de la funcién, se tiene:

v=senx—cosx + C

2 = sen 90" —cos 90” + C .. Lafunciéon buscadaes y —senx—cosx + 1.
2=1-0+ C, de donde, C = 1.

214

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 6/10



14/2/2017

Bibliotechnia -

3 ®e-Encuentra una funcién cuya primera derivada sea

Seolucién
DF Vv
Como dalos lenemos: E—E =— l X=d
dx  x*4+a’
; ’ oo P R
Alintegrar se tiene: | dy= I P

1 X
y=-—arclan>=+C
a a

liene:

= larc‘mni—i-(f'

a a
ﬁzlﬂmlanﬂ+ff

2a a a

T _T ¢, dedonde, C=—~
2a 4a 4a

4 ®s:Determina una funcidn cuya primera derivada sea 3fe

Solucién
DF A"AY
Como datos tenemos: ? — 32t t=0
I
Al integrar se liene: ]lﬂ's = 1'3“,2;1 dt
22
5= * +C

liene:
22
.9:38 +C
202
e g
4=§+C,dCdGHdC~C=E.
4 4
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2

; T
—5 5 yseaiguala — cuando x —a.
X +a 2a

Al sustituir en la expresion resultante, el valor de la variable y el valor correspondiente de la funcidn se

T

i

| X
—arctan—+
a a

La funcién buscada es v

2 -
2% y sea igual a 4 cuando 1 = 0.

Al sustituir en la expresion resultante, el valor de la variable y el valor correspondiente de la funcién se

21

13

La funcion buscada es 5 = + E

710
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Solucion
Al integrar dy = (4x + 2) dx se liene: fdy: I'{4x+ 2)dx

y=224+2x+C

Lliene:
y=2x24+2x+C

17=22 +2()+C
17=8+4+C, dedonde. C =5.

Ahora se necesita conocer el valor de v cuando x = 5, lo que resulta:

y=2x242x+C
y=2(52+2(5)+5
y=30+10+3
y==65

Cuando x = 5, el valor de y es 65.

5 @e:Setiene dy — (4x + 2) dx, y = 17 cuando x = 2. Determina el valor de y cuando x — 5.

Al sustituir en la expresion resultante. el valor de la variable y el valor correspondiente de la funcidn se

Determinacién de la constante de integracién por medio
de su significado geométrico

Para determinar la constante de integracién a partir del significado geométrico, se toma en cuenta la re-

lacion del cdlculo integral y diferencial con la geometria analitica.

EéEMPI.OS -
o l_{i‘-' W.-Dclcrmina la ecuacion de la curva cuya tangente en cada punto de la pendiente es 3x y que pasa por el punto
-Eiﬁ A2.3).
[
Solucién

dy :
o 5x al integrar, resulta: fdv = ff-x dx
o
y= +C
i 2
Dado que la curva pasa por el punto A(2.3), se liene que:
2
y= s +C
2 2
5(2)2 .. Laecuacion de lacurvaes y=
A una pardbola.

3=10+C. dedonde, C=—17.

216

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

2 : dy : g G
Dado que la pendiente de la tangente a una curva en un punto cualquiera es d_ se tliene, por hipdtesis que
(x

— 7. que representa a

8/10



14/2/2017

Bibliotechnia -

UNIDAD 4

Aplicaciones de calculo integral

2 ®s:Determina la ecuacion de la familia de curvas tales que la pendiente de la tangente en un punto cualquiera
tiene el valor de 3.

Solucién

Dado que la pendiente de la tangente a una curva en un punto cualquicra es a se tiene, por hipdtesis que:

dy . ;

B A | 1 - . §:—

RIS lo que al integrar, resulta: j dy _j 3dx
y=3x+4C

La ecuacién de una recta queda determinada completamente si se co-
nocen dos condiciones independientes. Por ejemplo. dos de sus puntos o ¥
uno de sus puntos y su direccion. \\1r =3x+C
Una recta que cumple sélo una condicién no es una recta tnica, por lo / /
que existe una infinidad de rectas que satisfacen dicha condicidn y éstas /
ticnen una propiedad comiin. . ' /
La totalidad de las rectas que cumplen con una tinica condicién geome- “ /
trica, se denominan familias de lineas rectas o haz de rectas. x

Al tomar C un valor particular, se obliene la ecuacidn de cualquiera de
las rectas que forman la familia.

Si se da diferentes valores a C, por ejemplo 4, 0y —2, entonces se licnen
las siguientes ecuaciones:

y=3x+4 y=13x y=3x-12

Cuyos lugares geomélricos representan a una familia o haz de rectas, como se muestra en la figura de
la derecha.

En la ecuacion y = 3x + C, la constante de integracion representa al segmento que la recta determina
sobre el eje y.

.. Laccuacion v — 3x + C representa la totalidad de rectas que forman una familia o haz de rectas
paralelas y que lienen la propiedad comiin de que su pendiente es 3.

3 ee-La ecuacion diferencial que determina cierla curva es y" = x. Encuentra la ecuacion y = f(x) de la curva si

se sabe que pasa por el punto A(3. 0) y tiene en ese punto la pendiente igual a %

Solucién
Se encuentra la primera derivada de la expresion: y'=x
dy
| d[ﬁ]: [ xax
dyv x?
—_ =t C
de 2

217
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7
Dado que la curva pasa por ¢l punto A(3.0) y en ese punto tiene una pendiente igual a 5 resulta:

dy x?
dy’ 2
2
L V¥ 5
22
-I=2+C. dedonde, C =—1.
2 2
; i3 x? X
Se integra la expresion dy = [E = ]]d‘x, lo que resulta: fﬂ'_‘-’ = f[? = Il-fii'
%
¥y 6 2]
Dado que en la curva pasa por el punto A(3,0), se tiene:
3
&
r——— x4+ &
y 6 X
{]:ﬂ—GH-C .. Laecuacion buscada es y=%—x—% 0

6y=x—6x—9.
0=-26—?—3+C,dedondc~£'=—%.

Determinacién de la constante de integracién por medio de su significado fisico

Para determinar la constante de integracion a partir del significado fisico. se toman en cuenta las leyes
que rigen el movimiento rectilineo.

EJEMPLOS
_g{ 7 "é.'-Dada la relacion v = a + bt entre la velocidad y el tiempo. Encuentra la relacion entre la distancia (s5) y el
S .\ tiempo (f), sis = 2 cuando t = 1.

Solucién

Dado que la derivada del espacio con respecto al tiempo es la velocidad en un instante cualquiera, es decir,

) L. i ;
V= i . Al sustituir en la relacion dada. se tiene: v=a+ bt
ds
—=a-+ bt
dt
218
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Al integrar, resulta: I ds = I(a + bt ) dt
2

s=at+ —E-)—!— +C
2

Al sustituir en la expresion resultante el valor de la variable y el valor correspondiente de la funcidn,

resulta:
2
5=ar+£+C‘
2
2
2=a(l]+i;]—+c
2:a+§-l—[7._dcd0ndc‘_ C:Z—a—%.
- N : bt b
La relacién entre la distancia y ¢l liempo es: s=at+ N + 2= )
I b
s=at—a+ 7 —E—i—C

s=-:1(1‘—]}+—g-{r2 —-D+2

2 ®e:La aceleracidn de cierto cuerpo en movimiento estd expresada por « = 4 — £ Encuentra la relacidn entre la
velocidad y el tiempo, si v = 2 cuando f = 3.
Solucién
Dado que la aceleracion se define como la rapidez de variacion de la velocidad con respecto al tiempo, es

: dv g : ;
decir, v = F Al sustituir en la relacion dada. se tiene:

a=4—-12
ﬁ=4_,:
di

Al integrar, resulta: fdv = f[-‘-l —13)dt
q

r.
v=4t——+4C
5
Al suslituir en la expresion resultante el valor de la variable y el valor correspondiente de la funcién
resulla:
13
v=4t——+C
3
3y . : : r
2=4(3)— = +C .. Larelacion entre la velocidad y el tiempo es v = 41— vl 1.

| 2=12—-9+40C, dedonde, C =—1.

219
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3 ®e:-Laaceleracion de cierto cuerpo en movimiento estd expresada por v — —32. Encuentra la relacién entre la
distancia y el tiempo, si s = 0, y v = 20 cuando t = (.

Solucién
dv
Dado que o= F:‘ al sustituir en la relacion dada se ticne: a=—32
?: —32
t
Al integrar, resulta: fd==f—32dr
v==32+C
Al sustituir en la expresion resultante f = 0 y v = 20, se tiene:
v=—32t+C
20=-32(0)+C .. Larelacién entre la velocidad y el tiempo es v = —32r + 20.
20 =—-0+4+C, dedonde, C = 20.
Como v = % al sustituir en la relacién anterior, se tiene: v=—32r+20
a5 —32¢4-20
dt

Integrando, resulta: fﬂ‘s = f{—32f+ 200 dt
s=—1612+20t+C
Al suslituir en la expresion resultante f = 0 y 5 = 0, se liene:
§=—16124+20t4C
0=—16(0)2 +2000)+C . La relacién entre la velocidad y el tiempo es s — — 167 + 20t
0=-0+0+C, dedonde, C=0.

4 ®e-;Con qué velocidad chocard una piedra en el suelo si se deja caer desde lo alto de una torre de 104 metros
de altura?

Solucién

- y . dv .
Dado que la aceleracidn estd definida como = T al integrar, resulta:
1

dv
E_a
fdv:fadl
v=at+C

Si la velocidad inicial (v,) es v = v, cuando t = 0, enlonces se liene:
v=at+C
v, =a(0)+C .. Laecuacion resultante es v = et +v,. (1)

Vg =0+C, dedonde, C=v,.

220
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ds : 2 ;i .
Como v = o sustituyendo en la ecuacién anterior se liene: v=at+v,
ds
—=o+v,
dt

Al integrar, resulta: f ds = f (af + vy )dt

at’
5= —2— b 1-‘uf +C

Si la distancia inicial (s,) es 5 = 5, cuando ¢ = 0, entonces se liene:

aef?
S=T+¥'OI+C

2 9
5y = alll +v,(0)+C .. La ecuacion resultante es s = ctzr + vl + 55 (2)

5, =0+0+C, dedonde, C =35,

Al sustituir en 1 y 2 los valores v = g, v, = (0, 5, = 0 y s = A, se obticnen las leyes del movimiento de
un cuerpo que cae en ¢l vacio partiendo del reposo, es decir:

-

m;
v=at+v, (1) J=T+vﬂr+sn (2)
i
v=gt+0 h=g2 +(0)+0 —Sea g la gravedad y h la altura.
kA 5

Despejando de (1) a ¢, resulta: v=gi

vV

g
Al sustituir en (2) se ticne: h= —Iz-gtz
452
A 2%g7) 2 g
Despejando con respecto a v, resulta: h= %g
2eh=v?

v=2gh (3)

Al sustituir los datos del problema dado. en (3) resulta:

v=1/2gh = /2(9.8 m/s?)(104 m)
=13 .. Lavelocidad con que la piedra chocard contra
v=420384 m?/s el suelo es de 45.149 m/s.

v=45.149 m/s

221
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5 ®@e:Un tren parte de una estacion de ferrocarril. Si su aceleracion es de 0.006t + 0.15 m/s’, ; qué distancia re-
correrd en 20 segundos?

Solucién

o dv ..
Al sustituir e = a_—; en la expresion o — 0.006f + 0.15, resulta:

ﬁ=*§.‘t.'0(]'61‘ +0.15
dt

Al integrar, tenemos: f dv= f (0.006¢ +0.15)dt
v=0.0032 4+0.15t+C

Si la velocidad inicial (v,) es v = v cuando r = 0, enlonces se liene:

v=0.003240.15t+C
Vy = 0.003(002 +0.15(0)+C .. La ecuacion resultante es
v, =0+0+C, dedonde, C=v,. v—{'}.ﬂﬁ3r2+0.15r-|—vu_

. ds L. i .
Al sustituir v= F en la ecuacion anterior se liene:
L

B 0,003 +0.15¢ + v,
dt

Al integrar resulta que: f&‘-!' = f([}_-;]()g,;z +0.151 + v, )dr

0.15¢2

5=0.0018 + T +vt+C

Si la distancia inicial (s,) es § = 5, cuando = 0, se tiene:

, . 0.15¢
§=0.001t" + +vt+C .
La ecuacién resultante es
0.15(0)2 2
55 = 0.001(0)* + 2 +9(0)+C 5=0.001 + G g o % 2 T

Sy = 0+0+0+C, dedonde, C = 5
Al sustituir en la ecuacidn anterior, los valores de v, =0, 5,=0y t = 20 s, se ticne que:

0.1512

3
5s=0.001+ + +vt+s,

La distancia que recorre el tren a los

2
0.15¢ + vyt +35, 20 segundos de su partida es 38 metros.

s =0.001(20)* +

s=8+30+0+0=38m

222
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& ee:Un proyectil se dispara contra una pared vertical situada a una distancia de 147 metros. La velocidad inicial
es de 49 m/s y # = 45° el dngulo de tiro. Despreciando la resistencia del aire, determina la altura del impacto
del proyectil en la pared.

Solucién

Considerando el plano xy como el plano del movimiento, el eje x como horizontal y y como vertical y supo-
nemos que el proyectil parte del origen O, como se muestra en la figura.
En este caso solo la fuerza de la gravedad influye en el proyectil. es decir. la aceleracion es cero en el
sentido horizontal y —g en el sentido vertical.
dv dv

X

8: :G B: "I=—
dt y at %

Al integrar. se tiene:

[av,=[oar y [av,= [—gar
v =0

W, x I v}' = _gf ik CI
o
Vo = SChy,
7 =45° Si la componente horizontal de la velocidad inicial es
X x = v, cos f y la componente vertical de la velocidad
e — inicial es y = v, sen fl.

¥y = COs

Como C, = vycos8 y C, = v senf, entonces,

v, =v,cos8y v, =—8f+ vsenf
dx dy L . . .
Dado que v. = — y v, = —, al sustituir respectivamente en las ecuaciones anteriores resulla:
*odtT Y dt
v, = vcosf v, =—gt+vysen A
dx )
— =1 cosf dy =—gt+v,send
dt dt

Al integrar, se obtiene: rdx = J : v,cosfdr f dy = f (—gt+v,sen@)dt

rrl
x=vycosf-1+C _v:—g’

+ lfﬂscnﬁ- t+C

Sit=0,y y=0, lenemos que:

2
x=vycosf-1+4+C y= —q—;+vﬂscn-9-r+-(_"
v,
0= 1'ﬁc059{0)+C 0= —%—i—vumn g +C
— De donde: C=0 C=0

223
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Por tanto, las ecuaciones resuliantes son:

x=vycosf-t (1) _\.‘=—%gt2+vucosﬂ~r (2)

Despejando de (1) f resulta: ~ x = v cosf-r

x

f ===
v, cosd

Al sistituir en (2) se tiene:

|
)‘=—Egr+vﬂcnsﬂ-r

| 2
y=—= + v, cos 8
- Zg[vn cos 9] v [vucos 9]

1 x2 v, sen @ ax’ _
y=——g|— £ y=——=" 4 x@anf (3)
. 2 g[vﬁ cos? 9] v, cos @ | 2v] cos? 0 (

La ecuacién resultante representa a una pardbola y es la ecuacién de la trayectoria del proyectil.
Al sustituir los datos originales en (3) resulta:

2
ax
)= ——————+xtanf
> 2v} cos? # e
__(9.8)147)
© 2(49)%cos?45°
o {9.8){2]609.) (147D I a]lu‘ra del impacto del proyectil
2(2401)(0.5) en la pared es de 58.8 metros.

+ (147)tan 45°

yeo BIUGER p yg _smmmy 1ty

2401
¥ = 58.8 metros.

EJERCICIO 20
I. Las siguientes expresiones se han obtenido al derivar ciertas funciones. En grupo y con asesoria de su
profesor, en cada caso, encuentren la funcién para los valores dados de la vanable y de la funcidn.

E

mﬂwﬁ DF LAY VCF Solucion
i Y, 3 x=2 y=9 y=2 3c413
. dx 2
S 2. H_32 945 x=1 y=12 y=x-xX+5x+1
3. j—:=}13—4_\; y=2 ) x:%—Q}?2+4
224
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3
ds 1 212 28
4 ——ft+— t=4 g=0 s=2 420t -2
dt Jt 3 3
dy 5 T
5. — =colx—cscx X =— y=13 y=In(senx) + colx+ 3
dx 2 ’
6. 2 —sec?x+tanx ¥ = 0° y=3>5 v=tanx — In(cosx} + 5
dy 72 573
1. —==3+z—52 =56 j=—20 =304 +3z4+———
T Y Y 2 3
ds 1 |
8 E ;_ﬁ =1 5=0 .!’—lﬂ(Zf—rz)
5 4 2
0. D_3_py =2 y=0 }.-=x__b2[_x +4]_4
dx ) 4 2
d Syt
10. ZE=5y+2y+4 y=2 2= 10 e=" P Ay
v

B R ® B E B R R W EE SRR S SRR WSS E S SR E RS EFFE SRS S EE S SRR W SRR S SR E SRR R E R E R SR EE R E R RS R E SRR S E SRR SRR SRR e RN

dy
. —=x
dx
T
, Ay _ X
de y
_@:312
dx
d1
Bl o
dx y
: dy  bx
U ode aly
6, b_ bx
dx ay
7 ﬁzl—i-r
dr 11—y
g . &
dx
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Il. Encuentra la ecuacion de |a familia de curvas tales que la pendiente de la tangente en un punto
cualquiera tenga el valor que se indica.

2
y= % + C (parabolas)

e o

:2— i + C (pardbolas semiciibicas)
y = x' + C (paribolas ciibicas)

¥ — x* = C (hipérbolas equildteras)
a’y’ — b’x* = C (hipérbolas)

a'y’ + b'x* = C (elipses)

x* + ¥ +2x — 2y = C (circunferencias)

g 2 _'.'2 = C (circunferencias)
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lll. En cada uno de los siguientes problemas, determina la ecuacion de la curva cuya pendiente en un
punto cualquiera es la funcion dada de las coordenadas y pasa por el punto particular indicado.

1. %=X:A[].]} 2y=x"+1

2. %z—.r_v: A©.2) -

3. %=::’;; B(0,0) 24y —2he—2ky=0
4. 2 Xopan tlny=—1+x

5. %=ﬁ; c@. 42—y =15

6. %=2}-}‘; CG.1 Iny=x"—9

7. %: wx: A1) 3iny = 2(x+/x —8)

8. %;;—:; B(0.1) O+DP=ExE+17+3

. En equipo de dos personas, resuelvan los siguientes problemas.

]
1. Sedandy= cos 2xdx, y =6 cuando x= % Encuentra el valor de y cuando x = TTT

2. Sedan ds =11+ 4tdt, s — 0 cuando ¢t — 0. Encuentra el valor de s cuando r — 2.
3. Sedan dy= xv100 — x* dx, y = 0 cuando x = 0. Encuentra el valor de y cuando x = 8.

4. Sedandy = (1+ 2x)dx, y = 7 cuando x — . Encuentra el valor de y cuando x = 3.

=

2
5. Sedan dA=2pxdx, A =% cuando x=<-. Encuentra el valor de A cuando x = 2p.

3

. 12 : - .
6. En cada punto de cierta curva y" = —- Determina la ecuacion de la curva si se sabe que pasa por
i ¥

el punto B(1.0) y que en ese punto es tangente a la recta 6x + vy — 6.

7. En cada punto de cierta curva y" = i La curva pasa por el punto A(1,0) con inclinacién de 135°.

x
Determina su ecuacion.

; 3 ; % ;
8. En cada punto de cierta curva y" = . Determina la ecuacién de la curva si se sabe que pasa
P \f— que p
x+

por el punto C(1,1) y que en dicho punto tiene una inclinacién de 45°.

¥

; i > ; ¥ X
9. Determina la ecuacion de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es E = —— y pasa por
: 5

el punto A(3.4).

B8 s § W BB ® W RS W SR B WSS S B W SRS E S S WS EE S S S WSS B WSS S B WSS S WSS E SRR W WS WS WS WSS SR SN WSS W SRS WSS SRS EE e E N
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Escribe los nimeros .

cormespondientes

Gmpehm 2

genéricas

Compstenci 3.

:ﬁmi;ﬁiﬂrﬁm
: 4,
5.
: 6.
: 1,
: 8.
i g,
. 10.

10,

11.

12.

Aplicociones de calculo integral

: - . . d
Determina la ecuacidn de la curva cuya pendiente en un punlo cualquicra es L 1. Y que pasa
por el punto C(1.4). dx

: i, : g dy xy
Determina la ecuacién de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es E‘ e I y que

pasa por ¢l punto B(1,2). x4

Determina la ecuacion de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es g — xcos’y y que
pasa por el punto A[ﬁi.?—i].

: : ; : dy 24 x
Determina la ecuacion de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es a" = gt y que

pasa por el punto E(2.,6). 3+y

. . . . dy
Determina la ecuacion de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es E = xﬁ y que pasa
por el punto D(1,9).
5
Determina la ecuacién de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es dy == 4 ¥ que pasa
por el punto A(1.4). dx X

V. Resuelve los siguientes problemas, aplicando el significado fisico de la constante de integracion
y en plenaria discute tus resultados.

” | - .
Dada la relacion v = 1> +—. Encuentra la relacion s y 1, si s — 8 cuando 1 — 4.
l';

Dada la relacién v =/t —1. Encuentra la relacion s y £, si § = 4 cuando 1 = 2.

. . 1 . .
La aceleracion estd expresada por o = — — 1. Encuentra la relacién entre v y £, si v = 4 cuando 1 = 6.
!_

La aceleracidn estd expresada por o = 3t/ Encuentra la relacién entre v yI.siv=6cuandof=29.

La aceleracion estd expresada por ex — —16 cos 21. Encuentra la relacionentre s y £.sis = 1 yv =30
cuando r = L.

La aceleracién expresada por e« — 4 — 1. Encuentra la relacién entre s y 1, si § = 2 y v = 40 cuando
=2.

;Con qué velocidad chocard una piedra en el suelo si se deja caer desde lo alto de un edificio de 40
metros de altura?

Una piedra se dejo caer desde un globo que ascendia con una velocidad de 5 m/s. La piedra llego
al suelo en 8 s. ;Qué altura tlenia el globo cuando se dejé caer la piedra?

Una pelota se lanza del suclo hacia arriba. En un segundo llega hasta una altura de 25 metros. ; Cuil
serd la mdxima altura alcanzada?

Un cuerpo que se desliza hacia abajo sobre cierto plano inclinado esti sujeto a una aceleracion de
9 - - - - - - .

1.2 m/s". Si se pone en movimiento hacia arriba en el mismo plano con una velocidad de 1.8 m/s.

Determina:

a) Ladistancia a la que llegari en f segundos.

b) Ladistancia a la que llegari anles de deslizarse hacia atrds.

227
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11. Enun cuarto a 20° de temperatura se observa que un liquido tiene una temperatura de 70°, después
de 5 minutos, es de 60°. Se supone que la rapidez de enfriamiento es proporcional a la diferencia
entre las temperaturas del liguido y del cuarto, determina la temperatura del liquido 30 minutos
despucs de la primera observacion.

12, Un cuerpo se lanza desde lo alto de una torre con un dngulo de 45 por arriba del plano horizontal;
cae al suelo en 3 segundos en un punto cuya distancia horizontal del pie de la torre es igual a la
altura de ésta. Determina la altura de la torre.

R e e R W e R B W e EE e

13.  Un mévil parte del origen de coordenadas y despucés de ¢ segundos la componente x de su velocidad
. es £ — 4y la componente y es 4t. Determina:

a) la posicion del movil después de ¢ segundos.
b) la distancia recorrida en la trayectoria.
¢) laecuacion de la trayectoria.

14.  Un proyectil se dispara contra una pared vertical situada a una distancia de 380 metros. La velocidad
inicial es de 95 m/s.

a) Sia =45° determina la altura del impacto del proyectil en la pared.

b) Determina «v de manera que el impacto del proyectil sea en la base de la pared.

¢) Determina «x de manera que el proyectil llegue a la pared a la altura de 47.5 metros.
d) Determina ¢ para la mdxima altura del impacto en la pared y calcula esa altura.

15.  Una particula se mueve en el plano xy de manera que los componentes de la velocidad paralelos al eje
de las x y al eje de las y son. k  y k, respectivamente. Demuestra que la trayectoria es una hipérbola
equildtera.

OVﬂriﬁcah.l:m;ultado:onlamn:iéndam;pum----.---.............+......... i

Cdleulo de la integral definida

Diferencial del drea bajo una curva

Considerando la luncion ¢ (x) y sea y = ¢ (x) la ecuacion de la curva AB.

¥
I J
H
3
F i
/J ’
=1 ¥
A
[y G =
oEna A B A |6
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Con base en la figura de la pagina 228, sea CD la ordenada fija, EF la ordenada variable y A la medida del
drea CEFD. Cuando x toma un incremento pequeiio Ax, A loma un incremento AA(= EGJF).

Al completar los rectingulos EGHF y EGJI, se observa que:

drea EGHF < area EGJF < area EGJI, es decir, EF(Ax) < AA < GJ{Ax). Al dividir entre Ax, se tiene:

AA
EF<— <Gl
X

Si Ax — 0, entonces, puesto que EF queda fija y GJ tiende hacia EF como limite (dado que y es una
funcién continua de x), se tiene que:

dA
— = y(=EF)
.
Empleando diferenciales. se liene:
dA = ydx

Teorema sobre la diferencial del drea bajo una curva

La diferencial del area limitada por una curva cualquiera, el eje de las x, una ordenada fija y una ordenada
variable es igual al producto de la ordenada variable por la diferencial de la abscisa correspondiente.

La integral definida

Del teorema anterior se deduce que si la curva AB es el lugar geométrico de y — ¢ (x), entonces dA — y dx;
es decir, dA = ¢ (x) dx. donde dA es la diferencial del drea entre la curva, el eje de las x y dos ordenadas.

Al integrar, se tiene: JdA — J'¢(1)dx
A= f(x)+C

Para determinar el valor de la constante de integracién C, se observa que A — 0 cuando x — a. Al
sustituir estos valores en la integral obtenida, se tiene:

A= f(x)+C
0= f(a)+C. dedonde, C=—f(a).

L

A o
-
€
GRS, s s B crnmmaa :
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Por tanto, se tiene que:
A = f(x)—f(a)

De acuerdo con la ligura de la pagina 229, se tliene que el drea CKLD cuando x = b es drea

CKLD — f(b) — f(a).

Teorema sobre la integral definida
La diferencia de los valores de Jr_\‘dx parax = ay x = b dael drea limitada por la curva cuya ordenada es
v, el eje de las x y las ordenadas que corresponden ax — a y x = b. Simbélicamente se tiene:
h
f vdx que se lee: la integral desde a hasta b de y dx.
La operacion anterior se denomina integracion entre limites, donde a es el limite inferior y b es el
limite superior.

h
Por tanto, la expresién f vdx se llama integral definida.

Céleulo de una integral definida
Pasos para su solucién:

l. Integrar la expresion diferencial dada.
2. Reemplazar la variable en esta integral indefinida, primero por el limite superior, después por el inferior
y restar el segundo resultado del primero, es decir:

[ vds =[£G+ CL = [+ C)- [f@+C] = fb) -~ f(@

No es necesario lomar en cuenta la constante de integracion puesto que siempre desaparece en la
sustraccion.

EJEMPLOS .

O gy

_.f- J\' S

E"’f L-Dctcrmina Ia f .

. D/ 2

[Ty

Solucion

Al integrar la expresion diferencial dada por medio de la férmula 4. se obtiene:

45

":x-‘ dx = ;

Al sustituir la variable por los limites resulta:

3 4 4
O G 65 16 o
,_ 4 4 4 4

xt

4

5
ﬁ By =152.25

230
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. e
2 ®e:Determina IafI -—JE.
X

Solucién

Al integrar la expresion diferencial dada por medio de la férmula 5, se tiene:

edx i
f| 5 = [I"I]l
Al sustituir la variable por los limites resulta:
[Inx]f =Ine—Inl=1-0=1

EEZI

JIox
3 B i fr rdx
[ LE clermina la 0 m-

Solucién

Al integrar la expresion diferencial dada por medio de la férmula 20, se tiene:

J'f rdx J'f dx I xl
——  —r| ———=|rarcsen—
D yrt—x? Drt—x? rh

Al sustituir la variable por los limites resulta:

LI r(90%) —4{0”%) = il
0 r r 2

X
rarcsen—
r

ri

) J"f rdx  rmw
G 1. B e S

4 ®e-Determina la f_fcosﬂdﬂ.
' 0

Solucién

Al integrar la expresion diferencial dada por medio de la fdrmula 9, se tiene:

F i Tondiis
j“ cosﬂdﬂ_is«en B]u

Al sustituir la variable por los limites resulta:

w

[senB]; = sc:ng —sen(=1-0=1

Fcnsﬂdaa:I
i)

231
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5 ®e:Determina la flscﬁﬁﬂ‘ﬁ'.
0

Solucién

Al factorizar el integrando, se liene: j:] 4 sec0dl — [[ ]I sec’fsec’fdo.
Al aplicar la identidad trigonométrica sec’ ! = 1 + tan” @ resulta:

f 4 soc?Psec?fdl — f 4 sec?0(1 + tan0)do
0o ]

Al multiplicar se liene:

fscc“u du, en donde n = 4 y satisface la condicion del caso V (integracion de

fzscclﬂ'ﬂ—l-{anzﬂldﬂz fisoczﬂdé‘+f1lanzﬂseczﬂd9.
D 0 0

i 2
Aplicando en 1 y 2, las férmulas 10 y 14 respectivamente resulta:
L‘]‘T sec* 0df = [limﬂ + i j
Al sustituir la variable por los limites, resulta:
tan0 s T lan-‘??: tan®0
llzmﬂ—i— L = tanZ+T —[lan{}-i-

=[1+l]—m+m=“-
3 3

LISEC4QJQ =

ol |

——

Cambio de limites correspondiente a un cambio de variable

Cuando se integra por sustitucion de una variable (método de integracion por racionalizacion) a veces es
algo laborioso volver a transformar ¢l resultado en funcién de la primera variable. Sin embargo, cuando
se integra entre limiles se puede evitar el procedimiento de regresar a la primera variable, cambiando los

limites de tal manera que correspondan a la nueva variable.

232
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EJEMPLOS

i :
. . 15 £3 i
8 1[., e-Determina la xtdx
LI 0 £
.. 4
Solucién I+x
I 3
Como n = 4, sea x = 7% entonces x2 = z2,x4 =77, dx = 47" dz. Para cambiar los limites, se observa que

cuandox =0,z =0yx=16,z=12.

. 16 x2dx 270(477%dz) 2 Pdz
Por lo anterior, tenemos: f = f T TR 4f e
0 3 0 1473 0147
14 x4 N
Al dividir, se tiene: |4 23)2° % %
g ; & 2 Z
=& T =2 — 3
—zg 14z 13%

Ahora. se tiene que:

2 zidz o, 7P B 2 22dz
4ju |+z3_4-’:1 [ —I+33]dz—4j; 2dz—4 [
] S A

En las integrales 1 y 2. se aplican las férmulas 4 y 5 respectivamente lo que resulta:

2 ’lff):.
i taaf

Al sustituir la variable por los limites, se liene:

2
42 ilnn +z-*:-]
3 o

e AL N T
3—;[n(1+ )] T__[ n[1+(2)] —_EI n[1+4(0)]

[E_il q] {ﬂ—%ln]]m?.ﬂ?ﬂ

f”’ "‘dx —7.7370
(1]

1+Jc-I
2 ®e:Determina la Nw_
1 2
(x—2)343
Solucién
2
Comon =3, seax—2 — 7% enlonces (x—2)3 = y dx = 37° dz. Para cambiar los limites, se observa que
_ | cuandox=3,z=1yx=29,z=3.
233
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2

i S2( 31 -4
Por lo anterior, tenemos: ? (x—2)dx = f3 2(3z%dz) = 3"‘3 zidz
I

’ 2 -2
’ (x—2)3 43 G HZEAD
z2—3 X
Al dividir, se tiene: 22 +3)z* PR S e B 9
gt 32 z2 43 z2+3
—3z2
+azt 49
9

Ahora, se liene que:

3 n-idr. 3 Q 3 3
3‘]; %05 3-[1 [z 3+Z2+3]dz=3fl zzﬁ'z—‘ifl dz
i 3

3

3 3 K 2
3f| zzdz—'l}fl dz+2'?£ %=[z]—93+%amm%
. 4 e e

Al sustituir la variable por los limites, resulta:

En las integrales 1, 2 y 3 se aplican las [6rmulas 4, 1 y 18 respectivamente lo que resulla:

27 z T [ 27 l [ 27 I]
23 —9z+ —arctan—| =|{(3)—-93)+— arctan——|—|(1)? —9(1) + —=arctan —
l SR -.ﬁ[ B NE] J3
27 z T 27 27(=
2} —9z+ —=arcl L[:[z? 27 +— [ —1—9+—=|—
l B || FEE BAle
9 9 9 3.3
=—=7—14+9— = 8+—r
B PN
=16.16209714
2
29 (x—2)
D6 16209714
| Y x-23 43
EJERCICIO 21
: I. Comprueba las siguientes integrales definidas.
Escribe los niimeros
comespondientes 4 a gy T
1. zldz— 3 S
Compelencias fi = La1+v2 4a
genéricas
- T a 4
Gwpmss | 2. [ senydy—2 4 [C@x—xde=
234
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N =
_ 1
[ gz =01 15. [ 2eos'dsenddo=—
U ex e
6. [, =03167 6. [“inxar—1
11 m
E f 21+ 3dt = 32.6666 17. f 24+ 2cosxdx=4
3 0
* 18
fHJ 40 (5493 18. | —5=03167
- sen2d £
U dx
Iz 19. =0.7320
9. f wen o= fu 3—2x
] 2
2 dx
g ; 08813
10. [ @2 —rdi=— 2. [, e A
4 dy 3 Xxddx
i 21. —=0.6931
]I. J‘I ﬁ - f::_ I+.{2
I odr 1
2 P 23 LT
12 ——I 5680 ¥ 5 2
Y f-4+: 4
[(Va—z) =% 23, f:{: & 15
0 = 6 j cscx 2
520
14, f VAV _ 5 6004 24, £=49904
0 l+v 2 *
&=

Il. Comprueba las siguientes integrales definidas por medio del cambio de limites correspondientes
a un cambio de la variable.

A & @ E R R R R R W AR R R R R R R SRR R R R R R R R R R E e EE R R R R R A EE R R e R R R AR R R E R R R R E R R R AR R R R R R e e e
i
Ll

[a—y

1
16 r4dt 8

0 s
1412

4 dx
=1.8027
L 1+4+x

NE)

fmg

[
Jo J2x(9+ 2x)

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

—— = —+ 4arctan’

= 3 —9arctan l
".i

235

=

P

2arclan? — -?-:u

f3- f«h’ -
0 (y+23/1+y

&4 dx
—— =531
v

3

‘rd_ x4
or+1 2 3
27

) @ _yan2
I—_l'i
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L

B B B B B B 8 B B B B 8 B B 8 8 8 B 8 B 8 8 B 8 8 8 88

W

10.

11.

12

14

15.

16.

17.

18,

Q Verifica tus resultados en la seccién de respuestas.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

fd:ﬁﬂdx
Llrfl —J?)z dr

Podz
bz

¥ ydy

+ [y —15
Laq'a"- —v2 v

lexl'l —x3)dx

w

= df
L23+m529
4 dx
f-‘r 25 — £2
> de
J;4lan9+2
o —s
0 .25 —4x2
e
0 Jx2+16

s odi
fn J9—2
f:(z +1)dr

f; cos28—1 4o

0 cos28+1

In
f % senzdz
: cos’z—Scosz+4

m

faiﬂscnirdx
| xdx
)7

5 dt
fl N2t —1

19.

20.

24,

25.

26.

27.

28,

29.

30.

3L

lIl. Encuentra el valor de cada una de las siguientes integrales definidas y en plenaria discute tus
resultados.

led,]—i-_xdx

; 1 :
Jlm[ﬂ—ﬁ-i-ﬂ]dx
Lsxzv"mdx

1 tdt
)&=

f’ (x? —6x? +12x + 5)dx
! (x—2)

2 xdx
I 2_:—3

w

fi' cos’xdx

0

T X X
f sen —cos—dx
0 ) 2

1 22dz
L]-}-ZZ
2 124t
]|2+r

fs_ 2xd x4+ 2dx

f 33(,:6 —3x)dx

fl (3x® —24x2 +48x+ S)dx
3 x2—8x+16
I-EIIJ +2x% + 2)dx

J1 (x+1)?

5 xdx
3

(x+1'}-‘-1'
J--‘ xedx
1 (3x2 1)

fu 34—t dr

o

senxcosxdx

0

----------------------------
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Cdleulo del érea bajo una curva dada

Para determinar el drea de una curva con respecto al eje x entre las ordenadas x — a y x — b se utiliza la
formula:

b
Arca = f ydx
o
donde se sustituye el valor de y en términos de x obtenido de la ecuacion de la curva dada.

Para determinar el drea bajo una curva con respecto al eje y entre las abscisas v — a y y = b, se utiliza
la formula:

Area = Lh_rd}'

donde se sustituye el valor de x en Iérminos de y obtenido de la ecuacién de la curva dada.

EJEMPLOS
O o

8 ]V @e-Calcula por integracion el drea del tridngulo limitado por la recta y — 5x, el eje de las x y la ordenada x — 6.
E : F . :

.8 = Comprueba el resultado determinando el drea como la mitad del producto de la base por la altura.

(8

(=

Solucién

b
Al sustituir en la férmula j ydx y aplicar directamente la férmula 4, resulta:
a

K 6 23 2 2
Area= [ ydr= [*seae=|2| X OF g
a’ o 2k 2 2
4 =5
Para su comprobacidn, grificamente se tiene: =
Al aplicar la formula:  Area = M}zﬁlum‘{ :
" i F= 30
! (altura)
Y sustituyendo los datos, resulta: :
. : X
i (base)(altura) 3 (6)(30) _ 90 0 || x=6 (base)
2 2 LCDD.

El drea del triangulo limitado por la recta v = 3x, el ¢je de la x y la ordenada x = 6, es de
90 unidades cuadradas.

237
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2 ®e-Determina el drea limitada por la pardbola y = x°, el eje de las x y las
ordenadas x = | y x = 5.

Solucién

b
Al sustituir en la [érmula f vdx y aplicar directamente la férmula 4,

resulta: “
b 5 3
Area — vdx = | xldx= ot
‘Id = '-rl 3 |

3 3
) il LAy |
3 3

El drca limitada por la paribola y — x°, el eje de las x y las

1
ordenadas x — 1 y x = 5, es de 41 3 unidades cuadradas.

3 ®e-Determina el drea limitada por el circulo x* + y* = 36, el eje de las x
y las ordenadas x = —4yx =5.

Seolucién

Al despejar y de la ecuacién dada, tenemos: v =36 —x2.

b
Al sustituir en la férmula J vdx y aplicar directamente la [érmula
23, resulta; 2

Ama:f

<]

b : . %]
.‘.-’d.r=fj4\f36—x3 a[r=|%\f36—x2 +%mm?"

4

Area = 21336—(5]2 +lBam::sc:ng—-{_Td':t 36—(—4) — 133“350“'_—:‘

Area ~8.2915+ 18(0.9851) +8.9442 — 18(—0.7297) =~ 48.1025

El drea calculada debe ser menor que la del drea del semicirculo, que se calcula simplemente como:

wr?  (3.1416)(36)

Area del semicirculo = = 56.486

El drea limitada por el circulo x* + y* = 36, ¢l eje de las x y las ordenadas x = —4y x = 5, ¢s
aproximadamente de 48.1025 unidades cuadradas.

238
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4 e®e-Determina el drea de la superficie limitada por la curva xy = k*, el eje de las x y las ordenadas x —a y x = b.

Solucién

2
Al despejar v de la ecuacion dada, lenemos:  y= k—

x
b
Al sustituir en la [6rmula f vdx y aplicar directamente la formula 5, resulta:
b b 2
Area— [ ydx— | £ dx —[k2Inx]’ = k2Inb— k2 Ina = 2(Inb—Ina) = k2In >
a Sa oy a
El drea de la superficie limitada por la curva xy = k’, el eje de las x y las ordenadas x — a 'y x = b,

es chzinE unidades cuadradas.
a

5 ®e:Determina el drea de la superficie limitada por la curva v — 4x, el eje de las y y las abscisas y = 0y y — 4.

Solucién
y?

Al despejar x de la ecuacion dada, se tiene:  x= ?

b
Al sustituir en la f[6rmula f xdy y aplicar directamente la férmula 4, resulta:
a

i 4 i 3 3
[7 0 a 120 ]2 |.2 3

El drea de la superficie limitada por la curva ¥ — 4x, el eje de las v y las abscisas y =0y y — 4. es

5% unidades cuadradas.

: X 2 s
6 @+ Bosqueja la curva y= 2scn—;—- y determina el drea de una arcada.

Selucién

2 X :
Primero se trazan los rasgos de la curva y=2 scn?. es decir:

En la tabla se observa

y .
’ que los limites de la arcada

0 0 |
05 1.4142 sonx =0yx=2.
1 2 |
15 14142
2 0 . bz
0 I 2
239
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b
Al sustituir en la férmula f ydx y aplicar directamente la férmula 8, resulta:
o g

Ja

b 2
Area — [ ydx = ; Zscn%dx:

Area = —icos@—l-icos =(0) = —icosw -I—ious(}=i+
T 2 T 2 T T T

g | e
S | oo

p X 3 .
.. Eldrca para una arcada de la curva y= Escn? esde — unidades cuadradas.
- w

7 ®e:-Bosqueja la curva y — cos 2x y determina el drea de una arcada.

Solucién

Primero se trazan los rasgos de la curva y = cos 2x, es decir:

x e = 0 x x =
il 4 2 4 4 2 4
¥ 1 o -1 4] 1 0 -1 a
y
En la tabla se observa
3w [ @ n 37 que los limites de la
G 4 4 4 . arcada son:
= =K o ™ % T T
? g A=— ¥x=——-
2 4 4

h

Al sustituir en la [6rmula f ydx y aplicar directamente la formula 9, resulla:
[

m

._1

w

b x
Arca — [ vdx = f“ﬁcoﬂxdr:[éscnh
“ s

Area — lscnil[lr-] — l5,4::n2I—I] = —]- + —]- =
2 4) 2 4 % 2

.. Eldrea de una arcada de la curva y = cos 2x es de | unidad cuadrada.

240

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

2/10



14/2/2017 Bibliotechnia -

UNIDAD 4

Aplicociones de calculo integral

Cdlculo del drea cuando las ecuaciones de la curva se dan en forma paramétrica

Por lo general, las coordenadas x y y de un punto de una curva se expresan como [unciones de una tercera
variable, por ejemplo f y se denomina pardimetro. Dadas las ecuaciones de la curva x = f(1),
y = ¢p(1) expresadas en forma paraméltrica, en donde cada valor de f da un valor de x y un valor de v,
dando lugar a un punto de la curva.

Por lo anterior, tenemos que: x= f(1) y=¢(r)

dx= f'(1)dt

donde, drea =fb_wix=j:rz qb(r)f’(ndr.
a |

Se observaque t — , cuandox — a y f — 1, cuando x — b.

EJEMPI.DS .

O o

_E‘c *P'Dcicrminﬂ ¢l drea de la superficie limitada por una arcada de la cicloide x — a (? — sen @), v — a (1 — cos ()
= 4" yelejedelasx.

Selucién

Primero se trazan los rasgos de la cicloide, es decir:

Yy - 3

= x 2 3x 5w i 5w A= 3z S5x I T
[ 4 3 2 3 4 a

& % Il 2 Nl T &

& & q 3 2 3

t8 0 DO0235 00782 03817 05707 12283 18490 21179 31416 494657 46340 50547 57723 47017 62048 62595 62832
i 0 Di1x0 02929 05 1 15 17071 18450 2 18550 1.7071 15 1 05 07927 01340 U]

Nota: para tabular y graficar, se considera el valorde a = 1.

oo

oo

ooy
|
(o]
5

Comoy—a(l —costh) yx—a(# — sen (), tenemos que dx — a (1 — cos #)db; de la tabla se observa que
los limites de la arcada son x = 0y x = 27,

241
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b
Al sustituir en la [Grmula f ydx, se obtiene:
a

b 2 2n
Area = f vdx = L all —cos@all —cosdh = azfu (1 —cos0)2dg

I 2 2w Ix
Arca:a?j; il—c059+coszﬂ)d9:a2h’0 dB—ZﬂZL cosﬂdﬁ-i—a?j; cos2Add

I 2 3

Para las integrales 1, 2 y 3, se aplican respectivamente las formulas 1, 9 y el caso |l para la integracion de
productos de potencias pares de senos y cosenos por medio de angulos miltiplos, lo que resulta:

20 a’sen20]
a0 —2asenf+ L7 +
2 4

o 2 2x 27
2 R, P 2 z _
a .Iu df—2a j; cosfdf+a .Iu cos-0df = I

az(0) m rr’-scz?(ﬂ]

a{2m) i alsendx

—lﬂz(ﬂ)— 2a?sen(0) +

a2(2m) — 2asen2w +

Area = 3alw

- . - 2 -
El drea de una arcada de la curva cicloide es de 3a = unidades cuadradas.

2 ®e-Determina el drea de las cardicide x — a (2 cos # — cos 20) y vy = a (2 sen ] — sen 200),

Solucién
Primero se trazan los rasgos de la cardioide, es decir:
o = x X = 3 2z 4 a4 N i
3 3 F 3 3 " 3 3 Z 3 & 24
1 1.232 15 1 05 -2.232 -3 -2.232 =05 1 15 1232 1
o 0134 08ss z 25578 1] ] -1.866 -2.578 -2 —0.B6& -0.134 o

Nota: para labular y graficar, se considera el valorde a = 1.

Como y= a (2 sen # — sen 20) y x = a (2 cos {} — cos 20), se tiene que dx = 2a (sen 20 — sen #) df); de
la grifica, se observa que cuando @ varia de derecha a izquierda, el drea que describe la cardioide es el doble
del arca comprendida de 0 a 7. Por lo anterior anteponemos —2 a la forma del drea.

=

242
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Al sustituir en la formula —QJ'h_win s¢ obtiene:
-] x
Area = —ZI ydx = —ZI a(2sen® —sen2)2a(sen20 —sen)do
a i}
Arca:j:{—ﬁa%cn 20senf + 8alsenf + dalsen?2f — da’sen2 fsen ) db

AICE[=—lZHEL“SCHEQSM[H{!B—FEﬂzlﬂnmnzﬂd9+4HILTMﬂ229d9

1 2 3

Para resolver la integral 1, se aplicar el mélodo de integraciéon de productos de [unciones seno y coseno
con diferentes argumentos en la misma variable caso lll; utilizando la formula 2 de integracion directa de
dicho caso. lenemos:

—Izazj;wscnzﬂscnﬂa‘ﬂ —=[2a? sen30 — 6a* sen 8]

Para resolver las integrales 2 y 3, se aplica el método de integracion de productos de potencias pa-
res de senos y cosenos, por medio de angulos miltiplos case II; utilizando las férmulas trigonoméltricas

senf = l - lcns. 26 y sen2f = %— %cns 44, respectivamente, resulta:

802 [ " sen?0d6 — 8a2 ]ﬂ[% - %cus'lﬂ]d& — [4a20 — 2a%sen 26

4a1f’scnzzeda=4a2f" 1 Lesaplap—loare— " sann
0 ol2 2 2

0

Al escribir de forma unificada los resultados correspondientes. tenemos:

o

2
Area — [2&19 +4a’f—6a’senf — 2a%sen 20 + 2a’sen3H — %scntlﬂ
o

Area = |Elﬂ'2(?r} —ba’sen(m) — 2a’sen2(m) + 2a*sen 3(mw) — %wnﬂ*:r]l

2
6a(0) —6a’sen(0) — 2a’sen2(0) + 2a?sen3(0) — rI?zr,crl 4(D)l = 6a’m

El drea de la cardioide es de 6a”7 unidades cuadradas.

‘I -
EJERCICIO 22
e e |. En grupo y con asesoria de su profesor, determinen el drea de la superficie limitada por la curva
SR dada, el eje de las x y las ordenadas dadas.
genéricas 1. y—Q—f;_r—D*x-—S A }‘—f:x—ﬂ,x—-d
dw'naiﬂi 2. y=F4xt+x=2%=3 4. y=+3+2:x=-3,x=3
243
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] 2
B y==+2xx=1x=4 13 y=dr—a;x=1,x=3
X
14 y=dx4+%x=—4x=-2
6. _\.'—_1;+4.x+5;_r—l._t—4 Y Aotk '
il Il- f— —
7. _v—_r1+l;x—-—2,x—2 5. y=xix=-%x=1
, 3, o
8. y=2+tx—6x=0,x=4 16. y=xix=1lx=2
17. y=2"—-2xx=2.x=7
9. y=xfx+1;x=0,x=3 :
]8. — 2 _4:_ =4’ =5
10 y=x4+2;x=-3.x=4 y=ENE . i
N — 1
11. y:x\l’x‘—i—ﬁ;x:{],x:Q 19. }':3+I2;x:—],x:2
12. yz—].—;xz—l,x=3 20, y=x-2x+3}x=-2x=1
T o(x+2y '

B8 s § W BB ® W RS W SR B WSS S B W SRS E S S WS EE S S S WSS B WSS S B WSS S WSS E SRR W WS WS WS WSS SR SN WSS W SRS WSS SRS EE e E N

1.

N I

10.
11.

y=4—2;y=0,y=3
=4y +16;y=—-2,y=0
X=9—y3y=0,y=8

A =yiy=y=2
X4+4y=0y=—-1;y=0

ax=yja’ -y y=0.y=a

10 ;v=0,y=5

Jy+4

y=kKiy=ay=b

X=

x=9—y;y=0,y=3
y=8y=1Ly=4

Yy=ax,y=0,y=a

Calcula por integracion el drea del triangulo limitado por la recta v — 3x, el eje de las x y la orde-
nada x = 3. Comprueba el resultado, obteniendo el drea como la mitad del producto de la base por

la altura.

Calcula por integracién el drea del trapecio limitado por la recta 5x — 8y + 40 = 0, el eje de las x
y las ordenadas x = —6 y x = —1. Comprueba el resultado obteniendo el drea como la semisuma

de las bases por la altura.

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php
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15.

16.

17
18.

19.

20.

244

Il. En equipo de dos personas, determinen el area de la superficie limitada por la curva dada, el eje
de las y y las abscisas dadas.

:rf = x‘;}r_ hy=a

1
X =3 }'=2_y=3
}l‘_

x=wy+5xy=—1yv=4

x=y;y=1y=3

x=lnyy=1y=ce¢

]
Xe= y=3,y=35
25—y :

lll. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

1.
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10.

1.

Aplicociones de calculo integral

Calcula el drea limitada por la pardbola y = (x — 1)’. el eje de las x y las ordenadas x = 1 y
=3

Calcula el drca limitada por el circulo x* + y* — 16, el ¢je de las x y las ordenadas x = —3 y
F==2
Calcula el drea limitada por la elipse 3x" + 4y — 108, el eje de las x y las ordenadas x — —3 y
=3
Calcula el drea limitada por la clipse x* + 3y =6, el eje de las x y las ordenadas x — —2 y
Fi==2

Calcula el drea limitada por la hipérbola equildtera _\'=l_. eje de las x y las ordenadas
x=1yx=3. *

Calcula el drea limitada por la pardbola y — x* = 2x, el eje de las x y las ordenadas x — () y
x=2

Calcula el drea limitada por la paribola y — 4 — x°, el eje de las x y las ordenadas x — —1 y
=1

Calcula el drea limitada por el circulo x* + y* = r°, el eje de las x y las ordenadas x = 0 y

xX=r.

; . s g o " al = ’-‘) .
Determina el drea de la superficie limitada por la catenaria y= E(En +e n)elejedelasxy las
rectasx —ayx— —a.

IV. Bosqueja cada una de las siguientes curvas y determina el area de una arcada.

L.

X
y=sen— 6. y=secf
5 ) 3 ;
7. p=x sen3x
y=2cosx -
1

m § y=——
}"=2cc-s? © 34cos2x
y =sen 2x 9. y=.senx+]lcosx
y = tan x sec’x 10. y=cosfsenf

V. Determina el &rea para las siguientes curvas, cuyas ecuaciones se expresan en forma paramétrica.

. - = N . 3 3 - #
Determina el drea de la hipocicloide x — a cos'l), y — a sec’(), siendo @ el pardmeiro.

2. Determina el drea de la superficie limitada por una arcada de la curva compaiiera de la cicloide
x=al,y=a(l—cos ).

3. Determina el drea de la superficie limitada por una arcada de la cicloide x =/ —sen !, y = 1— cos !
y el gje de las x.

4. Determina el drea de la eardioide x = 2 cos ! — cos 20, y — 2 sen ! — sen 20,

6
5. Determina la ]3 xydx, siendox =6cos . y=2send.
Q Verifica tus resultados en laseccion de respuestas.s « s« s s s s s s s s s s s s s s 08050500005
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Integracién aproximada (férmula de los trapecios y férmula de Simpson)

Representacién geométrica de una integral

Hasta este tema la integral definida se ha presentado como una expresion para determinar el drea. Lo
anterior, no significa que siempre loda integral definida represente un drea, puesto que la inlerpretacion
fisica del resultado depende siempre de la naturaleza de las magnitudes que representen la variable de la
abscisa (x) y la variable ordenada (y). =

Considerando (x, y) como las coordenadas de un punto fijo, la integral ] vdx representa realmente un

drea. Si suponemos que la ordenada representa la velocidad de un punto movil y la abscisa correspondiente
representa al tiempo cuando el punto tiene dicha velocidad: entonces su representacion grifica es la de
una curva que describe la velocidad del movimiento y el drea bajo ella entre dos ordenadas representa la
distancia recorrida en el intervalo de tiempo limitante.

Por lo anterior, se deduce que el valor de la integral que representa el drea es igual al valor que repre-
senta la distancia; de igual manera, toda integral definida cuyo significado sea volumen, superficie, masa,
fuerza, etcétera, puede ser representada geométricamente por un drea.

Férmula de los trapecios

La aplicacion de la féormula de los trapecios es titil ¥
b
cuando la integral [ f(x)dx sea dificil de obtener ——

o no se pueda realizar en (érminos de funciones ele- /f"‘s \

mentales. /

b
El valor numérico exacto de j fix)dx es la #

medida del drea de la superficie limitada por la curva

¥ = f(x), el eje de las x y las ordenadas x = a y Yo Yi 2 73 Y Ya

x = b. El valor de esa drea puede determinarse, aproxi-

madamente, sumando Lrapecios, tal y como se explica

en la figura de la derecha. 0
Se divide el segmento b — a del semieje Ox en n

partes iguales, donde Ax es la longitud de cada parte. es decir:

b—a
n

Ax=

Sean las abscisas sucesivas de los puntos de divisidn de la funcion:
Xy = O X Xy Xgi s Xy = b
Se trazan en eslos puntos las ordenadas correspondientes de la curva y = f(x), donde y, = f(x,),
Yy =F0), Y, = fln), v, = flg),.... ¥y, = flx).
Se unen las extremidades de las ordenadas consecutivas con lineas rectas (cuerdas); de esta manera
se formaran trapecios. Dado que el drea de un trapecio es igual a la semisuma de las bases por la altura, se
liene que:

| : ; ; ’
E[}‘ﬂ + ¥ )Ax= drea del primer lrapecio, E(}‘E +¥,)Ax= drea del segundo trapecio,...,
1 . .
5(}-‘" | + ¥, )Ax = drea del enésimo trapecio.

246
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Al sumar, se obtiene la formula del drea de todos los trapecios, es decir:
1 1
Area total =[E_vu S i A "‘5."; Ax
Es necesario tomar en cuenta que cuanto mayor sea el nimero de intervalos (cuanto mds pequeiio sea
Ax). mds se aproximara el drea total de los trapecios al drea bajo la curva.
EJEMPLOS %

144

‘- -Empleando la férmula de los trapecios, calcula el drea aproximada para la curva y — x°, dividiendo desde

x — 2 hasta x — 8 en scis intervalos. Compara el resultado obtenido efectuando la integracion directa.

Solucién

Se determina primero la longitud de cada intervalo, es decir:

b—a 8-2
n ]

.&.r= =]

A partir de la curva y = x’, se construye la siguiente tabla para los valores de las abscisas sucesivos de
tamafio Ax = 1, apattirdex =2ax=8.

x 2 3 4 5 & 7 8
Y 4 9 16 25 36 49 64
¥

Los valores obtenidos se sustituyen en la [6rmula de los trapecios, re- /
sultando:

;“;.I'Cﬂ

I |
total zli}u+_‘v|+_‘-2+}3+_"+}n t+'?\_ ]m

Area =[lr4)+9+ 16+25+36+49+-1-[64}ll’l)
total 2 2

Area

tolal

Por la formula de los trapecios, el drea aproximada para la curva
y = x" es de 169 unidades cuadradas.

Al realizar la integracion directa (aplicando la formula 4) resulta: /

2

Area =fh_vafr=ﬁ3x1dx= =
e
3 3

Arcﬂ:l?ﬂ%—ﬁ%:]ﬁs ] 23 456 7 8

247
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Por integracion directa, el drea bajo la curva v = x* es de 168 unidades superficie.
Comparando resultados (ver figura de la pagina 247), observamos que: 169 == 168

2 ®s-Empleando la formula de los trapecios, calcula el drea aproximada para la curva x* +y’ — 64, dividiendo
desde x — 4 hasta x — 8 en ocho inlervalos. Compara ¢l resullado obtenido, efectuando la integracion directa.

Solucién

b—a_8-4 <
1 8

Se determina la longitud de cada intervalo, tenemos: Ax =

De la ecuacién x” + v — 64, se despeja con respecto a y, resultando y = /64 — x?, para la cual se cons-
truye la siguiente labla para los valores de abscisas sucesivos de tamafo Ay — (0.5, a partirde x =4 ax = 8.

x 4 45 5 55 & 6.5 7 P
Yy 6928 6614 6244 5809 5291 4663 23872 2783

Los valores obtenidos se sustituyen en la férmula de los trapecios lo que resulta:

-

=

1 1
Arcaint;'lI:[E}'“ eyttt oy, ja

Area total = |%[6.928] +6.614 4+ 6.244 - 5.809 + 5.291 + 4.663 +3.872 + 2.783 + %[0} (0.5)=19.37

Por la férmula de los trapecios. el drea aproximada de la curva x* + v = 64 es de 19.37 unidades
cuadradas.

Efectuando la integracion directa (aplicando la férmula 23) resulta:

Arca:Lb}'dr=LsJ64—xzdr I

E \\
Area = i\fﬁfi—xz + 32arcsen> ™
2 8l, \\
Area = [E 64 —(8)2 + 3Earcsen§]
2 8
4 = 4
— 5‘364—(4}‘ +32 ﬂrcscng
Area —19.653
Por la integracion directa, el area bajo la curva
¥ + v = 64 es de 19.653 unidades de superficie.
@ 4 5 B T # *
Comparando resultados (ver figura de la derecha), observa- 457 55 © 65 75

mos que 19.37 = 19.653.

248
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3 e®e=-Empleando la férmula de los trapecios, calcula el drea aproximada de la curva xy = 1, dividiendo desde
x = 3 hasta x = 10 en siete intervalos. Compara el resultado obtenido, efectuando la integracion directa.
Solucién

b—a 10-3

Se determina primero la longitud de cada intervalo, se tiene:  Ax = === 1
n

: : 1 o
De la ecuacién xy = 1, se despeja con respecto a y, resultando y = — para la cual se construye la siguiente
x

tabla para los valores de abscisa sucesivos de tamafio Ax = 1, a partirde x = 3ax = 10.

x 3 4 b & 7 8 2 10
Y 0.333 0.25 0.2 0.166 0.142 0125 0.111 0.1

Los valores obtenidos se sustituyen en la férmula de los trapecios lo que resulta:

! 1
Area total :[E_vn + ¥+ttt Y, +§'v" Ak

Area total = %(0.333)4—0254—0.2+O.l66+0.142+ﬁ.]25+0.] l]+%(0.l)]l_‘l) =1.2100

Por la [érmula de los trapecios, el drea aproximado para la "

curva xy = 1 es de 1.2100 unidades cuadradas. it

Al realizar la integracion directa (aplicando la formula 5), resulta:
03 \

b 10
Ama:j ].JdI:f EZ““-T];G
3 x

Area=In10—1In3 =1.2039
0.1
Por integracidn directa, el drea bajo la curva xy = 1 es de

1.2039 unidades cuadradas. 4
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Comparando resultados (ver ligura de la derecha), observamos
que 1.2100 ~2 1.2039.

Férmula de Simpson o parabdlica

Al unir los extremos de las ordenadas sucesivas con arcos de pardbolas y sumar las dreas bajo dichos
arcos, se obtiene una mayor aproximacion del drea bajo una curva.

Una parabola con eje vertical puede hacerse pasar por tres puntos cualesquiera de una curva, una seric
de arcos parabdlicos se aproximari lo mds posible a la curva dada que la linea punteada formada por las
cuerdas que dan lugar a los trapecios.

249
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La ccuacién de dicha paribola tiene la forma y = ax’ + 2bx + ¢, donde los valores de las constantes
a. b y ¢ pueden determinarse de manera que esta pardbola pase por tres puntos dados.
Se divide el intervalo desde x — a — OM hastax — b — OM_ en un niimero n (par) de partes iguales,
cada una de tamaiio Ax. Para cada serie de tres puntos sucesivos
P.P.P.P,.P, PP, P, P;eclcélera, se trazan arcos de pa- R P
rabolas con ejes verticales. Las ordenadas de dichos puntos son = e A
Vg ¥is Vau Vase -2 ¥, L@l y como se indica en la figura de la derecha. / \\\"\
Sustituyendo el drea M, P, P,M_ por una seric de tiras pa- /
rabélicas dobles como M, P, P, P, M,. cuyo extremo superior Ay
es en cada caso, un arco parabdlico cuya ecuacién es y — ax” + / Y

2bx + c. El drea de cada tira se obliene empleando la formula:
¥

A_rca:g("lpr+41"+"3”) Y2

Para la primera tira parabdlica, se ticne que h = Ax,
¥ =¥ ¥ =¥, ¥" = v, asi, su drea es: M, M M M M,

Ax
M F,RPM, = T(}'u +4y, +¥,)
De la misma manera, sc tiene que para la:

Segunda tira parabolica: M,P,P,P,M, = %(_vz +4y; -+ )

Tercer tira parabolica: M,P,P.P.M, =%{}‘4 Ay Ay ),

Ultima tira parabélica: M_ P .P. P.M. =%{}‘n 24y, )

Al sumar el drea de cada una de las tiras parabélicas, se obtiene la formula de Simpson, donde # es
par; es decir:

Area total =%[}'LII +4y, +2y, +4y, +2y, +...+¥,)
Al igual que en la férmula de los trapecios, cuanto mayor sea el niimero de partes en que se divide M,
M . mis se aproximard el resultado al drea bajo la curva.

Empleando la férmula de Simpson, calcula el drea aproximada para la curva y = x°, dividiendo desde x = 2 hasta
x = 10 en ocho intervalos. Compara el resultado obtenido, aplicando la férmula de los trapecios y efectiia
la integracidn directa.

Solucién

Se determina primero la longitud de cada intervalo, se tiene:  Ax= = 5 =1
n

Para la curva y = x', se construye la siguicnie tabla para los valores de abscisa sucesivos de tamafio Ax = 1,
apartirde x =2 ax = 10.

250
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X 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b 8 i 54 125 216 343 52 729 1000

Los valores obtenidos se sustituyen en la [drmula de Simpson lo que resulta:

Area total = %yﬁ +4y,+ 2y, +4y, +2y, +...+y,

Area total = %{B +4(27T)+ 2(64) +4(125) + 2(216) + 4(343) + 2(512) + 4(729) + 1000] = 2496

Por la férmula de Simpson, el drea aproximada de la curva y = x', es de 2496 unidades cuadradas.

Comprobando a partir de la formula de los trapecios resulta:
1 1
A.rcalnla!=[—__v0+_v,+_v.,.—|—}‘3+...—|-}‘ jF=y ].&x
2 = n 2 n

Area total =

%(B] +27+64 +125+216+343 + 512+ ?29+%{1000)]m= 2520

Por la férmula de los trapecios, el drea aproximada para la curva y — x', es de 2520 unidades cua-
dradas.

Al efectuar la integracion directa (aplicando la férmula 4), resulta:

b 4

4

1o
i 4 4
Area— [ ydx— [ " xidx— =”2’ &4 3496

a

Por integracion directa. el drea bajo la curva y — x* es de 2496 unidades cuadradas.

Comparando resultados, se observa que por la formula de Simpson y por integracion directa se obliene
el mismo resultado: asimismo. se observa que por la [6rmula de Simpson se obtiene una mayor aproxi-
macion del drea que por la formula de los trapecios.

2 ®e-Empleando la férmula de Simpson, calcula el drea aproximada para la curva v=xv25—x2, dividiendo
desde x = 0 hasla x = 4 en cuatro intervalos. Compara el resultado obtenido, aplicando la férmula de los
rapecios y electia la integracién directa.

Solucién
b—a_4-0_

n 4

Se determina primero la longitud de cada intervalo, se tiene:  Ax =

De la curva y = xv/25 — x*, se construye la siguiente tabla para los valores de abscisa sucesivos de
tamafio Ax = l,apartirdex = 0ax—=4.

0 1 2 3 4
i 0 4898  9.165 12 12

251
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Los valores oblenidos se sustituyen en la férmula de Simpson, resultando:
A Ax - ) . i
rea total = T(}'ﬂ +4y, +2y, +4y, + 2y +...+y,)

Arca total = —[0 +4(4.898) + 2(9.165) + 4(12) + 12] = 32.640

o

Por la férmula de Simpson, el drea aproximada de la curva y = x+/25 —x? es de 32.640 unidades
cuadradas.

Comprobando a partir de la [6rmula de los trapecios, resulla:
1
Areca total = SNt N YAyt +y, Ax

(1)=32.063

Area total = Hmn 4898 +9.165+ 12+%{121

Por la [érmula de los trapecios, el drea aproximada para la curva y=xy25—2x? es de 32.063

unidades cuadradas.
Al efectuar la integracion directa (aplicando la formula 4) resulta:

3

)
‘35}%1‘[‘ — 0} 41.666 — 32.666
i

Area — Lh}‘dx e j:x\a’ZS—xzdx = —

Por integracion directa, el drea bajo la curva y = xv25 —x? es de 32.666 unidades cuadradas.

Comparando resultados, se observa que por la [érmula de Simpson se aproxima mucho al resultado oble-
nido por integracion directa; mientras que por la formula de los trapecios existe desviacion del resultado real.

3 ee:Empleando la férmula de Simpson, calcula el drea aproximada para la curva y = v2 — cos? 8, dividiendo desde

0 — 0 hasta # — — en seis intervalos. Compara el resullado obtenido, aplicando la f6rmula de los trapecios.

Solucién

La longitud de cada intervalo es:  Ax—= == =
n 6 12

De la curva y=+/2—cos® f, se construye la siguiente tabla para los valores de abscisa sucesivos de

tamafo &.r:i apartirdef! =0a B:l_
12 12

0 = x L = £ x
12 & 4 3 12 2
1 1.032 1.118 1.224 1.322 1.390 1.414
e
252
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Los valores obtenidos se sustituyen en la férmula de Simpson, resultando:

Ax
Area total = = 0 T4+ 2y, H4y, +2y, + )
?T.

Area total = %il +4(1.032) + 2(1.118) + 4(1.224) + 2(1.322) + 4(1.390) + 1.414] = 1.9092

Por la [6rmula de Simpson, el drea aproximada de la curva y=+/2 —cos? # es de 1.9092 unidades
cuadradas.

Comprobando a partir de la férmula de los trapecios resulta:

1 1
Arcatulal=[§_vu LR RE R S AT = A Ax

Area total =Hm +1.032+1.1184+1.2

T 1-1.9093
2

Por la formula de los trapecios, el drea aproximada de la curva y=+/2 —cos? @ es de 1.9093 uni-
dades cuadradas.

Comparando resultados, se observa que ambos son muy aproximados entre si.

EJERCICIO 23

@ @ & @ oW

e S

Ssu—— f Jx2 4 3xden=>5
qux:la‘:m !

genéricas

ks

I. Empleando la formula de los trapecios, calcula el drea aproximada de las siguientes integrales,
dividiendo sus limites en el nimero n de intervalos indicados. Compara el resultado obtenido,
efectuando la integracion directa (siempre que sea posible) y en plenaria discute tus resultados.

7. jﬂr cosf@+1dén=4
0

f"’ xdx .
2 Jed—x2

d.
2 g s [ b

f:nf’zt-uzdx;n:s 6. fﬁ & i 9. j;gsed-ﬂdﬂ:ﬂ:?:

1x2 41

Il. Empleando la formula de Simpson, calcula el drea aproximada de las siguientes integrales, di-

vidiendo sus limites en el nimero n de intervalos indicados. Compara los resultados obtenidos,
aplicando la férmula de los trapecios y efectda la integracion directa (siempre que sea posible) y
en plenaria discute tus resultados.

. . 5 43
1. t bk n==6 2 31,|'_I+Iﬁdx:n=6 3. L E n==6
]
7 J0 2

R
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-um

fu“F—-.:Tﬁ;r::-i 6. f n=4 8. J;S\.'Eﬂ—_rz den—6

5 6 wdu
LdlZG—ﬂcﬁx;n:d 7. 3”2_'_4 =6 0, fJi

@V&riﬁ:atus resuftados en laseccion derespuestas. « s s s e s s s v s s s e n e n v v v s 0o .

Obtencién de dreas planas por integracién, cuando
la diferencial de drea es una funcién cartesiana

Introduccion

El drea entre una curva y = f(x), el ¢je de las x y las
ordenadas correspondientes x = a y x = b, estd dada
por la férmula: 4 -

o ___y=f®)
b
Area = f ydx P

La férmula anterior es facil de recordar, puesto il
que el elemento de drea es un rectangulo como BQ
(figura de la derecha) de base dx y altura y.

El drea buscada ACRP es el limite de la suma de
todos esos rectdngulos (tiras) ubicados entre las or-
denadas AP y CR.

El teorema fundamental del célculo integral se
aplica para el cdlculo del drea de la superficie limi-
tada por la curva x = ¢(y). el eje de las y y las lincas x =iy

horizontales y =cy y=d. y=d j

Primer paso &
Se construyen los n rectangulos como se indica en la Y,
figura de la derecha. Ay,
Naluralmenie, el drea buscada es el limite de la su- y=c
ma de las dreas de estos rectangulos cuando su nimero b
tiende a infinito y la altura de cada uno tiende a cero. @

Segundo paso

Las alturas se representan por Ay,, Ay,. Ay, elcétera, en cada intervalo. Se toma un punto en el extremo
superior y se designan las ordenadas de dichos puntos por y,. .. ¥;. etcétlera. Por lo anterior, las bases son
(v, (¥, ¢ (v5), elcélera.

254
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Por tanto, la suma de las dreas de los rectingulos es:

Dy)AY, +d(y)AY, +d(y)Ay; +..+ @y, )AY, = Zﬁﬁ_‘!‘.‘ JAYy,
i=l

Tercer paso

Por el teorema fundamental del cdlculo integral
se obtiene:

lim 36008y, — [ 4
im ) &(y,)Ay; = y)dy f 5
no0 T P i /

Entonces, el drea entre una curva dada, el eje

de las y y las lineas horizonlales y = cy y = d. b
estd dada por la formula: H
Arca = f if).'crz'_v 1
c i c
La férmula anterior es ficil de recordar, si se 04 =
piensa en el limite de la suma de todos los rec- o

tangulos horizontales (tiras) contenidos en el drea
buscada, ya que x y dy son la base y la altura, res-
pectivamente, de un rectangulo cualquiera (figura
de la derecha).

EJEMPLOS

75!,’1? *O—Calcu[a cl drea de la superficie limitada por la curva y = xe', el eje de las x y la rectax — 4.

em

£l

" \ s
L Solucién

b
Sustituyendo en la férmula J vdx y aplicar el mélodo de integracion por partes, resulta:

b 1
Area= [ ydx= [ xetdv=[e*(x— D] =[e*4—1)]—[e"(0— D] =3e* +1=16438
a 0
El drea de la superficie limitada por la curva y = x¢', el ¢je de las x y la recta x = 4, es de 164.8
unidades cuadradas.

2 ®e:-Calcula el drea de la superficie limitada por la curva y = In x, el eje de las x y la recta x = 10.
Solucién

Al construir la grifica de la curva y — In x, lenemos:

x 0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10
Y 8] 0 05693 1098 1386 1.609 1391 1.945 2079 2197 2302

255
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y=Inx

b
Al sustituir en la f6rmula f vdx ¥y aplicando el método de integracion por partes, resulta:
a

Area — f"}-a:x =j:mln_rdx — [x(nx — ]I =[100n 10 — D] —[I(In1 — )] = 14.0258

El drea de la superficie limitada por la curva y = Inx. el eje de las x y la rectax = 10, es de 14.0258
unidades cuadradas.

3 ®e-Calcula el drea de la superficie limitada por lacurvax = 9y — v, el ejede las yy las reclas y = 0 y y = 3.

Solucion
d
Al sustituir en la férmula r vdx y aplicando la [érmula 4, resulta:

o

3
d 3 oy 81
_ . e GO bt A )
Arca—j:_ xdy —L 9y — y)dy [ = L - 20.25

El drea de la superficie limitada por la curvax = 9y — y’. el eje de la y y las rectas y = 0 y y = 3,
es de 20.25 unidades cuadradas.

Significado del signo negativo delante de un drea

b
En la formula f vdx, aes menor que b (a < b). Dado que ahora se interpreta el primer miembro como

a
el limite de la suma de # términos que resultan de y, A, haciendo i = 1, 2, 3...., n; entonces cuando y sea
b
negativo cada término de esa suma serd negalivo y I vdx resullard con signo negativo. Lo anterior,
o

significa que el drea esta debajo del eje de las x.

256
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E.alEMPI.OS
_E{;' T*y-Calcu]a ¢l drea de una arcada de la sinusoide v = sen x.
S
i Solucién
i
Al hacer la grifica de la curva sinusoide, se obliene: ¥y 2 uma
arcada
w 3w 2n
0 ] ™ 2 ?r =
g 1 0 -1 0 ma
arcada o
b 7y
Al sustituir en la [6rmula f vdx yaplicando la [6rmula 8, resulta: B
] w . )
Area = f ydx =J:a senxdx =[—cosx|; = (—cosm) —(—cos0) =1+1=2
a
Al cambiar los limites de la arcada se tiene:
tr 2x T
Area — f ydx = f senxdx =[—cosx].” = (—cos27)—(—cosm)=—1—-1=-2
a w
El drea de una arcada de la sinusoide y — sen x es:
¥
A " Area ubicada por
3 Area = f senxdy =2 ] . P
2 (OAB) 0 arribadel eje x.
+ B 2n
0 T _t'
B B 2w Area ubicada por
\ij Area =f senxdy =—2 ) ) P
(BCD) n abajodel eje x.
3w
z
2 ®e:Calcula el area limitada por la curva x = 3 + cos f, y = 4 sen 0.
Solucién
Primero se trazan los rasgos de la curva dada, es decir:
o, - =z = 2 & 4r xS M
6 3 2 3 6 ki 6 3 2 i 6 i
X 4 3856 3.5 3 25 2:134 2 2134 25 3 35 3.8566 4
Vi a 2 3464 4 34564 2 0 -2 —3.464 —4 —3.464 -2 2]
Como y =4 sen fl y x = 3 + cos (. se tiene que dx = —sen ! df; de la grafica se observa que cuando ¢
varia de derecha a izquierda, el drea que describe la curva dada es ¢l doble del drea comprendida de 0 a 7.
Por lo anterior, anteponemos —2 a las ecuaciones dadas.
|
El
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Al sustituir en la formula del drea, tenemos: .
b 4 4
Arca — —2f vdx
i 3 i
Area=—2 [ (4sen20)(—sen)df
] %
Arca =8 I‘Tscn2 ado
Jo I o
t X
Para resolver la integral resultante. se aplica ¢l método de integra- o |
cion de productos de potencias pares de senos y cosenos, por medio  —1°
de dngulos miltiplos (caso ll); utilizando la identidad trigonométrica
=
sen’f = 1 l-:,ns 24, lo que resulta:
2 2 3]
ffuv::ﬂ=j:5cn.2 dﬂ=SLR[%—%COSZB]dg=[49—25Cn28]3 =4r 4. 3
2
El drea limitada por las curvas x = 3 4 cos 6. y = 4 sen ¢ s de 47 unidades cuadradas.

Area limitada por dos curvas

Extendamos la aplicacién de la integral definida del cdlculo del drea bajo una curva al del drea de una
region limitada por dos curvas.

Se considera la region acotada por las dos curvas y = f(x) yy = gix) y las dos reclasx —=ayx = b
(figuraa la izquierda) y se supone que las dos funciones f y g son continuas en el intervalo cerrado [a.b] y que
f(x) > glx) para toda x en [a.b].

. . . 2(x) v (A, gix)
fix) 5 fix)
F060) 9 i
T | | } 2060
; : T | o ; =)
0 a b (4] a X: b

El intervalo cerrado [a.b] se divide en s subintervalos cada uno de ellos de longitud Ax y se traza un
rectangulo representativo de ancho Ax y altura f(x;) — g(x)). donde x; estd en el i-ésimo subintervalo
(figura a la derecha).

258
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El drea del rectdangulo representativo es: AA = [f(xl )—g(x, ]'].flx.

La suma de las dreas de los n rectdngulos graficados es: » [ f(x,)—g(x,)]Ax
i1

Por tanto, el drea de la regién comprendida entre dos curvas, es:
z h
Area = lim ) [ f(x,) — g(x,)] Ax = f [f(x)— g(x)]dx
e ¢

Si fy g estdn por encima del eje x podemos interpretar el drea de la region comprendida entre sus
grilicas simplemente como el drea bajo f menos el drea bajo g (ver figuras siguientes).

¥y ¥

; ; : - =)
0| = ? 0] a b ol a b
i d_c b gl Arcadela regidn bajo f. Arca de la regidn bajo g
comprendida entre [y g. 2 = :
EalEMPlOS e
O
E{;W *!-Ca]cula el drea de la region acotada por las dos curvasy = x' + 2yy— —xylasdosrectasx = Oy x = 1.
f
oL .
b Solucién

y=x"4+2

/

Al elaborar la grifica correspondiente se obtiene:
Paray =x"+2 Paray = —x
X = 0 1 x —1 0 1
¥ 3 2 3 y 1 0 -1
Tomando a f(x) = FEEE y g{x) = —x. tenemos que

fix) = g(x) para toda x en el intervalo cerrado [0.1].
Al aplicar la férmula para el drea entre dos curvas, lenemos:

= [ -l

3 2 !

1 L. . vt X 17
Ama:L[fx+2}—{—x}]dx:J; [x-+x+2]dx_[?+?+2x

= —=22.833
p 6
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http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 110



14/2/2017

4 UNDAD

Bibliotechnia -

CAICIRG INTEGRA!

de ? unidades cuadradas.

Solucién

El drea de la region limitada por las doscurvas y = x +2yy—= —xylasdosrectasx = Oyx— l.es

2 ®e-Calcula el drea de la region acotada por la curva g(x) — 2 — x" y la recta f(x) — x.

Para este problema. los limites a y b estdn determinados por los puntos de interseccion de las curvas f'y g. Para
encontrarlos, es necesario igualar ambas ccuaciones entre si y resolver para x, es decir:

fxy=x
[x.gln)]

X

BT

-2 ja=gl Wlao
_/
A

f/ e, fi]

=T g =2 —

260
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x=—x? x+2=0 x—1=0
2 +x-2=0 x=—2 x=1
(x+2Xx—-1)=0
Para elaborar la grifica se tiene:
—2 —1 o 1 2
7 1 1 —2
—2 = ] 1 2
Como fix) < g(x) en el intervalo cerrado [—2.,1] resulta:
b
Arca:f [g(x)— f(x)]dx
i
Arca:fq[iz—x“-’}—x]dx
! 3 2
Arca=j_ 2(2—r2—x}ﬁ‘x— 21—%—% 1
3 g2 _M3 a2
Area = 2[1;—Q—ﬂl—[2(—2)—'[ .= ]=E=4.5
3 2 3 2 2

El drea de la region limitada por
la curva g(x) = 2 — 2x y la recta
f(x) = x, es de 4.5 unidades cuadradas.
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3 ®e-Calcula el drea de la region limitada pory = x — 3x — 4 yeleje x.

Solucién
Para elaborar la grifica correspondiente se tiene: ¥,
4
x -1 0 1 2 3 =
y 0 4 = % 4
Como y = x* — 3x — 4 interseca al eje xenx = —1 yen
x=4, también x** —3xr—4<0 para loda x en el intervalo
cerrado.

Ama:La[gm_ﬂx}]drzf':[g_(xz_3x—4,\}a{r

. o] Yl
i -3 2
Arca:j (—x2 4+ 3x+4)dx = —'l—+3i+4x
) 3 2 1 —l.‘!'
47 3(4)? 17 312 125
Ar =[——+ +44I—[— + +4-D|=—
. g By D 3 2 =hi="¢

125
El drea de la regién acotada por y = ¥ — 3x — 4y el eje xes de o unidades cuadradas.

4 ®=-Calcula el drea de la superficie limitada por la curva y — {1 4++/x) ylarectax —4.

Solucién

Delacurva y= x[l :I:er;), se hace f(x) =x(! —l—ﬁ} ye(x)= (] — \EJ cuya
represenlacion grifica es:

¥i fix)
x 0 1 2 3 4 12 ]
) D 2 48 8.2 12 14
glx) 0 0 —0.82 9.7 -4 10 7

9

81 =fol
T -

b

Arca=fh[f{x}—g{.r'J]M'=L4[x{l +\EJ'—.1'{1—-JT)]¢’J

514 5

4x12

SI}
5 5 14

12
rog 442 402 128

+ J X
TRERNT ] 1\\3 4
27 kel

i

Amaz‘j:(x-i—xj—x+x-1)dx:2L4x;dx:

n
|
=

El drea de la superficie limitada por la curva y = x(1 + Jx) ylarecta j | \
128
x=4 esde A unidades cuadradas. olx)
261
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5 ®e-Calcula el drea de la region comprendidaentrex =3 — y'yy=x —1.

Solucién . ﬂ}j
Grilicamenle, lenemos:

¥ X ¥ X
2 -1 -2 -3

-1 2 = -2 £
0 3 0 -1
el 2 1 0
2 -1 w2 1
2

~3

*Indica los puntos de interseccion.

Al observar la grifica. se comprende que se requieren de dos integrales respecto a la variable x para

calcula el drea, es decir, es necesario emplear rectingulos verticales.
Si se integra con respecto a . es decir, si empleamos rectingulos horizontales, se tiene que g(v) =3 — v
y f(v) = v + L. Como estas dos curvas se intersecaneny — —2 y en y — |, en este intervalo f(y) < g{y), por

lo que se tliene:

‘ Ndy— [ [B=y)—+Dldy= [ @—y Jo 3
Ama:J: [g(x) — f(x)]dy —fz[ffi—_\z]—(}-i-l}]d}—fz(Z—_‘,—}'z}d}— 2}—?—?1 2
(1 (1 (— 2}“ [—2)] 1 1 8 9
Arca [21 ————l |2 2 ]zg____ yig D=2

B =)= 2 3 2 3+ iz 3 2

El drea de la region comprendidaentre x = 3 — Y yy — x —1, es de % unidades cuadradas.

Nota: es necesario aclarar, que por lo general para determinar el drea entre dos curvas hay que aplicar, para

rectangulos verticales, la siguiente formula:

Area—= f lxz (curva superior) — (curva inferior) dx } En la variable x.

Para rectangulos horizontales, se aplica la siguiente férmula:

Area — f'“! (curva a la derecha) —(curva a la izquierda)dy } En la variable y.

donde (x,.y,). (x,.y,) son, o bien, puntos adyacentes de interseccion de las dos curvas o puntos sobre ciertas

lineas del contorno.

262
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Area limitada por dos curvas al intersecarse en més de dos puntos

Cuando dos curvas se cortan en més de dos puntos, para determinar el drea de la region comprendida entre
cllas, se tienen que buscar todos los puntos de interseccion y comprobar en cada intervalo precisado por
las curvas, cudl de ellas estd por encima de la otra.

EAEMPLOS &
0 el B
E-s- ;'E{#D-Calcula el drea de la regién acotada por las curvas f(x) = ¥ — 2 +x —1y glx) = 3x — X’ — 1.
_ﬁ A
[ Solucién
Primero se determinan los puntos de interseccion de las dos curvas dadas. para ello se igualan ambas fun-
ciones, lo que resulta:
2 —2x2 4 x—1=3x—x2-1 xxl—x—2)=0
P2yt —1—-3x4+x2141=0 x(x—2%x+1D)=0
—x2—-2x=0 oox=0 =2 y ¥=-1
Para claborar la grafica correspondiente se liene:
x —1 —05 0 0.5 1 15 2 ¥
flx) =5 =2125 | =1 =0875 | =1  -0#25 | 1 2] )
i — = I
glx) 5 275 1 0.25 1 1.25 1 ; | an
Como f(x) > p(x) para toda x en el intervalo cerrado ; 4 — X
[—1.,0]. pero también g(x) > f(x) para toda x en el intervalo -1 0 Z_\/ 2 h\
cerrado [0.2].
Por lo anterior, se requieren dos integrales para determinar el i £
area lolal, es decir, una integral para el intervalo [—1.0] y otra para
el intervalo [0,2].
(—1.-5)
0 2
Area total = f l[f(x] = g{x}]dx-i—j; [g(x)— f(x)]dx
G 2
Area total = f I[[f’ — 222 x—D—Br—x2-1]dx +J; [Bx=x2—1)=(2® -2 +x-T)]dx
0 2 4 3 2 3 472
Arca total = 2 —x2—2x)dx+ Zx+12—1'3dx=li—x——_r2] flhatptigd
f 1{ ) fﬂ £ ] 4 3 I 3 4

263
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Area lotal = _[l+l = 1]+[4+§_4] -
4.3 3 12

El drea de la regi6n limilada por las curvas f(x) = x — 2 + x —1 y p(x) = 3x — x* — l.es de
37

i

unidades cuadradas.

2 ®e:Calcula el drea de la region acotada por las curvas f(x) — X — 6+ Bx y glx) = ¥ — 4x.
Solucién

Primero se determinan los puntos de interseccion entre las curvas, para ello se igualan ambas funciones entre
si y se resuelve para x. lo que resulta:

¥—6x24+8xr=x2—4xr x(x—4Nx—3H=0 x—3=0 x—4=0
3 x=4

-6l 4+ 8x—xT4+4x=0 =0 T

=T 4+12x=0

xx2—=Tx+12)=0

W,

Griaficamenle. tenemos: 3
0 1 2 3 35 4 4 \

0 3 0 -3 2625 O !

glx) 0 =3 —4 -3 BEiTs B

Los puntos de interseccion son: (0.0}, (3,—3) y (4.0).

Como f(x) > g(x) para toda x en el intervalo cerrado [0,3], 9 \
pero también g(x) > f(x) para toda x en el intervalo cerrado [3.4]. X

Por lo anterior. se requicren dos integrales para encontrar el -3 "‘\
drea total, es decir, una integral para el intervalo [0.3] y otra para q
el intervalo [3.4]. —4

3
)

4
Area total = ft [fx)— g(x]]dx+j; [g(x)— f(x)]dx

3 4
Area total = fu [(x? —6x2 +8x) —(x2 —4x)]dx +L [(x2 —4x)— (x* —6x2 +8x)]dx
Area total = fj(_r-" = ]2x)dx+f4{?xz —12x — x¥)dx

0 3

3 4
Area total = fu [f(x)—g(x)]dx + L [g(x)— f(x)]dx
Area total — j: [ —6x7 + 8)— (2 —4n)]dx + [ *[(x? —4x)— (8 — 622 +8%)]dx

3 4
Area total = L (-T2 ]2x)dx+L (Tx? —12x— xP)dx

264
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4 3 3 3 47
Area total = £ e —6_r'-’L + = G
4 3 3 45

Area total = [%_534‘54]4‘[?—96—6&1]—[63 _54_%]

Areca total =%—63+54+%—%—64—63+54+%=%

El drea de la regién limitada por las curvas f(x) — x' — 6x° + 8xy g(x) — x* — 4xesde 3 unidades
cuadradas.

EJERCICIO 24

. I. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

T 1. Determina el drea de la superficie limitada por la curva y = (x — 2)%, el eje de las x y las ordenadas

comespondientes x=0yx=4.

genéricas 2. Calcula el drea de la regién comprendida entre la curva y=/x, el ¢je de las x y las ordenadas

ﬁc % ; r=lyx=4 =

oo s 3. Determina el drea de la superficie acotada por la curva y = /1 ——. el eje de las x y las ordenadas

: x— —4 4 ' 16
: x=—4yx=4
E 4. Calcula el drea de la regién comprendida entre la curva y = x+/x? + 5. el eje de la x y la recta
s =2
P 5. Determina el drea de la superficie limitada por la hipérbola xy = 9, el eje de las x y las ordenadas
s x=3§x==6.
E 6. Calcula el drea de la superficie limitada por la pardbola Vx + ﬁ =2 y los ejes de coordenadas.
E 7. Determina el darea total de la hipocicloide x4+ :j?l =4
E 8. Calcula el drea de la region comprendida entre la pardbola y = 6 + 4x — x” y la cuerda que une los
5 puntos (—2,—6) y (4.6).
. 9. Determina el rea de la superficie limitada por la pardbola semiciibica y' — ¥* y la cuerda que une
. los puntos (—1.1) y (8.4).
E 10. Calcula el drea de la superficie acotada por lacurvax'y = x —l ylasrectasy = I, x = 1 yx = 4.
E 11. Determina el drea de la superficie limitada por la hipérbola equildtera x* — y* — 25, el eje de las x
: y una recta trazada del origen al punto (4,3) de la curva.
: 12. Calcula el drea de la superficie acotada por la pardbolay =4 — x’ donde x = —2ax = 2.
i 13. Determina el drea de la superficie encerrada por el lazo de la curva 4y" — ¥*(4 — x).
: 14. Calcula el drea de la region encerrada por el lazo de la curva ' = x (x — 2)%
. 15. Determina el drea de la superficie encerrada por el lazo de la curva }.1 = —x)
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8 Il. En equipo de dos personas, determinen las areas de las superficies acotadas por las siguientes
i curvas. Para cada problema traza la grafica correspondiente.
: 1. ¥=2p 2" =2py 8. v =6x =6y
: 2. Y =ax,x’=bhy 9, yY=4x,2x—y=4
. 3. Y=X@-1),x=2 10. y¥=2e2+y =4x
e 4. Y—xX—2x=2 1. Y=dxx=12+2y—y
5 P_v—dr=2 12. _‘V—ﬁx—.r:,x—}'
6. P Ay =4x=6 13 y¥=dr2x—y=4
3 2 y
1. y=x—3x,x=y 14. }'=4—x—.x=l—z
lll. Los ejes coordenados y las coordenadas del punto A(1,1) forman un cuadrado. Calcula la razon
de la mayor a la menor de las dreas en las que es dividido por cada una de las siguientes curvas.
X
. y=x' 4, y=lan—
: 4
TX
— 3 i
% y=wen 5. Ix+3y=2
3. y=uxe' 6. 32+ =1
IV. Para cada una de las siguientes curvas, calcula el drea de la regidn del primer cuadrante acotada
por el arco de curva que va desde el eje de las y hasta |a primera interseccion con el eje de las x.
1. y=¢€"senx 4 y=@-x’
2. y=sen(x+1) 5. y=x— 87+ 15x
3. y=e2cos2x 6. y=4e 2 cos%
QVOriﬁ:atl.ll resultados en la seccion derespuestas.s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s e e e e e ¥

Obtencién de dreas planas por integracién, cuando la diferencial
de drea es una funcién polar

Intfroduccion

Se trata de determinar el drea acotada por una curva y dos de sus radios vectores.
Supongamos que la ecuacion de la curva se representa por @ = f(f) y los dos radios vectores por OP,
y OD (figura de la pagina 267). Sean también « y (3 los dngulos que forman dichos radios vectores y el

eje polar.
266
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Aplicando el teorema fundamental del cdlculo integral, tenemos:

C

Primer paso

Con base en la figura anterior, el drea pedida es el limite de la suma de los sectores circulares construidos.

Segundo paso

Sean los dngulos centrales de los sectores Af,, Afl,, Afl,, etcélera, y sus radios . ,. ;. etcétera. En-
tonces la suma de las dreas de los seclores es:

1 1 1 1 = |
Egﬂlzﬂ.g] +5§L’J§ﬂ.92 +E§53ﬂﬂj +...+§gﬂ;ﬂ9n ZZE@?'&&

=l

1
Lo anterior, se debe a que el drea de un sector circular es igual a 3 radio por arco, entonces ¢l drea

del primer sector es igual a [%tpl ]{Lplﬂﬂj )= %gﬂfﬂ\ﬂl.

Tercer paso

Aplicando el teorema fundamental del cilculo integral, resulta:
n
1 a1
lim 3"~ 208, — [ =2 do
n mg 2 ‘pr * o 2 Lfg
Por lo anterior. el drea barrida por el radio vector de la curva cuando pasa de la posicion OP, a la

posicion OD, estd dada por la [érmula:

Arca:%l;ﬂtpldﬂ

i

Sustituyéndose de la ecuacion de la curva el valor de ¢ en términos de 8.

1 p8
Por tanto, el elemento de drea para Ef ©*>df en un sector circular de radio ¢ y dngulo central df.

267
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EJEMPLOS .
%]

lo

em

EL

1 1Y e
Solucién
Sustituyendo directamente en la férmula de drea, tenemos:

N T L et vy % 2
Arca_-i"; @ a‘ﬂ_EL (acosd) dg_‘?'g-fn cos2fdf
Al aplicar la identidad trigonométrica cos?f = . + %cos 28 se tiene:

_a 3o a ey
59_41; d9+4j; cos20d6

1 2

a’ ?lr 2 _‘11 ;1 L.
?L oS Bdﬂ—?j; [E—Fiwﬂé‘

Integrando directamente 1 y 2 por las formulas 1 y 9, respectivamente, resulta:

2 .7 1 .7 2 2 =
[ a0+ 2 [Feos2edn — |1 d 49 3“3"29 ;
0
o s i az[z] azscrﬂ[E]
L as ri - 3 3)| |a*(0) | a’sen2(0)
4f” d9+4j; cos 200 =|— 2+ —— e

2 x 2 et 2 3
a g a 3 _aTm a 3
5 j:' d9+—4j; cs20d0=——+—

=0.37a*

unidades cuadradas.

2 ®e:-Determina el drea total de la superficie limitada por la curva ¢ — a sen 20.
Solucién

Para elaborar la curva dada se tiene:

m;n’*' Determina el drea de la superficie limitada por el circulo ¢ — a cos f y las rectas # = Oy 7 — 60.

El drea de la superficie limitada por el circulo ¢ — @ cos # y las rectas @ = 0y @ = 60°, es de 0.37a"

o el oo BESl C BEadll c EEA . Bl oo Bl
12 2] 4 3 12 2 12 3 4 & 12

S RN BN RN . R - R R
2 2 2 2 2 i 2 2

Jiv REsdy ow RS V= gy 1w QIR s EEDY Sx

12 & 4 3 12 2 12 3 B & 12 2K

1 Nail . [ 1 O e , ey 1 D

2 2 2 2 2 o 2

Nota: para tabular y graficar, consideramos el valor de g — 1.
|
|

268
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Rosa de cuatro hojas

Puesto que i — 0 cuando # varia desde 0 a Z, describiendo el drea de una hoja, por lo que el drea total
es igual a cuatro veces el area de dicha hoja.

Sustituyendo en la [6rmula del drea, tenemos:

Area total = [ ]f ©ldl = 2f

. S . o 1 1 )
Al aplicar la identidad trigonométrica sen®20 = — ——cos448 se ticne:

(SR}

(asen20)2df = 2a f 2sen?20d0

x . 1 1 » oh
1 72 canz _ Rt X B 2 2gn_a2[72
Zafu sen 29d9_2afn[2 2«:0549]@‘3 aj;di? Iﬂj;} cos40d0
1

Integrando 1 y 2 directamente por las formulas 1 y 9, respectivamente, resulta:

w

5 [ 2 B -1_‘125‘3"491
aj:} de af“ cos40d6 — a0 T T

4 | 2

N = 33"4[ ] [ 20y a’ scn4{(]} alw

2
El drea total de la superficie limitada por la curva ¢ — a sen 20 es de LT \nidades cuadradas

3 ®e-Determina el drea de la superficie encerrada por la curva ¢ — a (1— cos )
Solucién

Para elaborar la curva dada se tiene:

W

0 s T 375 3_?r 5w Fé s bw Ax 3w . bw Ix 1=
& 4 3

3 =2 3 Bil & I

ral =
[*]

I
o
=
o
&|

l

l

[

D 0134 0292 05 1 L5 1307 1866 2 1.8B86 1788 1.5 1 05 0292 0134 O

269
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=

Cardioide

Puesto que la curva es simélrica con respecto al eje x, el drea de la superficie encerrada por la curva
i = a (1— cos @) para cuando @ varia desde 0 hasta 2, es dos veces el drea que describe el radio vector
desde ¢ = 0 hasta ) — 7.

Sustituyendo en la férmula del drea, tenemos:

B 1 i 2 _ S 2 B T 2 3
Arcacnccrmda_Z[E]fm @ dﬂ—j; [a{l—cosﬂ'll] dﬂ_"; a-(1 —2cos 8 + cos“@)dd

Arca cnccrmda=aljwdﬂ—zaszcosﬂdﬂ-l—azfrcoslﬂdﬂ'
D , 0 o Jo

1 2 3

Integrando 1 y 2 directamente por las férmulas 1 y 9, respectivamente, resulta:

alj;ndﬂ—Za?J:cosBdﬂ=[a36'—24113cn9];

| |
Para la integral 3, aplicamos la identidad trigonométrica cos’# = 5 + Ecos 24, tenemos:

w b | ] ﬂz ™ ﬂz n
2 20— 2 2 g - = 2
{a j;] cos~df=a fo [24—2-::{]529]49 7 L df+ 3 J;] cos20d80
a b

Integrando 3a y 3b directamente por las férmulas 1 y 9. respectivamente. resulta:

L

afl  a’sen2f
S +
4

a* pr al p=
—z-fn d“'ﬁ'.‘; c0s20d6 =

0

Al escribir de forma unificada el resultado de cada integral, tlenemos que:

w
aft  a‘sen2d

Area encerrada — |a%0 — 2a%senf + - + 4

i)

270

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 2110



14/2/2017 Bibliotechnia -
UNIDAD 4
Aplicaciones de calculo integral
2 m
Arca encerrada = 30—23 —2a’senf+ L
2 2g:
Area encerrada — 3a. () _ E'HEs;crllt'.rr’}—I-&z(mI
1 2
_j3a () —Zalscn{ﬂ}+—-——a senl[[)}l
Area encerrada = 3%
2
El drea de la superficic encerrada por la curva ¢ = a (1 — cos /) es de — unidades cuadradas.
L

EJERCICIO 25

. I. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

1. Determina el drea de la superficie encerrada por cada una de las siguientes curvas.
comespondientes

Competencias

., 0
a) p=72cos?—

genéricas g ¢? =;3—+c0526'
Compelencias
disciplinares by @=3+cos30 B @ —2+sen3d
2 0 . S
) :,ﬂ=scrr§ i) @* =asennf
Do L
d) ©—2—cosd 1) =cos30—2cosf
&) @ —4sen20 k) * =cos36—cosf
D ¢?=acos30 ) ¢?=acosf+bsenf

2. Calcula el drea de la superficie limitada por la paribola ¢ =

2w

1+ cosé

5 G s 3 ; f :
3. Calcula el drea de la superficie limitada por la parabola ¢ = asec? 5 que interseca entre la curva y

ylasrectas ! =0y 6‘:-?.

el lado recto, es decir, la cuerda trazada por el foco, perpendicular al eje de simetria.

I I I O
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m

4, Calcula el drea de la superficie limitada por " = a” sen 40.
5. Calcula las dreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas y las rectas dadas.
a) gp:[anf;'+gccg;ﬂ':{},9:g c) c,o:ascn9+bcos.9:9=ﬂ,l9=§
0
i T w
) ¢ 2 5 ) ¥ 1
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: 6. Calcula el drea del lazo interior de la disectriz ¢ — a (1—2 cos #).
7. Calcula el drea de la superficie interior al circulo 3p= J3cos 28 y al bucle de la curva ¢ = cos 2]
. desde 8=—_ hasta =2,
. 4 4
: 8. Calcula el 4rea total de la curva &' = a’ cos 20.
. 9. Determina el drea en comiin que tienen los siguientes pares de curvas.
a) .,92_-::05. 20, f,al_scn 20 e) tp:ﬁmsﬁ,tpz :ﬁs«cn?ﬂ
b) @=-/2send, p? =cos20 ) w=+6cosh, o= 9cos26
) p=1—cosfl, p=senf g ¢ =2cos20, =1
d)y w=3cosl,po=1+cosl h) p=14cosl p=1
10. Calcula el drea de la superficie interior al circulo 3 — +/6sen2@ y al bucle de la curva " — cos 24
desde #=—Z hasta 6—Z.
4 4
11. La cara de un travesafio arqueado es la regién acotada por la curva ¢ = 4 cos 20. ;Cudnlo material
se necesila para cubrir la cara de dicho travesano?
12. Determina el drea limitada por un rizo de la curva ¢ — a sen nfl, donde n es un nimero entero
positivo.
Q Verifica tus resultados en la seccion derespuestas.s « « v s s s s s s s s e m s s e e nn e a0 a0 o

Obtencién de volimenes de sélidos de revolucién por integracién

Introduccién ¥

Sea Vel volumen del solido de revolucion que se gene-
ra haciendo girar una superficie plana ABCD alrededor

del ej

v = f(x) (figura de la derecha).

Primer paso

Dividiendo el segmento AB en n partes, cuyas longitudes
sean Ax,. Ax,, Ax;,..., Ax, y haciendo pasar por cada

punto

Dichos planos dividirdn el sélido en n placas circulares.

e x, siendo la ecuacién de la curva plana CD,

de division un plano perpendicular al eje de las x.

Si dentro de la superficie plana ABCD se construyen b
rectangulos con las bases Ax, Ax,, Ax...... Ax enton-

ces cada rectingulo genera un cilindro de revolucion

cuando la superficie plana ABCD se hace girar.

272
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De esta forma se obtiene un cilindro correspondiente a cada una de las placas circulares. (En la figura in-
ferior, se observa que n = 4 y se ven dos cilindros). El limite de la suma de estos n cilindros (n — +o0)

es el volumen buscado.

Segundo paso

Sean ¥,. ¥, Vye.oo ¥, las ordenadas de la curva CD en los puntos de division en el eje de las x. Entonces
el volumen del cilindro generado por la superficie del rectangulo AEFC es wy,” Ax,. y la suma de los
volimenes de todos estos cilindros es:

TyrAx, + Y3 Ax, + TyrAx, +.. TR Ax = Z?r_vf.ﬁxl

i=l

Tercer paso

Aplicando el teorema fundamental del célculo integral (teniendo como limites OA = a y OB = b), resulta:

n
b
lim ) my?Ax, = f my? dx
a
i

A0 .
=

Por lo lanlo, el volumen que se genera haciendo girar alrededor del eje de las x la superficie limitada
por la curva, el eje de las x y las ordenadas x = a y x = b estd dado por la férmula:

1«';=?th_'¢2:1‘);

En la que se ha de sustituir, deducido de la ecuacion de la curva dada, el valor de y en términos de x.
b

Esta ecuacion V, =7 f y? dx es ficilmente comprensi-
i

ble si consideramos una rebanada o placa delgada del sélido
formado por dos planos perpendiculares al eje de revolucion D
y observamos esla placa circular como, aproximadamente,
un cilindro de altura dx y base de drea wy’. Evidentemente, c
el volumen de un tal cilindro es 7y” dx. Dicho cilindro es el s
elemento de volumen buscado.

De la misma manera, cuando Oy es el ¢je de revolucion \

it

b
de la formula del volumen es: Vy = ?rf y2dy.
a

0| .lA

-

7
i

v
o e

En la que se ha de sustituir, deducido de la ecuacion de
la curva dada. el valor de x en funcion de y.
Si las ecuaciones de la curva CD de la figura de [a derecha /
se dan en forma paramétrica, x = f(f), v = ¢(f). entonces se de-
b
be sustituiren V. — f ¥2 dx los valores y = ¢ (f), dx — f{(0) dt

a

y cambiar los limites en I, y 1,, s5i f — 1, cuando x — a,
=1, cuando x = 0.

273
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EJEMPLOS

s

w Solucién

Grificamente, lenemos:

Solucién

Graficamente. tenemos:

0 1

2

0 +282

+4

o

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

Dividiendo el drea mediante [ranjas verticales, cuando el
rectingulo genérico gire alrededor del eje x se produce un
disco de radio v, de altura Ax y de volumen my* Ax. La
suma de los voliimenes de los n discos, correspondientes a
los n rectiangulos siendo el volumen pedido:

b 2
Y = i‘]’f ydx = ?rj 8xdx =lamx?]i = 167

.. El volumen generado en la rotacion del drea del
primer cuadrante limitada por la pardbola y* — 8x
y la ordenada correspondiente a x — 2 con respecto

al eje x, es de 167 unidades cibicas.
|
|

274

2 . . ) ) .
o }%’ *_D-Calcula el volumen de la esfera que se genera haciendo girar el circulo x° + y* = * alrededor de un didmetro.

Dado que y* = ¥ — x” y que el volumen buscado
es dos veces el volumen dado por OAB.

Como OX es el eje de revolucion, tenemos que:

VI=2:Irfh_v2dx

=
.  2mx?
2mrex—

b
V, =27 [ (¢ —xV)dx =

b
Yol Y3 3
V_=2arX(r) —% = 4?::"

El volumen de la esfera que se genera ha-
ciendo girar el circulo x* + y* = ¢ alrededor

3

de un didmetro es unidades cubicas.

2 ®e-Determina el volumen generado en la rotacién del drea del primer cuadrante limitada por la pardbola y* — 8x y
la ordenada correspondiente a x — 2 con respecto al eje x.

P2,-4)
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3 e®e:Deiermina el volumen generado al girar el drea limitada por la pardbola y* — 8x alrededor de la ordenada
correspondiente a x = 2.

Solucién

Grificamente, tenemos:

X 0 1 2
b § 0 +2 82 +4

Dividiendo el drea mediante franjas horizontales. cuando el rec-
tangulo genérico gire alrededor del eje y se produce un disco de radio
2 — x, de altura Ay y de volumen 7(2 — x)P Ay.

El volumen buscado es dos veces el volumen engendrado por

— 8x, es decir:

(2.4)

=1

V,=2r ["xtdy=2x [ 2~ x2ay

2y e
v, —ETJ 32 ]fh—’??rf[ —i—l-— dv
- b A
Bﬁl;?d_v 'ﬂ'f vd\:+12 “wa"u

, 4 (2,—4)
3 f 2 ¥

Foiiy D g A | s, O (DN 3368
3 160}, 3 160 15

. El volumen generado al girar el drea limitada por la pardbola y° — 8x alrededor de la ordenada
2
correspondiente a x — 2, es de

3 unidades ciibicas.

Volumen de un sélido de revolucién hueco

Cuando una superficie plana gira alrededor de un eje situa-
do en el mismo plano, y este ¢je no corta a la superficie, se
forma un so6lido de revolucion hueco.

Considerando el siguiente ejemplo, el sélido que se
obtiene haciendo girar alrededor del eje de las x el recinto
ACBDA de la figura de la derecha.

Haciendo pasar por el sélido un sistema de planos equi-
distantes perpendiculares al eje de revolucion Ox. Siendo
Ax la distancia entre uno y otro. Entonces, el solido se divi- 4
de en placas circulares huecas de espesor Ax. Si uno de los ¥ b
planos que dividen el sélido pasa por M, la placa circular
hueca con una base en este plano es, aproximadamente, un

275
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cilindro circular hueco cuyos radios interior y exterior son, respectivamente, MP, (= v,) y MP, (= y,). Por
lo tanto, su volumen es w(y,” — ¥,°) Ax. Sean n cilindros huecos, siendo b — a — n Ax. El limite de Ia
suma de estos n cilindros huecos cuando n — oo es el volumen del sélido de revolucién hueco. Entonces:

b
VI=?r[ (}-‘%—}f)dr (siendoy, >,)

b
El elemento de volumen en V| =7rf (y3 — ¥ )dx es un cilindro hueco con radio interior y,, radio
a

exterior y, y altura Ax. Los radios y, ¥ ¥, son funciones de x(= OM) que se obticnen de las ecuaciones de
las curvas que limitan (o la ecuacion de la curva que limita) a la superficie que gira.

EJEMPI.OS

%{f li ®s-Calcula el volumen del sélido anular (toro o argolla) que se forma al hacer girar un circulo de radio a al-
E. rededor de un eje situado en su plano y exterior al circulo, que dista de su centro b unidades, siendo b > a.
s

Solucién

Sea la ecuacién del circulo: x* + (y— b =da
Siendo el eje x el de revolucion y despejando y resulta:

24 (y—bP=a?
(y—bP =a®—x v, =b—a?—x?
+.J(y—b)? = +Ja? —x? Y, = fpale?
(y—b)=+Ja* —x*

Sustituyendo en la férmula del volumen se obtiene:
v =:rrff_v§ — y2)dx = :rrf_’:[{b S T—BY i dF P i
V. = ?rfﬂa[(bl +2baE — 22 +a? —x2)— (b2 — 2ba? —x? +a? —x2)]dx
V= [ (02 +26Va =3 + 0> —x2 — 2 + 267 — 3 —a? + x2)dx
Vo= [ abJa® =57 dx = 4br [ Ja? 27 dx

Aplicando la férmula 23 se oblicne:

a 2 @
V= 4b9rf Jal —xldv=4bw %-‘p'al —xr %amscn%

ia

x v}
2b wxva® —x* + 2a’brarcsen—

V.=
a

-

276
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|2£m'(a'} a? —(a)? + 2a?brarcsen S
a

2bm(—a)Ja* —(—ay* + Zazinrarcscn[_—a”
a

NS

V. =2abr(0) + 2albw[” +2ab(0) — 2a%b

2

—g] = a*br? + atbw? = 2a%brw?

El volumen del sélido anular que se forma al hacer girar su circulo de radio a alrededor del eje x
que diste de su centro b unidades, es 2a°bz* unidades cibicas.

Un sélido de revolucién puede dividirse en cascaras cilindricas haciendo pasar por él un sistema de

cilindros circulares cuyo eje comiin es el eje de revolucion. Si el drea ACBD de la figura de la pagina 275
gira alrededor del eje y. puede obtenerse:

b
V = Zﬂf (¥, — ¥ )xdx. Siendo OM = x,MP, = y,. MP, = y,

El elemento de volumen es ahora una céscara cilindrica de radio r, allura y, — y, y espesor Ax.

2 ®e-Calcula el volumen del sélido engendrado haciendo girar alrededor del eje x, la superficie limitada por los
siguientes lugares geométricos: ay’ = x', y = 0, x = a.

Solucién

Siendo el eje x el de revolucion y despejando y de ay” = 1 resulta:

ot =x>
a_X
}, Py
a
=
}r:‘_ ]
a

Dudo que y, — 0, sustituyendo en la [6rmula de volumen se liene:

o)

A
4l 4a 4

b | =i 3

wre
V:_
¥ a-n

o
dr==
a

El volumen del sélido engendrado haciendo girar alrededor del eje x la superficie limitada por
3

ay’ =X,y =0, es de Yy unidades ciibicas.

277
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Solucién

2},2 — I3
_.|
=
: 2
x?
¥y = | —
¥ 2

3 ee:Calcula el volumen del sélido que se engendra haciendo girar alrededor del eje y, la superficie limitada por
los siguientes lugares geométricos: 2y" = x. y =0, x = 2.

Siendo el eje y el de revolucion y despejando y de 2y* — ', resulla:

Puesto que y, = 0, sustituyendo en la férmula de volumen se tiene:

b 2 5 2r 23

2y =x,y=0,esde 327?'- unidades ctibicas.

7 7

g 11 7
v 2m|x2 _ 417_1.'21' - 4(2)2 - 4m(8) B 327
Yozl 7 W2k W2

2 ko

El volumen del sélido engendrado haciendo girar alrededor del eje y la superficie limitada por

EJERCICIO 26

Escribe los mimeros
cormespondientes :
it 1. y=x,py=0,x=2
genéericas
2. Unaarcada de y = senx
disciplinares
. 3. Unaarcada de y = cos 2x
. ¥ x 3
2 4. La hipocicloide x3 +y3 =a?
5. y=e,y=0,x=0x=35
5 6. y=x£,y=0,x=1
- 7. Labruja(x® +4a”)y=28a,y=0

278
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8.

9,

10.

I. En grupo y con asesoria de su profesor, calculen el volumen del sélido engendrado haciendo girar
alrededor del eje x, la superficie limitada por los siguientes lugares geométricos:

o 46~

y=x —6r,y=0

0y’ + 16y" = 144
Y=2—-xy=0x=0,x=1
Y@4+x)=1y=0x=0,x=400
x—1y=2y=0x=2x=35

Y2a—0=x.y=0,x=a

10/10



14/2/2017

Bibliotechnia -

UNIDAD 4

I I I I I I I I I I A A O A R I O I O I B )

2
3
4.
3

-2

Aplicociones de calculo integral

ll. Calcula el volumen del sélido que se engendra haciendo girar alrededor del eje y, la superficie
limitada por los siguientes lugares geométricos:

y == ==} 2==1} &:
0x* + 16y" = 144

y=ar,y=0,x=a

2 2
-
b

af _f,y_ﬂ,_r_a

b

a

7

y=x,y=0,x=2
_vl_g—x._x_(] 8.

L=16—y,y=0

lll. Determina el volumen generado en la rotacion del drea comprendida entre la curva correspondiente
y el eje x con respecto a las siguientes rectas:

I,
2

y=4x—x5y=3 6. y=3x—x7y=x
¥W=xhx=14 T y=ahy=x%
2 S
}’=9—I2:}’=I+E 8. y=243x—x3y=—4
4 9. y=dx—xiy=6
y=6x+y=7
- : 10. y=24+5L—y+3=0

Vr+fy=tLx+y=1

Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

Calcula el volumen que se engendra si la superficie limitada por la curva y = sec%, clejede las x

1
y las rectas x= iE gira alrededor del eje de las x.

Calcula el volumen del sélido engendrado haciendo girar una arcada de la cicloide x — a () — sen ),
v = a (1— cos ) alrededor de su base Ox.

Si la arcada del problema anterior gira alrededor del eje v. ; cudl es el volumen?
Dada la curva x — 1, v=4r - £ determina:
a) El drea del lazo.

b)Y  El volumen del solido engendrado por la superficie interior del lazo, cuando gira alrededor del
eje x.

Gira alrededor de cada eje la superficie limitada por las dos pardbolas v* — 9x y y* — 7 — x. Calcula
los voliimenes respectivos.

Gira alrededor del e¢je polar la parte de la cardioide, r — 4 + 4 cos 0, que estd entre las rectas
! =0y =90° Calcula el volumen.

El drea debajo de la curva y — ¢* sen x, desde x = 0 hasta x = 180°, gira alrededor del ¢je de las x.
Calcula el volumen del sélido que se genera.

Calcula por integracion el volumen del cono truncado que se engendra haciendo girar alrededor del
¢je x la superficie limitada por las rectas: y = 6 — x, y = 0, x = 0 y x — 4. Comprueba el resultado
por la férmula geométrica.

279
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9. Calcula el volumen del esferoide achatado que se engendra haciendo girar alrededor del ¢je v la

2 |2
2 T e
superficie limitada por la elipse — + b_2 =1,
a2

LRI )

10. Utilizando las ecuaciones paramélricas de la hipocicloide x — a cos’d, y — a sen’f). Calcula el vo-
lumen del solido que se engendra haciéndola girar alrededor del eje x.

°V¢riﬁc.'—1t1.|: resultadoc en lasoccion derespuestas.e s s s e s s r s s v s st mp e s e 0w .

Obtencién de volimenes de seccién transversal

Areas de superficies de revolucién

La superficie de revolucion estd engendrada haciendo girar alrededor del eje x del arco CD de la curva
¥ = f(x), tal y como se muestra en la siguiente figura. Se quiere medir el drea de dicha superficie. utilizando
el teorema fundamental del cdlculo integral.

Primer paso

Dividiendo el intervalo AB en subintervalos Ax,, Ax,,
Ax,, etcétera y levantando ordenadas en los puntos
de division. Trazando las cuerdas CE, EF, etcélera, de
la curva. Cuando la curva gira, cada cuerda engendra la
superficie lateral de un tronco de cono de revolucidn.
El drea de la superficie de revolucion se define como
el limite de la suma de las dreas laterales de dichos
conos Lruncados.

Segundo paso

Con el fin de tener mayor claridad de comprension, tracemos el primer tronco de cono en tamafio mds
grande (figura inferior). Siendo M el punto medio de la cuerda CE. Entonces:

Area lateral = 27 (NMYCE)

donde el drea lateral de un tronco de cono de revolucion es igual a la
circunferencia de la seccidn media mulliplicada por el lado del tronco.
Para aplicar el teorema fundamental del célculo integral, es necesario
expresar este producto como [uncidén de la abscisa de algiin punto del
intervalo Ax,. Empleando el teorema del valor medio, obtenemos la
longitud de la cuerda CE. es decir:

I
CE=[1+f'(x P Ax, (1)

Six; es la abscisa del punto P, (x,.y,). del arco CE, donde la tangente
s paralela a la cuerda CE. Sea R el punto en que la recta horizontal
trazada por M corta QP (y,). designemos RP, — £, entonces:

NM —y, — & (2)

280
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Sustituyendo (1) y (2) en la ecuacién del drea lateral se tiene:

|
Area lateral = _'Eirn[j,'1 =& }[l + f’[xl )2 }E ,f_\xl

(Primer tronco de cono)
De la misma manera:

1
Area lateral =2m(y, — 52}[1 + fl(x, )3]2 Ax,

(Segundo cono truncado)
Continuando sucesivamente resulta:

1
Area lateral = 2m(y_—¢ )ll + flilx P }5 Ax (Ultimo tronco del cono)

Por lo tanto, la suma de las dreas laterales de los conos truncados. se escribe:
a i
> 2wy, — &)1+ & P Ax,
o

n | n |

> 2ay i+ f@)P | A —2m) JE (14 f1 P Ax,
=1 i=l
Tercer paso

Al emplear los limites OA = a y OB = b y aplicar el teorema fundamental del calculo integral en la
siguiente suma, se tiene:

lim i'}ﬂ'}’;[] +f’(.r:.)2]% Ax. = [bZTI'_V[l + f(x)? ]; dx
00 J'—l ~wa

n !
El limite para —Eﬂzg‘f[] +f'{xl-}]1 Ax. cuando n — oo es igual a cero.
i=l

El drea de la superficie de revolucion generada haciendo girar el arco CD alrededor del eje x viene
dada por la férmula:

| -

SI=2W£’_1,-’1+[%]T¢

donde S, representa el drea buscada.
- - L) . " y F'
La férmula anterior también se puede escribir como: S=2m I vds
g g

d
Cuando el eje y es el de giro empleamos la [6rmula: =~ § =2x f xds

b .d
Para las formulas, § = wa ydsy § = ZTTJ xds, ds puede tomar cualquiera de las tres siguientes
formas. ! _

I
dyY dxY' 2 N
1+[—-"] |+[—] l dy = (dx® + dy?)?
dx dy

De las tres formas anleriores. emplearemos la primera o la segunda, segiin sea la variable independiente
que hayamos elegido; la tercera, si la curva dada estd definida por ecuaciones paramétricas. Para utilizar

cualquiera de las [6rmulas para determinar el darea de las superficies de revolucion, es necesario calcular
primero el valor de ds.

B | =
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E_‘{EMPI.OS *

L

[ *' El arco de la pardbola ciibica 9y — x*, comprendido entre x — 0y x — 2, gira alrededor del eje x. Determina el
E. / drea de la superficie de revolucion que se engendra.

Solucién

Primero se calcula la derivada de la funcion dada lo que resulta:

Oy—x?
T . @y 3% x
.. gk 9 3
<Y

Entonces ¢l valor de dfs es:

1
R il
ds:l[—l—[{{}] ] di =

! | 1
12z 45 4
1+[Jr ] dx=[i+—" ]‘dx=[9“ ]2dx
dx 3 9 9

1
ds = %[9 +x*)2dx

Sustituyendo en la férmula del drea se tiene:

b 2 ) 2 2w p2 5
= = PR | g 432 s A2 43
S, irj; y ds 2wjolg]3(9+x) dx ﬂL(qﬂndx
2

3

= 2
4% 3

s~ (1)) e :1@“4,2]

= l4a)l27 3 81 "

2
T 3 x 3 1257 27w 98w

S =—[94+ 2 ——[9+(0)*]2 = = =

* 8][ {]} 8][ [}] 31 31 g1

El drea de la superficie de revolucion que se engendra por el arco de la pardbola ciibica 9y = x|

comprendido entre x = 0 y x = 2, y que gira alrededor del eje x, es = 9_3]15 unidades cuadradas.

2 ®e:-Determina el drea de la superficie de revolucién engendrado haciendo girar alrededor del eje x la cicloide
cuyas ecuaciones paraméltricas son x — a(fl — sen f1), y — a(l — cos ).

Solucién
Primero se calcula la diferencial de la cicloide, resuliando:

x=a(f — sen &) y=a(l —cos )
dx = a(l — cos 1) df dv=asen 0d0

Entonces el valor de ds es:

! s 1
ds = (dx? + dy?)? = |(a(1 — cos8)dB) +(asenBdb)]? = [a2(1 —cos#)2d?0 + a’sen?0d20]2

I
ds = (az [(] —cosi? + S{:nzﬂ]dzﬂ}l — a(l —2cos @+ cos? 0+ sen’H)2dP
|
|

282
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Por la identidad trigonométrica sen’ + cos’f) = | tenemos:

| I 1
ds = a(l—2cos0+ 1)2d = a(2 —2cos0)2d = au@(] —cosf2dh

Sustituyendo en la férmula del drea, tenemos:

In E
S, _Z?rf ‘rds_l?rf a(l—cos® av'r_(l—(,osﬂl’dﬁ 2f~mj; (1—cos8)2 do

. - : . 0
Aplicando la identidad trigonoméltrica 2sen’ i 1 —cosf tenemos:

L

3
2z i 27 7
S, = 22ma? [ (1-cos0)s d0 — 22xa? lzseni E}I do

S, = 2\27a® f fQSCn - dﬂ Euf'_?mj fﬂscn —

S = 242na? J;] 2 2sen’ —dﬂ E'.Traf scn3§a‘9

Aplicando el método de integracion para productos de potencias impares de senos y cosenos (caso ),
resulta:

2o
2 P 16ma? cos? g
S = Simlfu scn35d9 = |- 16ma? c:055+ 3 |
(2ry 16ma’cos’ == < 0 1674’ s>
S =|-16ma’cos + —l6ma? cos—+ 2
* 2 3 2 g
2¢_ 2
R =l—16?m2(—l}+—16m;( ”l— —15m1(1)+—]6m: “}]
2 2 i 2
S =l6ma’— ong +167a’ — thaw 32wa’ —- 2;“1 = 64:“

El drea de la superficie de revolucion engendrada haciendo girar alrededor del eje x la cicloide
2

x=a(f — sen ), y=a(l — cos f), es unidades cuadradas.

3 ee:-Calcula el drea de la superficie que se engendra cuando el arco de la pardbola y = x*, desde y = 0ay = 2,

gira alrededor del eje v.

Solucién

Primero se calcula la derivada de la funcion dada, resultando:
y=x . dx 1

x=Jy Ty 20y
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Entonces el valor de ds es:

1

feffobfTTo-tosfs
a-{ty a1

Sustituyendo en la férmula del area, tenemos:

'?»;rf .l.d.r—li"f J‘{ JW

7:1(4_\;+1}2
6

ds =

=fmd‘.

[ R

- w4+ I] 7r[4(ﬂ}+ 1]2 27?7 m 13m

5 = _BF
, 6 6 6 6 3

v

El drea de la superficie que se engendra cuando el arco de la pardbola y = x*, desde y = 0a y = 2, gira

16
alrededor del eje v, es de Tﬂ_ unidades cuadradas.

Volimenes de seccién transversal

Considerando la ligura de la derecha, todas las seccio- ¥
nes transversales por planos perpendiculares al eje x £
son circulos. Si OM = x, MB = y. entonces el drea B
de la seccién transversal ABCD = ny" = « [op(x)]’, si e
= ¢{x) es la ecuacién de la curva engendradora OBF. T

Por tanto, el drea de la seccién transversal por cualquier / L/
plano perpendicular a Ox es una funcidn de su distancia /i M| N
(= x) al punto O. Iy

Siempre que sea posible expresar el drea de una sec- ANE ;
cion cualquiera del sélido, que sea perpendicular a una Il:-
recta fija (como el eje x), como funcion de su distancia
de un punto fijo (como el origen O). H

Al dividir un sélido en s rebanadas, cada una de
espesor Ax, por secciones equidistantes perpendiculares
al eje x.

Sea EDF una cara de una de las rebanadas y sea ON = x (figura de la pagina 285). Entonces, por hipdtesis:

Area (EDF) = A(x)

El volumen de esta rebanada es igual. aproximadamente a, drea (EDF) Ax = A(x) Ax (base x altura).

n
Entonces, ZA{II. }&rr., representa la suma de los volimenes de todos esos prismas.
il

284
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Es cierto que el volumen pedido es el limite de esta z i
suma; por tanto, y de acuerdo con el teorema fundamen- T
tal del cdlculo integral, se tiene: fl ™
E _.'.I ._",_..
. & i} S Z / Jc
lim EA[J,I-J.&I‘. = f A(x)dx, porlo tanto, resulta: i
mosoa’ Ty i 14 A X
N .'I. Y ‘M
A n ,"II .-/
V= f Alx)dx
- A

El elemento de volumen es un prisma (otras veceses ¥
un cilindro) cuya altura es dx y cuya base tienc de drea
A(x). Es decir, dv = A(x) dx.

Si las secciones son perpendiculares al eje v el volumen,

I3
viene dado por V = f A(v)dy donde A(y) es el drea de
¥

la seccién en y.

EJEMPLOS .

O e - . ; ;
{3 W.- La base de un solido es un circulo de 5 cm de radio. Todas las secciones
-

empl

perpendiculares a un didmetro fijo de la base son cuadrados. Calcula
el volumen del solido.

C
| =

Solucién

Sea la base el circulo x* + y* = 25 en el plano xy y Ox el didmetro fijo
(figura de la derecha). Con base al enunciado la seccion PSRQ perpen-
dicular a Ox es un cuadrado, cuya drea es 4y°, si PQ = 2y. De la ecuacion
X + ¥ =25, se tiene que y° = 25 — x7; el drea de la seccién PSRQ que
se representa por A(x) es igual a 4_1,'2, es decir, 4(25 — x°).

Aplicando la férmula de volumen se tiene:

V=ij(xjdr:fiéi(ZS—f)dr

V= IODIde —4‘[}2 dx =|1m_r—4—fr_

A(5)

V=[]00(5}—

]_[100{_5}_4“5}3} 500 500 _ 2000

=500——=+500—
3 3 3

El volumen del solido es cm’.

285
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Z ®e:Calcula el volumen de un conoide recto de 12 cm de altura (h). cuya base es el circulo T+ _vi = 8x de
4 cm de radio (r).

Solucién

L&l

Dada en la figura de la derecha. considera una seccion POR perpen-

dicular al eje Ox, siendo dicha seccion un triangulo isosceles. donde 1 €
RM =y, es decir:
RM = \8x+ x?
Dicho valor se obtiene de la ecuacién x* + y* = 8x que representa h [k

a la circunferencia ORAQ.
De la seccién POR se observa que labase RQ =2y = 2y8x—x?

4@
y la altura MP = /i = 12 cm, entonces el drea de dicha seccion es: ke

ok
Alx)=

-yl
L R TR N e

Aplicando la férmula de volumen se tiene:
oy 2 ]
V= [Awdr= [T12V8x - dx =12 VBx—x?dx

Aplicando en la integral resultante el primer método para resolver integrales reducibles a inmediatas por
suslitucion algebraica, resulta:

8

B =
Ve 121; JBr—=22 di = 12[“‘ : o R

V= IZII:S;ZLH“I'E(B) — (%)% +Barcsen ® ; 2

V = 12(8) arcsen (1) — 12(B)arcsen (—1) = %[g

0

L 12[“};4},&0}— P 4 s 29

4

+ 96[3] — 967
2

- 3
El volumen del conoide recto es de 967 cm'.

Nota: se debe comprobar que el volumen del conoide debe ser la mitad del volumen del cilindro de la
misma base y altura.

3 ®e:-La base de un sélido tiene la forma de una elipse con el eje mayor de 20 cm y eje menor de 10 cm calcula el
volumen del solido si cada seccién perpendicular al eje mayor es un triangulo equildtero.

Solucién

Situemos la elipse como indica la figura de la pigina 287: sea 2a la longitud del eje mayor, cuyo valor es
de 20 cm, donde se deduce que a = 10; de igual manera, sea 2b la longitud del eje menor, cuyo valor es de
10 cm, donde se deduce que b = 5.
2 2 2 2
Entonces la ecuacién de la elipse es ’1—,} I ET = 1. es decir: X -+ ¥y 1.
a b 100 25
La seccion ABC del solido es un tridngulo equildtero de lado 2y y altura +/3 (la altura se obliene mediante
“ el teorema de Pitagoras).

286
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El drea del tridngulo es: 74
B
A1) (base)altura) !
2 i .
EA
e»(V3y) =, A |
A(x)szsﬁ}' L-_-; f
De la ecuacion de la elipse se tiene: P !
. | 5
x? y2 f a : ] \
21 asi- =X
00 25 M
100 x2 "
Y=
’ 2 A

Por lo tanto, el area de la seccion ABC es:

52
A(x) = ﬁ['m;’" ] _ ?fim—xlj

Aplicando la férmula del volumen se liene:

g 10 /3 g J3 S

V=L A(;}dx:fm—rt{ﬂ()ﬂ—x ]dx:{a—(lm]x—]—[—:{—] )
3 s 3

v =[25J§nm— ﬁlﬂf) —[25.!5(—10:-—%]: 577.35cm?

El volumen del sélido en forma de elipse es de 577.35 cnv'.

EJERCICIO 27
. I. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.
P |. Calcula el volumen del cono cuya base estd limitada por la circunferencia x* + y* — 4 y cuyas
S secciones perpendiculares al eje x son:
Competencias . o
genéricas a) Triangulo equildtero.
b) Semicirculo.
disciplinares )

R R I I S A B B A

¢) Cuadrado.
d) Triangulo isdsceles con hipotenusa en la base del solido.

2. La base de un sélido estd acotada por y = x', y = 0 y x = . Calcula su volumen si sus secciones
perpendiculares al eje v son:

a) Cuadrado.
b) Tridngulo equildtero.
) Semicirculo.

d) Trapecio h=b, = %bz, donde b, y b, son las longitudes de las bases superior ¢ inferior, respec-

tivamente.

287
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3. De uncilindro de 5 em de radio se corta una cufia mediante dos planos; uno es perpendicular al eje
del cilindro y el otro pasa por un didmetro de la seccion hecha por el primer plano y forma con éste
un dngulo de 45°. Calcula el volumen de la cufa.

7

4. Un pajar tiene 100 m de largo y 40 m de ancho en su base. Sus secciones forman paribolas y = 40 — %

Calcula su capacidad de almacenamiento.

5. Calcula el volumen del sélido cuya base es la semicircunferencia v + x = 1 y cuyas secciones per-
pendiculares al eje x son cuadrados.

6. Calcula el volumen del sélido cuya base estd acolada por f(x)=1 —é, glx)= %— lyx=0.y
cuyas secciones perpendiculares al eje x son tridngulos equildteros.

7. Un sélido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor y menor miden 10 y 8 cm. respecti-
vamente. Calcula su volumen si se sabe que toda seccion del mismo perpendicular al eje mayor es
un triangulo isdsceles de altura igual a 6 cm.

8. Calcula el volumen de la interseccidn de dos cilindros circulares de igual radio (r) que se cortan
ortogonalmente.

9. Calcula el volumen de un sélido sabiendo que la seccion determinada en €l por un plano perpendicular
al eje x es un circulo cuyos extremos de un didmetro se apoyan en las paribolas v = 9xy ¥’ = 9y.

10. Calcula el volumen de un sélido de base eliptica de ejes mayor y menor igualesa 12 y 10 cm, res-
pectivamente, sabiendo que la seccion determinada en €l por un plano perpendicular al eje mayor
es un triangulo rectingulo con un cateto en el plano de la base.

11.  Un sélido tiene base circular de radio r. El segmento PQ es un diimetro de la base. Calcula el vo-
lumen del sélido si cada seccion plana perpendicular a PQ es:

a) Un tridngulo equilatero.

b) Un tridngulo rectingulo isdsceles cuya hipotenusa estd en el plano de la base.
¢) Un triangulo isosceles con cateto en el plano de la base.

d) Un tridngulo isosceles con altura igual a su base.

€) Un tridngulo is6sceles de 20 cm de altura.

12. La base de un sélido es el segmento parabélico que se obtiene al cortar la curva por una cuerda per-
pendicular a su eje. La cuerda tiene 16 cm de largo y dista 8 cm del vértice de la pardbola. Calcula
el volumen del sdlido si cada seccion perpendicular al eje de la base es:

a} Un tridngulo equilatero.
£) Un cuadrado.
¢) Un tridngulo isosceles de 10 cm de altura.

13.  Un circulo de radio a se mueve de manera que su centro describe una circunferencia de igual radio,
mientras su plano se manticne paralelo a un plano dado que es perpendicular al plano del circulo
dado. Calcula el volumen del sélido que se genera.

B8 s § W BB ® W RS W SR B WSS S B W SRS E S S WS EE S S S WSS B WSS S B WSS S WSS E SRR W WS WS WS WSS SR SN WSS W SRS WSS SRS EE e E N
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7.

18.

19.

20.

Aplicaciones de calculo integral

Un rectangulo se mueve desde un punto fijo. Un lado del rectangulo es siempre igual a la distancia
de este punto, y el otro es igual al cuadrado de esta distancia. ; Qué volumen se engendra cuando el
rectingulo se mueve 2 metros?

Un baldn de fitbol americano tiene 16 pulgadas de larego y una seccion plana que contiene una
costura es una elipse cuyo diametro menor es de 8 pulgadas. Calcula el volumen:

a) Siel cuero estd tan estirado que cada seccion transversal es un cuadrado.
b) Si la seccion transversal es un circulo.

La base de un sélido tiene la forma de una elipse con eje mayor de 18 cm y eje menor de 9 cm.
Calcula el volumen del sélido si cada seccién perpendicular al eje mayor es:

a) Un cuadrado.
b) Un tridngulo equildtero.
¢) Un tridngulo isdsceles de 9 cm de altura.

Un tridngulo equilitero variable se mueve de manera que su plano se mantiene perpendicular al eje
x, mientras que los vértices de su base se apoyan sobre las curvas y° = 16ax y ¥ = 4ax, situadas
por encima del eje x. Calcula el volumen que el tridngulo engendra cuando se mueve del origen a
los puntos cuya abscisa es a.

Calcula el volumen de un sélido cuya base es el drea limitada por la pardbola y* — 12x y su or-
denada correspondiente al punto x = 3, sabiendo que la seccion determinada en él, por un plano
perpendicular al eje x de la parabola es un cuadrado.

Calcula el volumen de un sélido cuya base es el drea del primer cuadrante limitada por la recta
4x + 5y = 20 y los ejes coordenados, sabiendo que la seccion determinada en €l por un plano per-
pendicular al eje x es un semicirculo.

En una esfera de 3 cm de radio se realiza un taladro de 1 cm de radio, siendo el eje de éste uno de
los diametros de aquella. Calcula el volumen de la esfera que resulta.

Il. Determina los volimenes limitados por las siguientes superficies de segundo grado y los planos dados.

1.
2
3

X +4y+97 =1 4. £2="+95z+1=0
Ay =1+22+1=0;2—1=0 5. 25V +97 =1 +x5x=0;x=2
z=x +4hz=1 6. 40 +97 +y=01y+1=0

QVeriﬁtah.un:uhado;enlaﬂc:iéndem:puuta:.--u---qco-+--+.. ............ "

Obtencién de centros de gravedad de superficies planas

Momenio para un sistema lineal

El momento que produce una cierta masa respecto al punto E, se define por:

Momento = (masa)(brazo del momento)

Siendo brazo del momento la distancia de la masa al punto E.
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Para comprender la definicion anterior. supongamos 24 kg kg
que en un columpio un nifio A de 24 kilos de peso se l
sienta 2.5 m a la izquierda del centro de apoyo E y otro A
nifio B de 30 kilos se sienta 2.5 m a la derecha de E
{como se muestra en la figura de la derecha).

Por observacion, se deduce que el columpio comen-
zard a girar en un plano vertical. es decir, de acuerdo [
con el giro de las manecillas del reloj en torno al punto 3.5 m %5
E. Lo anterior, se debe a que el nifio A de la izquierda
tiene menor peso que el nifio B de la derecha.

Momento en A = (24 kg)(2.5 m) = 60 kgm
Momento en B = (30 ke)(2.5 m) = 75 kem

Para que ¢l columpio quede en equilibrio, es necesario que ambos momentos sean iguales. Entonces,
si el nifio B de 30 kg se sienta a 2 m de distancia de E, en ese instante se nivelard el columpio, ya que:

Momento en A = (24 kg)(2.5 m) = 60 kegm
Momento en B = (30 kg)(2 m) — 60 kgm

Si ubicamos el origen O en E'y definimos coordenadas x, — —2.5, x, = 2, por tanto, ¢l columpio queda
en equilibrio, debido a que el momento total resultante de ambas masas es nulo respecto del origen. Es decir:

Momento en @ — mx, + mx, — (245 —2.5) + (30)(2) = —60 + 60 =0

De manera general, supongamos varias masas i, i, M. .., /M

fed

colocadas a lo largo del eje x en los puntos respectivos x, X,, X,..... X, m, m, m, m,
(como se muestra en la figura de la derecha). I | i |
En tal situacion la medida de la tendencia del sistema a girar b : : X
. 7 H X X X X,
alrededor del origen O se denomina momento del sistema res- b : A

pecto del origen y sc representa por:

n
M =mx +mx, +mx,+...+mx = Zm,.xf
i=l
Si el momento es igual a cero, se dice que el sistema esti en equilibrio.
Ahora, consideremos un sisiema que no estd en equilibrio y moviendo el punto de apoyo a un cierto
x = x de modo que el sistema quede ya en equilibrio. Lo anterior, da lugar a:

> m(x. —x)=my(x; — )+ my(x, — )+ my(x, —X) +...+m, (x, —X)=0
il

Es decir: ) “mx,—Y mx=0
i=l i=l1

= momento del sistema

mXx. :
) = _ &L g respecto del origen
Despejando a x obtenemos:  y = £=! = —

n

Z m (masa total del sistema)
m

Al punto x de equilibrio, se denomina centro de masa o centro de gravedad del sistema.
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EJEMPLO
-

o
[*TH

&

E‘jf ®#- Encuentra el centro de gravedad para el siguiente sistema lineal: m, = 16, x, = —7; m, = 19, x, = 3: my = 11,
Tl 1, =8 m, =14, x,=105

Solucién
Se determina primero ¢l momento del sistema respecto del origen, lo que resulta:
M, = mgx, + mx, + mx, + myx,
M, = (16)(—=7) + (19)(3) + (11)(8) + (14)(10.5) = —112 + 57 + 88 + 147 = 180

La masa total del sistemaes:m =m, +m, +my, +my =16+ 19 + 11 + 14 = 60

; 5 - M 180
Sustituyendo en la férmula del centro de masa, resulta: x = —2_——_3

m 60
. El centro de masa del sistema dado es x = 3.

Momento para un sistema bidimensional

Considerando las masas m,, m,, m,,..., m,. colocadas

en un plano cartesiano sobre los puntos (x,.y,), (x5.y,). 2
(x3.3),.... (x,.y,). respectivamente (como se muestra en )
- ’ 'r'|“'l'|
la figura de la derecha). (x.¥) 143
Para tal sistema, lenemos que sus momentos son: O_ N -m-O
2
Momento M, respecto al eje x {

X
M. =my,+my;, +my,+... +my,

Momento M, respecto al eje y
] 5 x.x) P

M, = mx,+myx,+mx;+ ... +mx, -O

La masa total del sistema es:

m-_mL—I—mg—i—ms—i-.., —|—.I'Hﬂ

El centro de masas(x,v) se obtiene por las formulas:

XF=—ly=
m

M,_ M
m

Lo anterior, se interpreta como la masa total m colocada en el centro de masas (x,y) producird los
mismos momentos lotales M_y M_que el sistema en cuestion.
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EJEMPLO
9

0.
E

o
+ m—
"V

" ®@=-Encuentra ¢l centro de masas de un sistema constituido por las masas m, = 13, m, =8, my = 6ym, = 11,
colocadas en los puntos (5,—3), (1.2). (—8.4) y (—4.—7). respectivamente.

L

Solucién
El momento M, respecto al eje x es:

M_ = my, + m,y, + my, + my, = (13%—=3) + (8)2) + (6)(4) + (11}—7) = —T6

El momento M, respecto al eje y es:

M, — mx, + myx; + mx; + mx, — (13)(3) + (8)(1) + (6)(—8) + (11)(—4) = —19

La masa total del sistemaesm =m, +m, +m, +my, =13 + 8 + 6+ 11 =38

- M =F - M =
Por lo tanto: x:—":ﬁ:—ﬂj y= ::ﬁ:
m 38 : m 38

El centro de masas del sistema dado es (—0.5,—2).

Momenios de una superficie

Consideremos ahora una placa plana de material (lamina o cartén) cuya masa total estd distribuida uni-
formemente por la placa. es decir, su densidad es la misma en todos sus puntos (realmente la placa seria
tridimensional, pero la consideraremos como una superficie). Si sabemos que ¢l punto de equilibrio de
una lamina circular es su centro y que el de una superficie rectangular es su centro geométrico; definire-
mos al centro de masa (E,}‘,‘- de una ldmina, como el punto de balanceo a un sistema finito de particulas.

Considerando la siguiente figura, donde se liene una lamina de densidad constante p. El rectangulo
represenlativo se ha oblenido subdividiendo el intervalo cerrado [a.b] en n subintervalos de acuerdo
Ax; representemos al centro de masa del i-ésimo rectdngulo por el punto (x,,v,) y aplicando la [6rmula del

punto medio, tenemos:

5 flx)+ g(x;)

8 1 9

La masa del i-ésimo rectangulo es:
masa — (densidad)(drca) — p (AA)

masa = p [f(x) — g(x)] Ax % _

,
|
|
|

S |

La masa total de la superficie se puede estimar
por: |

m="Y"plfix)—gx)]Ax
i1
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Tomando el limite para ||A x|| — 0(n — oo) obtenemos la definicion de masa por:

b
m= ,ﬂf [f(x)— g(x)]dx = pA Siendo A el drea de la limina.

El momento respecto del eje x del i-ésimo rectangulo es:

momento = (mas)(brazo del momento) = (pAA,)y; = p(¥y. N AA,)

Sflx)+glx;)

momento = p
2

hf(xi-) —g(xi'}].&x — g[f(xi-)z —glx, )2 }ﬁ.r

Sumando todos los momentos y haciendo n — oo, se obtiene el momento respecto del eje x definido por:

_ B %
M=7 . Trer — gx2]dx

Asimismo, el momento respecto del cje yes: M, — g f hx[ f(x)— g(x)]dx

_ M, _ M
Por lo tanto, el centro de masaes x=—y y=—.
m m
EéIEMPI.O @
E”ﬂ?’ #O-Encuentra el centro de masa de la limina de densidad uniforme p limitada pory =9 — ¥ y el eje x.
o
iy, A

Solucién

Al graficar y = 9 — x* se tiene:
Calculando la masa total, tenemos:

3 3
m=p[ Lo —goldx=p f [0 x%)— (0)]dx

m=s],

El momento respecto al eje x es:

3
[Q—xzﬂx:p'}x—él —=36p
31;

_P [t ;i Mae— 2 [ 10— 292 _ (o2
Mz_zjd[f(x} g(x}]dx_zfj[(g x%) —(0)*]dx

3
N = T e - a3 i _ 648p
Mx_zfs[SI 18x2 + x*]dx = p|81x 6x+5L— :

El momento respecio al eje y es:

b 23
M, =§L x[f(x;—g(x)]m:gj AO—x2)—O)]dx

3
9x2 x4

2 4

=0

3

=0 =yl
Mj_zjj('h P)dx =5
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El centro de masaes: x=—-=——=10 y §=

El centro de la masa de la limina dada es [(}?}

Nota: se debe tener presente que el centro de masa de una lamina uniforme sélo depende de la forma de
ésta. no de su densidad.

L]

En general, si una figura plana tiene un centro de simetria. ese punto es el centro de gravedad. Ademas,
si una figura plana tienc un eje de simetria el centro de gravedad estard en ese gje.

Generalizando, la formula del centro de masas de una limina para calcular el centro de una region
sin masa del plano. se denomina centroide o centro de gravedad de esa region. Dada la figura inferior,
se observa que la superficie AMPNB se divide en n rectangulos, cada uno con base Ax. Sea dA su drea y
C(h.k) las coordenadas de su centro de gravedad.

Entonces. dA = vdx. h=xyk = %m

El momento de la superficie de este rectingulo bésico con respecto a Ox (lambién Oy) es el producto
de su drca por la distancia de su centro de gravedad a Ox (tambicn Oy). Si dichos momentos son respec-
tivamente dM, y dM, entonces:

dM_— k dA dM, = hdA

El momento de la superficie de la figura AMPNB se obtiene aplicando el teorema fundamental del
cilculo integral a la suma de los momentos de la superficies de los rectiangulos fundamentales. De esta
manera se liene que: M_— fde YyM = fhdA.

Si (x.¥) son las coordenadas del centro de gravedad de la su-
perficie AMPNB y A es su drea, las relaciones entre los momentos Pixy) N
de superficie X y ¥ se dan por:

Ax=M, Ay=M

¥ x

Con el fin de calcular (x.Y). encontremos los momentos M, y M,

- - ] F —_—
SegiindA — ydx: h=x.k=_yy M, = [kdam, = [haa.
para la superficic AMPNB:
1 b 1 pb b b
MI=§L }'szc:EL [F(x)? — g(x)*]dx M’},:_’; x_vdx:L [f(x)— g(x)]dx
En donde debe sustituirse ¢l valor de y en funcién de x deducido de la ecuacién de la curva MPN de

la figura anterior.
Si el drea A se conoce, entonces de Ax=M , Ay=M_tenemos:

b
M. L x[f(x)— g(x)]dx
A A

b
_ om0 —gplax
}-': ¥ = 2

= 1
A 2 A
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Si los rectangulos flundamentales de la curva son respecto al eje y tenemos que:

Clh.k). h= %x, k=y.dM, =kdA, dM, = hdA; M, = [ kdA. M, = [hdA; AX=M,, Ay=M_;

MI=_E’xydy, My:%ﬂxz@}=

E.IEMPI.OS

r Encuentra el centro de gravedad de cada una de las superficies limitadas por las siguienles curvas
= —2—4y=6r—x 1,

I:_LQITI

Solucién
Al construir las grificas de las curvas dadas se liene:

Paray=x"—2x—3

y y=x—2x -3
bl -3 -2 -1 @ 1 2 3 a 5
¥ 12 5 0 -3 —4 -3 0 5 12

dos curvas dadas, es decira =0y b =4.
Sean f(x) = 6x — x* — 3y g(x) = x’ — 2x — 3, entonces el drea de
la region sombreada en la grifica es:

ol |
Los limites a y & se determinan por los puntos de interseccidn de las \
f

A:J;b[f(x}—g(x'}]dx=f[(ﬁx 2-3)—@2—2x—3)|dx= f(Sr—sz}dx 4x? — 2;2[
4%
3

Al calcula el momento M se licne:

1 pb > l g4 ;
Mlzil[; [f(x}z—g[x}-]dxzij; [(6x—x2 —3) — (22 —2x—3)]dx

4
M_ = % [ﬂ [(36x% +x* +9—12x> —36x+6x7) — (x* +4x% +9—4x —6x7 +12x)]dx

3 i

=_f( —8x3 +44x? —48x)dx =

=
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Al calcular el momento MJ, se tiene:
b 4 ot
= = - - R — 2 =5 = i 2 -
M, = f X[ f(x) — g(x)]dx = fﬂ x[(6x —x2 —3)— (x? — 2x —3)]dx = jﬂ x(8x —2x2)dx

4
M = [ (8x2 — 2x3)dx = |———
¥ W0

813 14" 128
3 2,

3

Entonces, las coordenadas del centro de gravedad son:

128 64

=M, _ 3 _ -_ M, _3_

t_A_M_Q '-,—A—M_I
3 3

e

Las coordenadas del centro de gravedad para la region limitada por las curvas v = x” — 2x — 3 y
y=6x—x —3es(21).
2 ®e-Encuentra el centro de gravedad del drea en el primer cuadrante de Ia hipocicloide x — acos’ 6, y — a sen” 0.
Solucién

Tabulando para la hipocicloide se tiene:

T T ks T
0 — = —_— —
& 4 3 2
1 0.465 0.35 0.125 o
o 0.125 0.35 0.45 1

Nota: para tabular y graficar, consideramos el valor de a = 1.

Al hacer la grifica de la hipocicloide en el primer cuadrante se
tiene la figura de la derecha.

o 3 1
De la ecuacion y = a sen” @, tlenemos que su derivada es:
2
dy = 3a sen” 6 cos @ di

Al calcular el drea de la hipocicloide en el primer cuadrante se tiene:

d x
Arca:f xd‘_vzj:f (acos’@)(3asen’@cosfdf)

R

Area = 3:12_]‘.}

cosfsen’fdl

m

L 2
[T T

2
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j O z[ {] _|_[.;;.3329+.!_ —29][l—lm329]d6'
o {4 2 4 2 2

Ama:f‘azf_z{l—lc0529+l(;0329—lm3129+1m3329—1m3329]d5
Jo |8 8§ 4 4 ] 8

ﬂ‘9+ Zcos 29&'9—— 226‘{19—-3—(12- g-::«:35.-‘2-5'::1’19
8 o

2 342 2
K — %9+isc 29[ [ o c{:c;élﬂ]dﬂ—%- OLcoqEZBCGSEBdB
2 3 2 2 3 2 ] ? X 'J'
P L M Ll 0 T “ —sen?28)cos20d0
8 16 |l 16 Jo 16
20 342 2 2q % 3 3t T
Kiage P20 el 200 Jamenifir Ja Py conin +—‘-Lflscn129m329dﬂ
8 16 16 64 |, 8 Jo g Jo
A 3a28  3aZsen2f  3alsendd 3alsen2d  3alsen’ 26']'1
rea — £ - - .
16 16 64 16 48 |
A 3a20  3a’sendd 3a23cn25l5
rea = = =
16 64 48 |,
3a® ﬁ] 3a25cn4[?r] 3[11301132[?1-] 122
Arca — 24 - 2 - i
16 64 48 32

Al calcular el momento M, se liene:

b L _ #
M, =f _rt:h'=f1{m:osJB}fa5cn39)(3ascn290059d9j=3a3flscn59cos49d9
o 0 0
M, = 3a3f_3isen29}zscnﬂcosiﬂdﬂ = 3a3f5{l —costf) senfcos*Odo
o 0
M = 3a3j:}5[l — 2cos’f + cos*f)senBcos*Od 8

M= 3a3j;3c03495cnﬂd3—6a3j;icus‘f'ﬂsen9dﬂ+3HJJ;5cossﬂscn9d9

i =l

x

5 7 9

3a’ cos’ 8 i 6atcos’ @ 3a’cos? HF
o

3(1"'(:035[3} 6(13003T[E] 3a3-:-:]1-‘.“[3]
v 2), 2) 2)|

3a® cos*(0) . 6a’ cos’' (0) L 3a’ cos” (D)
% 5 i 9

5 7 9
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M (03¢ 8¢ 3¢ 1894210’ +105a _ 2a’
z # &8 315 315

Al calcular el momento M, se tiene:

_I B 1 : 32 2
My _E'L x-dy _E-ﬁ] {acos'8) (3asen-fcosfdd)

M = lj‘liaz cos® 8)(3asen’fcos0d)
2Jo

¥

3ad ] 3ad ]
M =22 [Zcos'fsen20d8 — if](m:»sE #) cosfsen’Adf
2 Jo 2 Jo

¥
3iq?

y =g ulﬂ —sen’d) cosfsen’fdd

M

3ad p5 . .
M, 3 T [;—Ifl —3sen’d + 3sen*d —sen®d) cosGsen’fdd

3@ 94 92 340 244

*~ 6 10 14 18 315

Por lo anterior y dada la grifica de la pdgina 296, se denota por simetria que x = y.
Entonces, las coordenadas del centro de gravedad son:

24q3 24q?
- M, 315 256a - M_ 315 256a
A  3awm 315% A  3dam 315w

32 32

[256a 256a]
3157 3157 )
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43 T 3 = 3 = S
~ 3a 7.2 _gi T gi T _3i o
Mr_w =5 J;] sen-fAecosfdo 5 L sen*fcosfdd+ 5 jﬂ sen®fcosfdl 5 fn sen"fcosfd@
i 3a3scn39_9a3scn59 QajschE?_Sa}Scn'}H 2
2N 10 14 18 |,
3aisen’? [EJ 9a*sen’ [E} 9a%sen” lE] 3ajscn'}[3]
v 2) 2) 2) 2
] 6 10 14 18

Las coordenadas del centro de gravedad del drea en el primer cuadrante de la hipocicloide son
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3 ee-Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por la pardbola

&)
Y =12xylarectay — 2. 3 '

fix)

Solucién

Para elaborar la grifica correspondiente se liene:

Y =12 y=2
rd
0 0 0 0
1 +3.46 1 2
2 +4.89 2 4
3 +6 3 6

Al calcular el drea de la region resulta:

Arca=Lh}*dx=Lb[f(.r}—8(ﬂ!dr=L3[@—2X}dx=ﬁh’jx%dr_2ﬁs‘rdx
3

3
_an@)e
s 3

3
Wiz,

AIC& =

372 =12—-9=3

Al calcular el momento M, se liene:

1 pb e ) 12
M =3 [ Vo= [ [fG7 —g?]dx == [ [12x—(2x7]dx

MI=6J:xdx—2L3

Al calcular el momento M, se tiene:

3
=4
0

xldx =322 — 2_x3

3
My :Lh_r_vdx :‘th[f(_r}—g(x}]dx: J::_r(m —ZX}dx: \fﬁj;lx? dx—ijx?dx
5 3
2J12x2  2x3| 18
5 3) 5

M:

¥

Entonces, las coordenadas del centro de gravedad, son:

3

5

=3

}: i

A

Lh| o

M_ 9
o

—

Las coordenadas del centro de gravedad de la superficie limitada por la paribola y" = 12xy la recta
y=2xes [E 3]_
5
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Centro de gravedad de un sélido de revolucién

El centro de gravedad mecdnico de un solido homogéneo coincide con el centro de gravedad geométrico
de dicho cuerpo. Si el sélido tiene un plano de simetria, el centro de gravedad se localizard en dicho plano.

Para oblener una definicion analitica del centro de gravedad de un sélido de revolucion, se considera la
figura siguiente, donde Ox es el eje geométrico del sélido. El centro de gravedad estard en este cje. Sea dv
un elemento de volumen, es decir, un cilindro de revolucidn de altura Axy radio y. Entonces dV — 7 y” Ax.

El momento de este cilindro con respecto al plano que pasa por Oy perpendicular a Ox es:
dM, — xdV — T xy Ax.

” D
'\
i3 F \'. l\
il g i B ,
ol [ Ax ]| | Ax,
J i

El momento del sélido se determina por el teorema fundamental del cilculo y x esta dada por:
= b - B
VI:M}:I frxyzdx o Vx= M_v=7rj X}-'de

- M,
X=—

vV

El momento del cilindro con respecto al plano que pasa por Ox perpendicular a Oy es:
dM, = ydv = nyx’ dy, ya que dV = ax’ Ay.

El momento del sélido se determina por ¢l teorema fundamental del célculo y y estd dada por:

= b = b
Vy:MI=j myxldy o V}-‘:MJ:I wyx dy

= M.
y=—
| 4
EgEMPI.'DS s
_gf { = ﬁ;p»Caicula el centro de gravedad del sélido de revolucion generado al girar el drea limitada por Ox y las curvas
EM e
Sal" ay . X=
wr
Solucién
7 x?
De la ecuacion ay = x7, se despejaa y, lo que resullta: y=—
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Calculando el volumen del sélido de revolucion, lenemos:

b af y2 Y m ax’|  wad

V = j yzdx:ﬁf {—] dx = ,f Pdea | =

e a 0l a a*Jo 5¢%f, 5

Calculando el momento del solido, tenemos:

b 132 & = 3

a [ x* T e . X wa
M,:?rf J:vlcir=:'rj r[—] dx:—f dp =l ==

! a - 0 la a’Jo 6a’l, 6

Calculando el centro de gravedad del sdlido:

wa’t
- M, . 5a
X= = :—32—
v ma: 6

5

Las coordenadas del centro de gravedad del sélido dado son ['%a.ﬂ].

2 ®e:Calcula el centro de gravedad del silido de revolucion generado al girar el drea limitada por Oy y las curvas

f—yz—{,}'—ﬂ,}'—l.

Seolucién

De la ecuacion ¥’ — y* = 1, se despeja a x” lo que resulta x* = 1 4 y".

Calculando el volumen del sélido de revolucion se tiene:

1

b ! - ¥ _4x
'.-’}::Irj; x d_\—fﬂ'L“"‘}’ Yy = ﬂ-[}—i_?] __.3__

i}

1
¥y ooyt I
?r:_+'_ —_—
[2 4]L 4

Calculando el momento del solido. tenemos:

b I
M = ':rf yxldy = ﬂ'j;] Y1+ y2)dv=

Calculando el centro de gravedad del sélido, resulta:

I
iz‘_"ir_z_f’r__:i
R A L T

3

Las coordenadas del centro de gravedad del sélido dado son [[)_g._]
16
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s I. Calcula el centro de gravedad de cada una de las superficies limitadas por las siguientes curvas.

Escribe los mimeros B
comespondientes

,I. i 2‘

2 3.
dim'plinms 4.
3

6.

¥

8.

9.

10.

11

12,

1.

PR e ok

i

10.
11.
12.
13.

14.
15.

I I I I I O R T I R O B O I O O O O O A A O A

_\.‘1 =Or.x=5

y=x,y=2x+3
x=4y—y,y=x
y=nx=Ly=0

v = x', y = 4x (Primer cuadrante)
V=4x2x—y—4=0

y = x — 3x, y = x (Primer cuadrante)
xr oy

— —=—=1, y=0, x = 6 (Primer cuadrante)
9 4 ’

y=4x—x2x—y—3=0

[5¥]

y=iy=8 x=10
v = a — ax, x =0, y = 0 (Primer cuadrante)

y=6r—x,y=x

Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por los ejes de coordenadas y la parabola

Vx +y=+5. .

. Xy . :
Calcula el centro de gravedad de la parte de la elipse 16 + E =1 que estd en el primer cuadrante.

Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por la cisoide y*(2a—x) = X y su asintota
x=2a

Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por la cardioide r = a (1 + cos 0J).
Calcula el centro de gravedad de la superficie limitada por la bruja xy = 4a(2a —v) y el gje de las x.
Calcula el centro de gravedad del drea limitada por las pardbolas y' = x y X’ — —8y.

Calcula el centro de gravedad del drea bajo lacurvay = 2 sen 3xentrex =0y x= %

Calcula el centro de gravedad de la region limitada por el semicirculo y = Ja—x? y el eje x.
Calcula el centro de gravedad de la superficie comprendida bajo una arcada de la sinusoide.
Calcula el centro de gravedad de la superficic limitada por el lazo de la curva y” = 41" — x°.
Calcula el centro de gravedad de la superficie acotada por la pardbola y° — 2px y la recta y — mx.
Calcula el centro de gravedad de la superficie incluida entre las pardbolas X’ — by y ¥ — ax.
Calcula el centro de gravedad del drca del lazo derecho de y* = x*(1— ).

Calcula el centro de gravedad del drea entre x* = 8y — 4 y x* = 4y, en el primer cuadrante.

Para el drea limitada pory = —x* — 3x + 6 yx + y —3 = 0, calcula el centro de gravedad.
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l6.

17.
18.

19.

20.

21.

22,

24.

25,

Aplicociones de calculo integral

Calcula el centro de gravedad del drea del primer cuadrante limitada por y* = 12x y su lado recto,
en lorno al eje x.

Calcula el centro de gravedad de la regién acotada por lascurvas y =4 — Xy y = x + 2.
Calcula el centro de masas de:

a) m=8x=-—Tm=5x=3m="Tx=>=5

B) m=6,x=4m=2,,=—4m=5,5=-5;m=1Lxn=3m="Tx,=12

o) m=Tx=0m=Mx,=-3m=15.x,=4m=10,x,=—1:m;=3,x, = -2
Calcula el centro de masas de:

ay m=28,P,(22):;m=3,P,(—3,1);m=13, P;(1,-4).

B om =9 P (1,—1)m =3P, 54xm;=06,P, (40 m, =11, P, (2,3).

) m=6P (-2-3;m=8P(H10;m=4P,(1);m=2P,00xm =12,P, (-3.0)
Calcula M. M, y (x,y) para las liminas de densidad uniforme p limitadas por las curvas:

g y=x,y=0x=4

b) x=4—y,x=0.

c) x=2y— }'2, x=0.

Calcula el centro de gravedad del sélido que se forma cuando la superficie acotada por las rectas
x=0.x=a,y=0ylacurvay = ¢ gira alrededor del eje x.

Calcula el centro de gravedad del sélido que se forma al hacer girar la superficie limitada por las
rectas v=0,x= % la curva y = sen 2x alrededor del eje x.

El radio de la base superior de un tronco de cono de revolucién es de 5 cm: el de la base inlerior es
de 10 cm, y la altura mide 16 cm. Encuentra el centro de gravedad.

Calcula el centro de gravedad del sélido que se forma cuando la superficie del primer cuadrante

TR
acotada por las rectas v = 0, x = 2a y la hipérbola _% - i';_? =1 gira alrededor del ¢je x.
pE 2

Calcula el centro de gravedad de cada uno de los siguientes solidos:

@) Hemisferio h) Paraboloide de revolucion

¥ ¥
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lll. El drea acotada por el eje x y cada una de las curvas siguientes gira alrededor de Ox. Calcula el

centro de gravedad del sdlido de revolucion que se engendra:

g P+y=4,x=0x=I fi y=2y=x

b y=4x,x=1,x=4 2) y =4 — ¥ (Primer cuadrante)
T h) ‘_\'_4x—f.v—x

o) y:ascnx.x:; : £

) ¥-¥=16,y=0x=8

1 .
d) X—y—d.x=2a D -2 =4y=0.x=3,x=5

e) 2xy=a’; x:%, x=2a

IV. El drea acotada por el eje y y cada una de las curvas siguientes gira alrededor de Oy. Calcula el

centro de gravedad del sdlido de revolucion que se engendra:

a) a =x.y=a ¢) Py=164—y.x=0,y=0x=4
b y=xy=9zx=0 f) v =4 — x*(Primer cuadrante)
€) y=4x—x,y=x p) y=x y=x
d) y =dax,y=b B y=12xy=0,x=3
&) Verifica tus resultados en la seccién do respueStat.o « + s s s s s s s s s s s s ot noensas

Cdleulo de la presién ejercida por un fluido sobre superficies verticales

Introduccion

Fisicamente se sabe que cuanto mas profundo se sumerge un objeto, mayor es la presion que sufre (en-
tendiendo como presion la fuerza ejercida sobre cada unidad de drea). Lo anlerior se describe. por la
formula: P — oh; donde: P — presion del fluido, o — densidad del fluido (masa entre unidad de volumen)
y h — altura bajo la superficie (profundidad).

Como | cm’ de agua pesa 1 g, entonces 1 m'’ es 1000 kg. Por ejemplo, la densidad del agua es de 62.4
libras/pie’ y por tanto, a una profundidad de 9 pies, la presién sobre un objeto sumergido es:

P = oh = (62.4 libras/pie’)(9 pies) = 561.6 libras/pie’

Esla presion corresponde al peso de la columna de agua de 9 pies de altura que soporta sobre si cada
pie cuadrado de drca del objeto. Ademis, de acuerdo con el principio de Pascal, la presion ejercida por
un [luido a una determinada profundidad es igual en todas direcciones. Entonces, la presion contra la
pared del contenedor. a cierta profundidad. es igual que la ejercida sobre un objeto sumergido a la misma
profundidad. De lo anterior, se deduce que la presion ejercida por un fluido es independiente de la for-
ma del recipiente. Esto quiere decir que a 4 metros por debajo de la superficie. la presion sobre la pared
de una piscina es igual que sobre al frente de una presa, suponiendo que la densidad del agua es idéntica.
La presion queda determinada tinicamente por la profundidad, cualquier otra dimensién del contenedor es
irrelevante. El pricipal enfoque del conocimiento de la presion de fluidos estd en el cilculo de la presion
total ejercida por un fluido sobre las paredes de un contenedor.
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Si el contenedor es de paredes verticales, resulta [icil ) )
calcular la fuerza total sobre el fondo. La presion en el fondo {" Supeiices el oo - ¥
s constante y la fuerza total es el producto de dicha presion a
por ¢l drea del fondo. En general, para una regién planasu- | | i
mergida horizontalmente se tiene que: 4 AN £

P—ohA AN
donde, F — fuerza lolal sobre una region plana, o — densicad |, A
del fluido, i = altura bajo la superficie (profundidad) y -
i s L = ¥ I\ Pix.y)

A = drea de la region plana. Si se desea calcular la fuerza £
total sobre las paredes verticales de un contenedor, se en- \
cuentra que la presion no es constante en cada punto, y que II
crece con la prolundidad. |

Supongamos que ABCD (figura de la derecha) representa B D

una parte de la superficie vertical de una pared de un aljibe.
Y que deseamos conocer la presion lotal que del {luido ejerce
sobre dicha superficie. Se trazan los ejes coordenados tal y
como estd indicado en la figura de la derecha, ubicando el eje y sobre la superficie del fluido. AB se divide
en n subintervalos y se construyen rectangulos horizontales dentro de la superficie ABCD.

El drea de cualquiera de los rectingulos (como EP) es y Ax. Si esle rectangulo fuese horizontal a la
profundidad x, la diferencial de fuerza del fluido sobre €l seria: AF — oxy Ax

Por el principio de Pasecal, AF = oxy Ax es, aproximadamente, la fuerza sobre el rectangulo EP en

su posicion vertical. Por lo tanto, la suma ZCFI,-}FI-!"_\-J-’;- representa, aproximadamente, la fuerza sobre
=l
todos los rectangulos.
La presion sobre la superficie ABCD es el limite de la suma, cuando n tiende a infinito, y por el lecorema
fundamental del calculo integral, se tiene:

lim Em’.i};ﬂx‘- = fcr,l:j.-‘dx
e S|

Por tanto, la fuerza total de un fluido de densidad constante o, sobre una superficie vertical sumergida
limitada por una curva, el eje x y las dos rectas horizontales x = a y x = b, se obtiene por la férmula:

F=.:rj;h:q.'cix

El valor de v se sustituye en términos de x, deducido de la ecuacion de la curva dada.

EJEMPLOS

¥

8
o
_E'; la mitad de su capacidad. Calcula la fuerza total que ejerce el agua sobre la

- ;?’ ﬁt Una caneria circular de 4 m de diametro (figura de la derecha) ticne agua hasta
/P ; . =
[y compuerta que cierra a dicha caferia.

Solucién Superficie 2
o

La ecuacion del circulo es x* + v' = 4, de la cual tenemos que y= V4 —x2.
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Dado que 1 cm’ de agua pesa 1 g, el peso de 1 m’ son 1000 kg, entonces & — 1000 kg/m’. Los limiles son
x=0yx=2: por lo que la fuerza a la derecha del eje x es:

F=af_qr¢r=|0mﬁf_nf4—x2dx

%
~ 1000[4— (0]2
3

F:

— 2666.66 kg

3 2
_10{}0(4-;21:] B
3 ™

3
_1(]00[4—(2;!]1'_
3

Para obtener la fuerza total del fluido, se tiene:

Fromy. = 2F = 2 (2666.66 kg) = 5333.33 kg

La fuerza total sobre la compuerta que cierra la cafieria es 5333.33 kg.

2 ®=:Una presa liene una compuerta vertical en forma de trapecio (siguiente figura) que mide 12 m en su lado su-
perior, 8§ m en su base y 4 m de altura. ;Cudl es la fuerza lotal ejercida sobre la compuerta si su lado superior
esld 4 m bajo la superficie del agua?

Solucién
Con base en lasiguiente figura tenemos dA —2xdy. h=8 — v y Nivel de agua _v“
dF = 0 (8 —y) 2x dy. Y
Determina la ecuacion de la recta AB: 4'm
8—y |
. & - 12{m
y—y =2 x) '\ / B(6.4)
X—X (o
L ; (xy
40 R /
y—0= (x—4) \_ /Aid.m
6—4 | | F
8 m :
y=2x—8

Al despejar a x de la ecuacion de la recta AB[x = ‘T_'_E] y sustituyendo en dF = o (8 — y) 2x dy. resulla:

dF = 0’{3—}‘)2[% dy = o(64 — y*)dy

Integrando dF = o (64 — ¥°) dy dentro de los limites y = 0 y y = 4 se obtiene:

37
64}'—} L=EU

4
_ - .
F_UJ; (64— y)dy=0

3 3

Sea o = 1000 kg/m’, por tanto, F :%[1000}: 234667 kg

La fuerza total ejercida sobre la compuerta es de 234 667 kg.
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3 ®e-Cada uno de los exiremos de un tanque horizontal es una I
elipse cuyo eje horizontal es de 4 m y el eje vertical de
2 m. Calcula la fuerza total sobre un extremo cuando el
tanque que estd medio lleno de petréleo pesa 800 kg/m'.

Solucion £ 21 ¥
= :
Dada la figura de la derecha, se tiene que la ecuacion :
< R f ks
. =y X
de la elipsc es: b—ﬂ+'—1: I, siendoa=1yb=2,
2" g2
2 2
entonces, — +2——1.
I 4

Despejando y de la ecuacion resulta: y =4 —4x.

Al tomar los limites x — 0 y x — 1, la fuerza total ejercida a la derecha del eje x es:
1

3
b 1 _4+2y2
F=o [ xydx =800 [ xJA—4x7 dx = sm[—llw
& = L 8 3 I
3 K
A2 " _ 40Tz
= ~ 200[4 34(1: E}_[__on[zt 34(01 | ]= 533,33 ke

Luego, la fuerza total del fluido es: Fi, = 2F = 2(533.33) = 1066.66 kg

La fuerza total que el uido ejerce sobre un extremo del lanque es de 1066.66 kg.

4 ®+-Una superficie plana, cuya forma es la de un seg- g

mento parabdlico de 12 m de base y 4 m de altura,

: (6.4)
esta sumergida en el agua de manera que su base se P 5
- il o
encuentra en la superficie libre del liquido. Calcula \ e ¢
la fuerza total que el agua ejerce sobre una de las S 4 Pixy)

caras de la superficie.

Solucién o =

Dada la figura de la derecha se observa que la ecuacion candnica de la pardbola es x* — 4py. Sustituyendo el
punto (6.4), resulta que p—= 7 : entonces la ecuacién del segmento parabélico es x” — Oy, es decir, x = 3,/y.

El drea del elemento rectangular diferencial es dA — 2x dy, la profundidad de su centro geomélrico es
(4 — y). Sean los limites v = 0 y y = 4. Aplicando la férmula dF = o h dA, tenemos:

3
dF = a(4—y)2xdy = o(4— y)2(3,/y)dy = 60(4ﬁ —_vi]d_v

Por integracion resulta:

4
3 5
4 2 8y2 2y 2560
F=6 (4 *—‘ZJd'=6 ———|| =
o[ \a4Jy—y2|dy=|60 5=
Usando o = 1000ke/m?, por lu!mtﬂ.F:@:SlEOﬂk‘g

.. La luerza total que el agua ejerce sobre una de las caras de la superficie es de 51 200 kg.
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5 ®e-En el siguiente problema el eje y se dirige verticalmente hacia arriba y el eje x estd al nivel de la super-
ficie de un fluido y se representa por o ¢l peso de la unidad ciibica del fluido. Calcula la fuerza ejercida
sobre la superficie que se forma uniendo con lineas rectas la serie de puntos, en el orden dado: (0,0, (3.0),
(0,—6) y (0,0).

Solucién
i
Dada la figura de la derecha. se observa que la superficie sumergida esta (G (3.0
acolada porlasrectas x =0,y =0y 2x — v -6 =0. 0
El drea del elemento rectangular diferencial es AA = xAy, la profun-
didad es v. ¥

Aplicando la férmula AF = o hAA se tiene:
(y+6)

AF =g y(xAy)=ay

Ay=—(y+65)Ay Apf—t—

Integrando entre los limites y = —6 y v = 0, resulta:

0
F=2[ 2 +6)dy
Fts ©,—6)

1 0
ol v
P:—-—+3~2] —18
2[3 }I_& 7

La fuerza total que el fluido ejerce sobre la superficie es de 184.

EJERCICIO 29

I. En los siguientes problemas el eje y se dirige verticalmente hacia arriba, el eje x esta al nivel de
la superficie de un fluido. Sea o la masa de una unidad cibica del fluido, encuentra la fuerza total
que el fluido ejerce sobre las superficies que se forman uniendo con lineas rectas cada serie de
puntos en el orden dado.

Escribe los nimeros l- ([:'1“}- (3-_3J| {Ds_ﬁ)s (_3'-_3} }’ ':010.]

CRC R A R

Competendas 2. (1,0, (1,-2),(—-1,-2),(-1,0) y (1,00
3. (30), (2,-5),(—2,=-5), (=3.0) y (3,0)
_péam
disciplinares 4. (2,0),(0,=3), (=20 y (2.0)
5- (07(]:'- (Ev_6j| ((]s_ﬁ} }' (0,0}
Il. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

1. Undepésito cilindrico de gasolina estd colocado de modo que el eje de su cilindro esté horizontal. Siel
deposito estd medio lleno, calcula la [uerza ejercida sobre uno de sus laterales circulares. de diametro
igual a 3 pies, si la densidad de la gasolina es de 50 libras/pies’.

2. Unextremo vertical de un tanque es un segmento de pardbola con el vértice hacia abajo: la distancia
en la parte superior es de 3 m, la profundidad de 6 m. Determina la fuerza total que su contenido
ejerce sobre este extremo cuando el tanque estd lleno de un fluido que pesa 1100 kg/m’.
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3. Una claraboya cuadrada en el extremo vertical de un barco mide 1 pie de lado. Calcula la fuerza
total que soporta, suponiendo que el lado superior del cuadrado esta 15 pies bajo la superficie del
agua, cuya densidad es de 62.4 libras/pies’.

4. Un tanque cilindrico vertical de 10 m de diametro y 16 m de altura esti lleno de agua. Calcula la
fuerza total que ejerce el fluido sobre la pared del tanque.

5. Untanque cilindrico horizontal, de 3 m de didmetro, estd medio lleno de petrdleo cuya densidad es
800 kg/m’. Encuentra la fuerza total que ejerce el fluido sobre un extremo del tanque.

6. Una alberca tiene 8 m de ancho, 14 m de longitud. 1.5 m de profundidad en un extremo y 4 m en el
otro, su fondo es un plano inclinado. Encuentra la fuerza total sobre cada pared vertical de la alberca.

7. Elextremo vertical de un artesa es un triangulo rectingulo isosceles cuyos catetos miden 3 m cada
uno. Encuentra la fuerza del fluido sobre una de las paredes laterales cuando la artesa esta llena de
agua.

8. Calcula la fuerza ejercida sobre el fondo de un recipiente de forma semicircular de 2 m de radio
cuando esta lleno de un fluido de peso especifico 900 kg/m’.

9. Una superficie plana, cuya lorma es la de un segmento parabolico de 12 m de base y 4 m de altura, se
encuentra parcialmente sumergida en petréleo que pesa 800 kg/m’, de manera que su eje es paralelo
a la superficie libre y situada 3 m por debajo de su punto mas alto. Calcula la fuerza total que ejerce
el fluido sobre una de las caras de la superficie.

10.  El fondo de una piscina es un plano inclinado. La piscina tiene 2 pies de profundidad en un extremo
y 10 pies en el otro. Si dicha piscina mide 40 pies de largo y 30 de ancho y sus paredes son verticales,
;cudl es la fuerza tolal que actia sobre uno de los laterales de 40 pies?

11. Una presa vertical mide 120 pies de ancho en su parte superior y 40 pies de altura. Encuentra la
fuerza total con la que contiene al agua. si esta alcanza una altura de 25 pies.

y
46 (60.40)
T30 )
x
35y { 90
B 7 | Ay
\\‘_ _.--"/ 4

12.  Untanque cilindrico estd lleno hasta la mitad con gasolina. cuyo peso es de 42 libras/pies’. Si el eje es
horizontal y el didmetro es de 6 pies, encuentra la fuerza en un extremo debido a la presién del fluido.

I I I I T I T I I I )
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13.  Los extremos de una pila son regiones semicirculares, cada una con un radio de 2 m. Calcula la
fuerza ejercida por la presion del fluido sobre un extremo de la pila si estd llena de agua.

14. Una hoja de limina en forma rectangular se sumerge verticalmente en un tanque con agua con el
borde superior en la superficie del liquido. Si el ancho de la limina es de 2 m y el largo es de 6 m.
encuentra la fuerza debida a la presion del liquido sobre un lado de la lamina.

I

15. Una compuerta rectangular en una presa vertical tiene 3 m de ancho y 2 m de alto. Calcula:

a) La fuerza total ejercida sobre la compuerta cuando el nivel del agua estd 3 m arriba del borde
superior.
b)  Cudnto mas debe subir el nivel del agua para que esa [uerza se duplique.

16. Encuentra la fuerza total que un fluido ejerce sobre la mitad inferior de una pared eliptica cuyos
semicjes son 2 m y 3 m:

a) Cuando el eje mayor estd en la superficie del fluido.
b) Cuando el eje menor estd en la superficie del fluido.

Q Verifica tus resultados en la seccion derespuestas.s « o v o s s s s v s s e s oo n v nn oo 0

Cdleulo del trabajo redlizado por una fuerza variable

Trabajo realizado por una fuerza constante

Para los cientificos e ingenieros, el concepto de trabajo resulta ser importante al momento de calcular
la energia requerida para realizar algunas tareas de tipo fisico. Por ejemplo, es itil saber la cantidad de
trabajo desarrollado al elevar una viga con una gria. al comprimir un muelle. cuando un camién transporta
una carga o al disparar un rifle.

En general. se establece que un trabajo se ha realizado cada vez que una fuerza (f) aplicada mueve un
objeto cierta distancia (d). El trabajo (T) realizado por esa fuerza se define como: T = fd.

El trabajo puede expresarse en distintas unidades, por ejemplo: libras/pies, libras/pulgadas, kilogramo/
metro, kilogramo/centimetro, etcétera. En el sistema métrico las unidades [undamentales de trabajo son
la dina/cm (ergio) y newton/m (joule), donde | joule — 10 ergios.

ECJ’EMPI.O -
TE-' ;"‘ly W"Ca]cula ¢l trabajo realizado al levantar un objeto de 150 kg a una altura de 4 m.
sVl

ur ‘l " Solucién
Al considerar la fuerza requerida como el peso del objeto. el trabajo realizado es:

T —fd — (150 kg)(4 m) — 600 kg/m

El trabajo realizado al levantar un objeto de 150 kg a una altura de 4 m,
es de 600 kg/m.
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Trabajo realizado por una fuerza variable

Al aplicar una fuerza variable a un objeto, la determinacion del trabajo realizado se obtiene por los métodos
del cilculo integral. debido a que la fuerza necesaria para mover el objeto cambia al variar su posicion.
Por ejemplo, la fuerza requerida para comprimir un resorte crece conforme se comprime dicho resorte.
Ahora, al analizar el trabajo que se realiza al vaciar un aljibe (trabajo de bombeo) cuya forma es la de
un sdlido de revolucion con eje vertical. Suponiendo que el eje x de la curva que gira es vertical y que el
eje v se encuentra en el plano superior del aljibe; tal como se muestra en la siguiente figura. Se tiene que
calcular ¢l trabajo que se realiza al vaciarlo, cuando el nivel del liquido baja desde la profundidad x = a
hasta x = b.

Al dividir AB en n subintervalos, se hace pasar X
por estos puntos de division planos perpendiculares
al eje de revolucion y se forman cilindros de revo-
lucién.

El volumen de cualquiera de dichos cilindros
es 7y Axy o es la masa de la unidad ciibica del
liquido (densidad) resultando o7 ¥* Ax.

El trabajo que se efectiia al subir un peso es igual
al producto de la densidad por la altura vertical, por
tanto, el trabajo de subir dicho cilindro de liguido
a la altura x es o y* x dx. La suma del trabajo rea-
lizado al subir hasta arriba todos estos cilindros es:

n
z oryix:Ax;

i=l

El trabajo efectuado al vaciar la parte AB del
aljibe es lagicamente. el limile de dicha suma y por
el teorema fundamental del cilculo integral, resulta:

n
b
- 2y _ 2
lim E omy; X, Ax, —L owxy-Xx dx

n—o0,
i=1

Por lo tanto, el trabajo requerido para vaciar el agua que se encuentra entre los niveles a y b del aljibe es:

s J:'rfhxy:dr

En donde el valor de v deberd expresarse en términos de x, segtin corresponda a la forma del sélido
de revolucién que tenga el contenedor.

El principio fundamental que sustenta este razonamiento es que ¢l elemento de trabajo dT requerido
para elevar un elemento dV a una altura h es dT = o h dV.

Los ejes de coordenadas deben orientarse del modo que resulte mads conveniente.
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EJEMPI.OS

jr W. Calcula el trabajo que se realiza bombeando el agua que llena g S
& su aljibe hemisférico de 5 m de profundidad.

I=l""""'E

Solucién

Dada la figura de la derecha, el hemisferio es generado por el
circulo x* + y* = 25, de donde ¥* = 25 — . Sio = 1000 y los g
limites son x = 0 y x = 10, al sustituir en la formula resulta:

X

10007(25 — x2)2 [

] 5 .
T=mr_] J:}'Zair=|0{)ﬂ?rfu x(ZS—x*)dx:—[ : ] — 1562507 kgm
o 0

El trabajo que se realiza es aproximadamente 490874 kgm.

2 ®s.Una cisterna conica tiene 30 m de diametro superior y 20 m de profundidad, como se muestra en la figura
de abajo. Si la superficie del agua esta 10 m por debajo del borde superior, calcula el trabajo que se hace
para bombear el agua hasta el lope de la cisterna.

Solucién

Consideremos un disco de grosor diferencial Ay, situado dentro del cono a laaltura del punto P = (x,y). Larecta
: : 20 4 =, 4 i :
que pasa por el origen con pendiente 5 3 licne por ecuacion y = Ex. por lo tanto, el didmetro del disco es

}
= -;- y y de este modo, el volumen del elemento es

dV = wxtdy = 9,::: dy . Aplicando el coeficiente de A(15.20)
densidad del agua & = 1000kg/m?, obtenemos el

000072
diferencial de la fuerza df = odV = %dv 20m

Como el nivel del agua que se bombea liene su
superficie a la altura 20 — y, el diferencial del trabajo

90007y? (20— y)dy QUOTT{,)D 2 )y 0| x
16 B

Tomando los limites v = 0 y y = 10, se obtiene:

dT = (20— y)df =

=2343750w

4

Ff lﬂgmﬂﬂ 2{)» Ly ]"'_uﬂoow{zomo_mom]
. 16 3

El trabajo que se realiza para bombear el agua es T — 2 343 750 7 — 7 363 100 kgm.
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3 ®e-Para comprimir un resorte desde una longitud natural de 15 cm hasta 12 cm, se requiere una luerza de
75 kg. Calcula el trabajo realizado al comprimirlo 3 em mas. (Aplicar la ley de Hooke).

Solucién

Con base en la ley de Hooke establece que la fuerza f(x) necesaria para comprimir o extender un resorie x
unidades desde su longitud natural es f(x) = kx, sicndo & una constante que depende del resorte en cuestion.

Entonces: f(x) — kx
f(3) =75 = k(3), resultando k — 25, es decir: f(x) = 25x

Para calcular ¢l incremento de trabajo, se supone que la [uerza requerida para comprimir el resorle en
Ax es constante.

Entonces, el incremento de trabajo es: AT — (fueza)(incremento de &)
AT =25xAx

dado que el resorte se comprime entre x = 3 y x — 6 cm menos que su longitud natural. el trabajo realizado es:

25k r

o I:Q.Sn.[r =

=450—112.5=337.5kgcm

3
El trabajo realizado es de 337.5 kgem.

4 ®e-5i un médulo espacial pesa 30 toneladas en la superficie terrestre, entonces despreciando la resistencia del
aire, jcudnto trabajo se requiere para elevarlo hasta una altura de 2500 km?

Solucién
Dado que el peso de un cuerpo varia inversamenle proporcional con el cuadrado de su distancia al centro de
: 5 5 : k
la Tierra, la fuerza f(x) ejercida por la gravedad se puede expresar mediante: f(x)=—-.
52

Como el médulo pesa 30 toneladas en la superficie terrestre, la cual. liene un radio de aproximadamente

6436 km.
Al sustituir se tiene: f(x)= “{{%“
22
k k .
3= = siendo k = 1242662 880.
(6436 41422096
1242662880
Entonces, el incremento de trabajo es: AT =————Ax.
X2

Al propulsar el médulo desde 6436 a 8936 km, el trabajo desarrollado es:

. 8036 :
T 12426?2880dx=
o 6436 x 5436

T =—139062.5425 —(—193080) = 50017.4575 toneladas km

1242662 ssur"“"

.,
X~

El trabajo necesario para elevarlo es de 54 017.4575 toncladas km.
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5 ®e-E| deposito de la siguiente figura tiene 8 m de altura y 2 m de radio en su parte superior. Si se llena hasta una
altura de 6 m con un liquido que pesa 50 kg/m’, calcula el trabajo necesario para bombear todo ese liquido
sobre el borde superior del depésito.

Solucién

Al considerar el liquido subdividido en capas de ancho Ay, se puede determinar el trabajo requerido para
bombear cada capa, describiendo primero el peso de dicha capa como el incremento de fuerza.

Af = Peso ¥
Af = (densidad)(volumen de la capa)

Af =50 (xr" k)

- | —os (2.8)

Siendo r = x el radio y h = Ay la altura.

Entonces como y=2x", es decir, x? = l, se liene: Nivel
2 | del liquido
i\ 8-y
Af = SDW[E]ﬂ}' = 25myAy
Como cada capa sc desplaza 8 — v melros, el incremento de
trabajo es: L (I i P=(xy)

AT = (incremento de [uerza)(distancia) = (257 y Av)(8 —y)
= 7(200y — 25y") Ay

Puesto que las alturas de las diversas capas van desde y = 0
hasta y — 6, el trabajo requerido para vaciar el deposito es:

257y}

6
T = 'ﬂ'J; (200y —25y))dy = [ 1007y? — r = 36007 — 18007 = 5654.867 kgm

i]

El trabajo necesario para el bombeo es de 5 654.867 kgm.

Trabajo de un gas al dilatarse

Si un gas al dilatarse en un cilindro empuja la cabeza de un émbolo de manera que el volumen del gas pase
de un volumen inicial V;a un volumen final V,, ambos dados en metros ciibicos, el trabajo exterior que
se realiza es, en kilogramo-metro.

v,
)= [ " Pav

donde P es la presién en kg/m’.
Lo anterior se demuestra si supone que el volumen aumenta de Va Vi 4V. 5i A es el drea de la seccidén
d
transversal del cilindro, entonces i la distancia en la que el émbolo es desplazado por ¢l gas. Dado que

PA es la fuerza que causa la dilatacién 4V, se tiene que el elemento de trabajo realizado es:
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df = PA[‘TJ PdV

Cuando el volumen disminuye, ¢l incremento de volumen V es negativo, por lo tanto, para obtener
un valor positivo para el trabajo, la expresion correspondiente es dT = —PdV.

Y,
Al aplicar el teorema fundamental del cdlculo integral, se obtiene la férmula establecida T = I V‘f PdV.

v,
Para poder evaluar la integral f-,.-‘r PdV , debe conocerse la relacion entre la presion y el volumen del

(]
gas durante la dilatacién. Dicha relacién es PV" = C. en donde C y n son constantes.
Al establecer en forma grifica esta relacién, se coloca como abscisa el volumen y como ordenada la
presion, el drea bajo la curva entre los volimenes antes y después de la dilatacion corresponde al trabajo

V,
que el gas ejerce sobre el émbolo y se obliene mediante la expresion T = L ' pav.

Dilatacién isotérmica

Si durante la dilatacion de un gas la temperatura permanece constante, se liene una dilatacion isotérmica.
Para este caso, n — 1 y asi el producto PV permanece constante, es decir PV — PV, — PV, La grifica de
este fendomeno es una hipérbola equildtera.

EJEMPI.OS

r.:u‘ A T La dilatacion del gas r::ﬂnlcnidu en un depdsito cilindrico desplaza un émbolo de forma que el volumen del
d’ gas aumenta de 15 a 25 cm’. Suponiendo que la relacién entre la presion (kp/cm”) y el volumen (cm’), esti
dada por PV = 60, calcula el trabajo realizado durante la expansién del gas.

_.,,
"

Solucién

Sea A el drea de la seccion del cilindro, en dichas condiciones la {uerza ejercida por el gas es PA. Un aumento
de volumen AV hace suponer la elevacion del piston de AV/A, donde el trabajo correspondiente a dicho

dcspla‘lﬂlnicﬂlﬂ eS8l
[ ]
A

De PV — 60, se tiene que P = Lot entonces, PAV = [ ]ﬂ.'v’
yi4 Vi4

5 60 60
Por lo tanto, T =60 - m=|_a

13

V "-4] T = —150(25) ** —[-150(15) *4]
——41.392 4 50.776 = 9.384 kpcm

El trabajo realizado durante la expansién es de 9.384 kpem.
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2 ®e.Un cilindro contiene 100° de aire que ejerce sobre un émbolo una presion de 20 kp/m®. ; Qué trabajo debe
realizarse para comprimir el aire hasta reducirlo a 2 m*?

a) Suponiendo que PV = C.
b) Suponiendo que PV = C.

Solucién

a) Considerando que la relacién entre la presion y el volumen estda dada por PV = C, es decir,
(20 kp/m’)(100 m’) = 2000 kpm.

SiA escldrea de la seccion del cilindro, bajo tales condiciones la fuerza ejercida por el gas es PA. Una

disminucion de volumen &V hace suponer la compresion del piston de % donde el trabajo realizado

es: PA[d—:] — PdV.

De PV = 2000, sc liene que P = ey

. entonces PdV = {@ ]dV

100
Por lo tanto: T = 2000 [ % —[20001nV])" =9210.34 —1386.30 = 7824.04 kpm

El trabajo realizado cuando PV = Ces de 7 824.04 kpm.

b) Considerando que la relacién entre la presion y el volumen estd dada por PV = C, es decir
(20 kp/m*)(100 m")™* = 12 619.147 kg.
Si A es el drea de la seccidn del cilindro; bajo tales condiciones la fuerza ejercida por el gas es PA.

v
Una disminucion de volumen dV hace suponer la compresién del pistén de fT donde el trabajo

realizado es: PA[d—:] = PdV.

12 619.147

De PV'* = 12 619.147, se tiene que P — i3

, entonces PdV = [M]

Vi4

i 100
Por lo tanto, T =12 6]9.]4?1; %: —|MV U-“l

0.4

2z

T =—31 547.868(100) "* —[—31 547.868(2) **]=—5000+23 908.813 = 18 908.813ke.

El trabajo realizado cuando PV — C es de 18908.813 kg
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3 ®+-Nueve metros ciibicos de aire a una presién de 2 kg/cm® se comprimen a la presién de 8 kgfcm?®.

a) Calcula el volumen y el trabajo realizado si se aplica la ley isotérmica. es decir, PV — C.
b) Calcula el volumen final y el trabajo realizado si se aplica la ley adiabstica, es decir, PV — C.

Solucion
a) Puesto que P.— 2 kg/cm’, V.— 9 m’ — 9 000 000 cm’, P,—8 kg/cm’, entonces por

PV. : 3
PV =PV  setieneque, V. =—1t= (2kg/cm-)(9000000 cm }.
sl & I Pf 8 kg/cm?

V. =2250000 cm’ =225 m’

Considerando que la relacién entre la presion y el volumen estd dada por PV — C, es decir,
(2 kgfem™)(9 000 000 cm?) — 18 000 000 kg cm — 180 000 kg.
180000

De PV = 180 000, tenemos que: P = o

9
225

[}
Entonces. T = 180000 fz ﬁ%:[] 800001InV],,. =249532.985 kg

El volumen final y el trabajo realizado aplicando la ley isotérmica es 2.25 m’
y 249 532.985 kg, respectivamente.

b) Puesto que P,— 2 kgfem’, V.— 9 m’ = 9 000 000 cn’, P -8 kg/cm’, entonces por P, (V)" = P ‘I—'})'*‘.

e i
se liene que, V. = 4 F(V) - I_J(QH‘JGOUDOO) .
Py V 8

I

V,=3343487.13cm’ = 3.343 m’

Considerando que la relacién entre la presion y el volumen estd dada por PV'* = C, es decir,
(2 kg/em™)(9 m')™* = (20 000 kg/m*)(9 m*)™* = 433 480.4 kg.

433 4804

De PV — 433 480.4, se tiene que P = =

9

y-id =218736.384 kg

l)
Batoices, T'= 433 5804 r ) dv _[433 480.4
o 3343

EEE I 0.4

El volumen final y el trabajo realizado aplicando la ley adiabdtica es 3.343 m’ y 218 736.384 kg,
respectivamente.
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del mismo didmetro y de 5 m de altura. Calcula el trabajo que se hace al vaciarlo con una bomba
cuando esld lleno hasta 3.5 m por debajo del borde.

Un aljibe cénico que tiene 3 m de diametro superior y 4 m de profundidad esta lleno de un liguido
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EJERCICIO 30
& I. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute tus resultados.

e . Una fuerza de 5 kg comprime un muelle de 30 cm un total de 8 cm. ;Qué trabajo hace falta para

osasin st comprimirlo 14 ¢cm?

Can}pgk:'r.:ks

e 2. Una fuerza de 60 kg extiende 3 cm a cierto muelle. Calcula el trabajo realizado al extenderlo desde

27 hasta 45 cm.

disciplinares
. 3. Untangue semiesférico de 6 m de radio estd colocado de forma que su base es el circulo. A la altura
% de su base liene un manantial de agua.
E a) ;Cuanto trabajo se requicre para llenarlo por un orificio en su punto mds alto?
E b} ;Y por un orificio hecho en su base?
E ¢) Siseinvierte el tanque, calcula el trabajo requerido para bombear los 2 m de agua mds altos por
% un orificio hecho en su parte superior.
4. Undepésito abierto liene forma de cono circular de 6 m de altura y 8 m de ancho en su parte superior.
: Determina el trabajo necesario para vaciarlo bombeando desde la parte superior.
E 5. Si se bombea el agua por el fondo al interior del deposito del problema anterior, ; cudnto trabajo se
. necesita para llenarlo,
% a) hasta una altura de 2 m?
5 b) desde 4 m hasta 6 m de altura?
. 6. Un tanque circular lleno de agua, de 12 m de alto y 8 m de radio se entierra hasta que su borde
. superior quede 3 m bajo el nivel del piso. ;Cudnto trabajo se requiere para bombear toda el agua
. hasta el nivel del piso?
. 7. Una cislerna cilindrica vertical de 5 m de didmeltro y 8 m de profundidad estd llena de agua.
. a) Calcula el trabajo al bombear el agua hasta el borde de la cisterna.
. b) Si la cisterna estd medio llena. calcula el trabajo de bombear el agua hasta ¢l borde.
. 8. Una cisterna conica que tiene 8 m de didametro superior y 8 m de profundidad esti llena de agua.
s Calcula el trabajo de subir el agua 7 m mds arriba que el borde.
E 9. Un tanque hemisférico de 4 m de didmetro esté lleno de petrdleo que pesa 800 kg/m’. Calcula el
. trabajo requerido para bombear el petréleo al borde del tanque.
E 10. Un tanque para agua tiene la forma de un hemisferio de 10 m de didametro coronado de un cilindro

http://bibliotechnia.com.mx/po

que pesa 1280 kg/ m’. Calcula el trabajo de bombear el liquido hasta el borde del aljibe.
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UNIDAD 4

I I I  a I C CRE B

12.

14.

I5:

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Aplicociones de calculo integral

Una gria de demolicion tiene una bola de 500 kg suspendida de un cable de 40 m, cuya densidad
cs 0.7 kg/m. Caleula el trabajo necesario para enrollar 15 m de cable.

Una cadena de 13 pies de largo y que pesa 3 libras/pie estd suspendida verticalmente desde 15 pics
de altura. ;Cudnto trabajo hace falta para elevar toda la cadena hasta 15 pies de altura?

Un resorte tiene una longitud natural de 12 cm. La ley de Hooke establece que cuando un resorte se
extiende x centimetros, €ste ejerce una fuerza igual a kx, donde k es una constante. Si se necesitan

10 dinas de fuerza para mantenerlo extendido 5 em, ique canlidad de trabajo serd necesaria para

extenderlo desde su longitud natural hasta una longitud de 16 cm’?

Un médulo lunar pesa 12 toneladas en la superficie terrestre. Calcula el trabajo consumido en
propulsario hasta una altura de 50 millas desde el suelo lunar. Toma el radio de la Luna como

1100 millas aproximadamente y su fuerza de gravedad igual a 6 de la terrestre.

Un acuario tiene una base rectangular de 0.6 m de ancho y 1.2 m de largo y lados rectangulares de
0.9 m de altura. Si el acuario estd lleno de agua, ; cudnto lrabajo se requiere para vaciarlo bombeando
el agua por la parte de arriba?

Una cisterna en forma de hemisferio de 2 m de radio con la parte circular hacia arriba estd llena de
agua. Calcula el trabajo necesario para bombear el agua a un punto que se encuentra a 1.5 m por
encima de la parte superior de la cisterna.

Un cilindro de 20 cm de didgmetro y 80 cm de longitud esté lleno de vapor bajo una presion de 10 kg/cm’.
(Qué trabajo es necesario realizar para disminuir dos veces el volumen del vapor, suponiendo que
la temperatura del mismo permanece constante?

. TR . . 3 - 3
Seis metros ciibicos de aire a una presion de | kg/cm” se comprimen a de 5 kg/cm'.

a) Determina el volumen final y el trabajo realizado si se aplica la ley isotérmica. es decir,
P =i

b) Determina el volumen [linal y el trabajo realizado si se aplica la ley adiabitica, es decir,
PV" = C, suponiendo que n — 1.4.

Una masa de aire a la presion de 1 kg/fcm® se comprime de 8 m* a2 m’.

a) Determina la presion final y el trabajo realizado si la ley es PV — C.

b) Determina la presion final y el trabajo realizado si la ley es PV" = C, suponiendo n — 1.4.

Una masa de gas con volumen inicial de X m? y presion de 4 kg/em’ se dilata hasta que la presion
es 2 kgfem® 2

a) Determina el volumen final y el trabajo hecho por el gas si laley es PV = C.

b) Determina la presion final y el trabajo realizado si la ley es PV" = C, suponiendo que n — 1.2.

319
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. e 3 . v - |
22.  Una masa de aire con volumen inicial de 5.5 m” y presion de 1 kg/fcm” se comprime a 1.2 m™.

a) Determina la presidn final y el trabajo que se ha hecho si la ley es PV = C.

b) Determina la presion final y el trabajo realizado si la ley es PV" — C, suponiendo que n — 1.4.
23.  Un gas sc dilata de una presién inicial de 5 kg/em” y un volumen de 70 litros a 250 litros.

a) Calcula el trabajo que se ha hecho si la ley es PV" = C, suponiendo que n = 1.0646.
b) Sian=1.131.

O Verifica tus resultadoc en laseccion derocpuestas.s s s s s s s s s s s s s s s s s s s 8555055 -

320
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Autoevaluacién

1. Sise deja caer una pelota de béisbol desde un edificio de 25 m de altura, jcudl sera la velocidad
con la que la pelota chocara contra el suelo?

2. Determina el volumen generado en la rotacion del drea del primer cuadrante limitada por la
pardbola y* = 3x + 6 y la ordenada correspondiente a x — 5 con respecto al eje x.

3. La base de un sélido es un circulo de 15 cm de radio. Todas las secciones perpendiculares a
un diametro fijo de la base son cuadradas. Calcula el volumen del sélido.

4. Encuentra el centro de masa de la lamina de densidad uniforme p limitada por y = 16 — x°
y la ordenada correspondiente a x — —30.

321
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5. Un tanque de agua tiene un fondo plano inclinado. El tanque tiene 1 m de profundidad en un
extremo y 4 m en el otro. Si dicho tanque mide 38 m de largo y 29 m de ancho y sus paredes
son verticales, jcudl es la fuerza total que actia sobre la pared que mide 38 m?

6. Una piscina circular vertical de 17 m de didametro y 3 m de profundidad esta llena de agua.

a) Calcula el trabajo al bombear el agua hasta el borde de la piscina.

b) Sila piscina estd medio llena, calcula el trabajo de bombear el agua hasta el borde.

322
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Respuestas de algunos reactivos

de los distintos ejercicios propuestos

UNIDAD 1

EJercicio 1
M. 1. dy=-02 5. dy = —0.063
3. dy=-035 1. dy = 007056

an. 1. dA=226cm’
3, dA — 16dx
5. dv—=424115 mm’

(. 1. 65 =4.020833 9. cos44° —(1.7194479
3. 83 =3.0185185 11. cot29° — 1.8018628
|
5 e — 0115859 13. In36.4 — 3.594630
J50 !
7. In5383 =1.775437 15. ™' = 163.254475
(V). 1. dy=2(2—322+5x— 1)dx 15. dy— ﬂbge]a‘x
—_— ’ ax+b
_—
3. dv=— 17. dy = —4sen 2xdx
' J1-322 :
p— 19. dy = —cscx(xcotx — 1)dx
X
5. dy————— 21 gy 2xdr
3(4—2x7)3 YT a2
7 dv_.rt’l—lﬂ}dx ” dv__Ss.cnSxdx
g 1—x? =Y 2 feos5x
9. dy=5"In5dx N2y
11. d\-‘:f {(134-;;1}.2\{'(:2—12
3 2&
—3x—y
13, d_v=]xdx,, o dy:[x—l—ﬁ_\_.‘ ]‘i’(
+ x-
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o T -2
—-*—\F 33. dy:[-‘ fl_]dx

29. dy— L5 6—2xy

X

~ 41 31— 4x2

y B e AR A

’ J1=9x2 +24x* —16x5
¥

EJERCICIO 2

(. 1. a)

c)

)

£)

)

€)

2)

EJErcicio 3

(. 1. a)
3. a)
c)

EJercicio 4
(n. 1. a)

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

5
Y o =D = =1 +(z — 1P+ =1+, — 1) +(z, — 1
K=l

7

E{?K _}IK‘I':{‘II _}'l}+(11_}rg}+(.[] _}'J}+(I4 - _‘p"4}+{x5 _yj:.'l' (_Tﬂ _:"16)_]'(1? _}'1"[)

B
D (537 =156

K=1
4
S )l
k-1 6

3
Y ()22
=lr+1) T10

Area — 22.992 unidades cuadradas 7. ay 6375
Area = 22.5 unidades cuadradas c) 1.0986
) 18
Area — 3.75 unidades cuadradas E}
gy 39
Area — E unidades cuadradas H =75
5: 45 c)y 0:;125 ) 2.565; 3.688

[Fea— @22

[ xtde= fa.396)4)

Area =9 b) Arca— 23; e) Area— 25%

324
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EJercicio 5
8 5 3
) 3x3 6x2  14x2
.l ——— —5x+C
(I 3 s + 5 x+
2. 2e"+senax+C
3 3
6x2  4x2
3. ———+C
5 3 5
3
4 2(arcsenx)2 C
3
3
g s
3
¥ a
6. £+;+C
7 In(x= +6x]+c
2
sen’ 3x
8. [
15 ¥
9. ln(a—bcnlax}+c
ab
b
10. Jn{l—i—3x)+c
3
1. E+C
12. In(1 + sen’x)+C
13. ¥4C
3
Nare 32
1 2(arctanx) L C
3
3 5 7
2a2x2  4x?  2x2
15. - &
3 5 + 7 +
2
ié ln(9+.r)+c
2
3 3 3
Ty 3 2
17, %—%er; ~3x4C
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Respusstas de algunes reactivos de los distintos ejercicios propuestos

325

18

19.

20.

22.

[R]
Lad

24.

25.

26.

27.

28.

30.
3L
32.

3

_ (1+ Qc:n:lsax]'-f
3a

In{lnax) + C

+C

In“senx C

Inix

. —+C
3

3
B 2(arccosx)2
3

+E

_L '
Inx

In{a +secx)+C

_ n2x
In(3—e¢ )+C

2Inx+C
In(e —senx) + C
—[x+3In(3—x)]+C

InZcosx

2

Vewr —9 4+ O

(arc tan 2x)*
4

+C

+C

_[HICC{I'[3J.')2

6

+C

710
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EJercicio 6
1
. 1. —
(n R
e’
2. —+x2+C
2
1
3. ———+C
al0*1In10
8
4, — +C
Ja_flna
5. — L +C
2e*
€2J3
6. +C
6
2inx
T E—4€
8. — o
9 2y2er+C
1
0., ———— ¢
3(8x%n8)
11. 2ve*—3+4C
Elercicio 7
G 1. B e
Z
2. —In(l +cos’x)+C
3. In(l +sen’x)+C
4. x+senx+ C
. 4.x
5 sen'e o
4
6. 2(tanyT—y1)+C
7. IE|[](S.CCX2+I.H.I'IJL'2]+C

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

12:

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

10.
11.

12,

13.

14.

326

b{ﬂ.tz 2x)

4lnb

3
aln—
5

amemr

milna+1)

efa.rz thxtch . &

1 |5 1]
—|e* ———|=2x+C
2a e

2x
S 2er4x+C

2

—In(coty+ 1)+ C

u
—ms 1€

Xx+Insecx+ C

x—cosx+ C

3
14+2cos2z)2
_(+cosz]+

6

C

tan? mx

2m

+C

lan 3x
3

+E
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Respusstas de algunes reactivos de los distintos ejercicios propuestos

sec2x sen* 2ax

15. +C 20. +C
2 Ba
16 Lt 21. 2[mni+socf]+f:
a 2 2
cotafl cscaf 3
17. = +0+C 5
a P 29 2(1+ asenax)? -
3a?
‘tam roc
18. ——+cC
m 23, Zx—tanx+ C
EZscnﬂI
19, +C 24, 2lnsecx+ C
2a
EJercicio 8
a. 1 -laman{s““"]ﬂ" . SamhnE 4 E
! - .- S +C
2 arcscn[l’ls’-‘i]+c 12. amscn[';‘x]m
2 3 = 3. (x5
3. ——Inlcos2x+cos'x+9)+C 13. —In +C
3 10 {x+5
3
4, %ln[§+i'r1]+f: 14. —In(cosx+\-'ouszx—4)+ﬁ'
_hx'
3
5 Eln(scni:c+ s:cn-‘x-l—lﬁ)+C 15. lin £ ianz +C
3 4 |2—tanx
1 L
6. —garctan c‘;"]+4: 16. In(tnx+(Inx)? +9)+C
| 3x—5 L
7. -—]n[ x ]—i—C 17, g-I11(In?.!c-i- ]n-‘x-l—8)+C
6 \3x4+5 3
8. &arcscn[tmlm]+lf 18. —éamlan[m;;x]-l-(."
| 14+ 2x2
9, ;In[i+2iz]+f 19. In[(x—6)+ 16+ (x—6)]+C
(—2
10. -fmrctan["2 ]+C 20. Inler + Ve —4)4C
327
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2. 2 3y2—1—L1n(J§y+ 3y2—1)+C

2 23
Bz+1) — | .
2 = \f{32+l}'—2—Eln[[3z+11+~.f[3z—]) —2]+cC

23. %Jseﬂ ~10 —%In(ﬁ9+ Jer-10)+C

24,

5
%4?—5:{2 + gj@arcscn‘j;u—i-t?

3
25. — COZ X Jeos?3x+4 —%ln(cc:331+\,"cus?3x +4)+C

2
74, g\f’azxz —c? —;—In(ax+da2x3 —2)+C
a

27. %m—kz—]-ln(a}‘—k l—l—az_',.'?)—I-C
a

28. -"zim(x2 +x* +b*)+C

r 1

29, XT T4 72"+ tn(VTa2 4 114 707 +- €

47
30. (x;”,,f(x— 12 -7 —%ln[(x—]}+\,’(1— 1)? —?)+C

x x? X
3. =f4-2 tdarcsen>+C
5 7 ar-::scn4

3. X5 (BB 32)+ €

2 23
I R, SR L W,
2 43 8
34. sl scn32x—|-9—l—%]n{&en2x+\fscn22x+9}+(f'

35. —COZEIJCDSEZI +16 —4In(cos2x + yJcos22x +16) +-C

36. (2:_ ]}\#8—(2.15—1}1 +2 arcsen (2;‘,__,}” +C

3
47 é\M —0r2 4+ %—an:scn'?; +C

328
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38.

40.

41.

42.

Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

a

3

-

il

T

5

|

k] 3
X 25 x
x—_ J25— x% + —arcsen rT +C
6 6 5

—1 arcse ot +C
P e
s 3

W o 2

iarcsccl—l+€

1 g4
— ArC seC 1 +C
2 v 2

2 o — 1 5
—J1—x* -+-E;1rc.~;cn_:'-' +C

4

EJercicio 9

(1.

1.

(%]

arctan (Zx + 1)+ C

1 p ) o, )
—In =4+C
42 |\ 2x—3+2
] iy
—In +C
2 42

.'.1n|""—‘§]+c
8 5

- i)
L “)+C

llnl']'-_ ! }-H_"
4

2—x

-% ”
lln[‘ +"}+C

arcsen

12 19—x
llnl'r_I]-i—C
x+3

329
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21.

21.

29,

3L

Laa
]

EJerciciO

(n. L

“ng J28 _12x—x% +32arcsen “:f’) +C

(ZH_“JE T 245 +—ln[{"r+|)+-.|"['?x +2x+5 ]+C

(-v;4}\fm+ lSarcscn(y;A'} +€
2
Ll :S)M—ln[iﬂﬁwrm“c
L in(a+2500) — Larctan X 4 C
5 10 2

5 amsen% +:4—x2 4 C

LR +12x+1;-1n[ ”]]Jrc
2 3x

+3
[ 5
x__
2
~F+2x+1
«.."_ J5—2x—1

3
w..fxz—ﬁx—l-J—E[n +d12—5x+3]+c

—%In[]—x—.r3]+ ]—i—C

T arctan[3x+l e

2

gln(‘}t2 6T ——

10

5 |2y25—x?

A e g

+C

(7

+arcacn—
3

x2—5

+C
S5x

1 z
—arcsec——+C
2 2

%Jeﬂl —3In

6+x2+x
—[4+C
=

330
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Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

3
2 — {2 2
1. 3Jut +25 —(u+25) i,

1875u

B3 —1___4c

T der\f16e 14
2

5 ¥l

Ox

Esercicio 11

CSCxcoly In{cscx —cotx
e, W . ¥

(. 1 &

3. ZZtani"' —|—4Inous£"-+C
2 2

J1—m2x?

m

5. xarccosmx — +C

20 3
T.%+WL%M%%C

4 4
g x logx x Iﬂge+
4 16

C

11. xarclanl+l|n(x1+l)+C
x 2

12
23. Iarccos\g— 212 : +%an:scn{f—1}+C

25. xmcmli—l—?.[n[lﬁ—l—f}—l-c

27. xlog’x — 2xlogx+ 2xlog’e + C

3
2x2 2
29. =0 ——}+C
3 ["I 3

31. =x(arcsenx)* —2.x? —larcsecx+2lnx+C

13 ae“msm" + be™sen ax .
a’ + b

35. xarcversox ++2x —x? —arcsec(x —1)4-C

331
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21

xan:scc—]——\,l'l -2 4C
x

4 3
x X
Tmt:colx—l—————l——arclanx—l—(?

12 4 4

2e ’[C()Sx +25enx]
2y c

ki
—3e3(3mcosTy —senmy)

+C
92 +1

X

4e3 (4dmrsenwx + cosmx)

+C
1672 +1
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Esercicio 12

v). L

‘3-+4IH[L]+C
t r+1

In

i
(z+2(z+11]

2
2ln[53 +3In(r+3)+C
r+1

+4In(y+2)+C

lIn(’E_\;+I:~+
2 (v+2)

2in(x+ 1) —In(x+2Mx+3)+ C
%In(.r+l){x—]'}—lnx+£‘

9 . 1 1
—In2z+N+—In(2z—-1—
) n(2z+ H_64 n( ) »

In2z+ D+ C
Iny+2In(y+3)y—3)+C

2In(2x— D+ ;—Hn(h +h+C
22x+1D)

_(z+ll Z

7
s

- 2
31n["+l] 1 2

—2In(y+2)+In(y 4+ 1) +arctany + C
. 3 4
In{x= —4)+;Inix“ +4+C
x) 1 a
In[x+3]+an:lan[§] —Eln(r +9)+C

%In(x +1 —%]n{ﬂ + 1'}+—;13rctﬂn.r +C

3 x
+21In(x? +4)+ =arctan=+C
(x24+4) ( ) 2 2

2In{y+2) —arctan (y + 1)+ C

—m+arctanc-"' +C
e J

1 [x+2
=
20 (x-2

+-l~ln[x_3]+lf'
30 lx+3

332
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37.

41.

45.

47.

EJercicio

an. 1.

11.

13.

15.

Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

2—-n 1

nt4+—— ——[In(f? +1}+%arct:1n£+ C

20 +1) 2

5

N

] 1 1
—m +—2rln(.l:2 +2)+:'l{-§'-ﬂ.l'clﬂﬂ{

—l—L'u'clan[i]+C
3x 33 NE

3
—%ln(x + i}+'51n(x— n+C

1—3t—61

&0 +2Int—In(2t—DH+C

1

13
1
1-13

Jax+1 . 1 1

2 24x+1) 3
@x+l) caxne

3ln +C

+C

9 I
24 212

7 T

t”x—l];,u'?-l—-‘-lx e

darctan/x+1+C

2x
3

F€

342x —9 arctan

—441—2+4am(1-¥1-2)+cC

2JT=3 +%arcum [L;‘H“.

333
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Esercicio 14

(. L

Ln

EJercicio

(an. L

2

6
w COSX

-

B

14

cosx)?  IHcosx)? 3(cosx) 3

2 4

cos3x  cos?3x  cosildx

14

+C

cos’3x

3

5

senmx  2sen®mx P sen’ mx

m 3Im
3

2{cosx)?  2lcosx

Sm
L

)2

il 2R

3 7

PR, | Vi 3 e
sen~t  Isen’t sen‘f
—— S

3 5

cos*28  cost28 {:05“29_

8 6

_3(cos2y)? | 3(cosly)?

16

1

] 20

sen®y  senfx : sen'

b

+C

6 2 10

sen®y  sen''x

8 10

+C

15

21

+C

+C

+C

Sx  sen2mx v 3sendmx | sen’ 2mx

16 4m 6dm 48m
3x senZax  sendax ;
— + +C
8 4a 32a
4x 2x
asen asen
L e a . c
16 64 48
: Isen 2x R i
S—A—cicoax— sl A-I-C'
2 3
334
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Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

3
senly sendy 4(cos2y)? e

0. 2v+ G
’ 2 2 3
3
1 E_Qcosx scn4x+c
3 3 32
Eiercicio 16
senlOx sen2x
.1 — + +C
(n 20 2
3. _coleI cosZI_l_C
20 4
e
5 _cols:x_i_wzux_l_c
7 Z_scn6z scnSz_San_scn4z+C
12
% Thv ARt . ¥ 7 »
9 _v_:-,c:nJJ} cos(@+b)y cosla b)}+scngaj i C
4b (a+h) (a—b) da
'1
1. 59—5‘31”:9+‘5°"59+scn39—95°“29+c
Eiercicio 17
2ian3; .
. 1. ——= Jfan—Fx+C
3 2
cot’(@a—bx) Insenla—b)
3. - +x+C
2 b !
cot?’z  csctz
5; e —+C
2 4
2
g 5 21n5€:c6‘+3[ﬂn9—|—mn9+f
3
9. — S\ coto+0+C
tan®ht 2lnsecht 4lnsenbt cot’bt
11. | = — +C
2b b b 2b
335

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php 7/10



14/2/2017

Bibliotechnia -

CACILO INTFGRAL

13

EJercicio

a. 1

EJercicio

an. L

http://bibliotechnia.com.mx/portal /visor/webl/visor.php

sec*(m+mx) tan’(m+-nx) N Insec(m + nx)
4n

+C

n n

cot®2x
+C

tanx —cotx+ C

18

tanx+ 2 Intanx —cotx+ C

2 tan’d i tan’# 2cot’d  cot’d

41anf + —10col & —cot?d— —60+C
19x sen2x  sendx tan'x
—+——+—+Ftanx+ +C
B 4
- : Py
tanm+lan m e
m Im
;. 3tan’x tan’x
tanx + tan"x + - +C
miﬁx_cot361+c
6 I8
19
- 3
[‘ml—lncolx+C 1 tanx+C
cot’t 2
C o2
¥ 13. _21:5: x—2,."5cnx+C
3 9
2csc2f 2csc2f sec’d  sec’d
- +C 15 - C
5 ] 7 5 +
cot’3y cot’3y 2 :
== F A +C 2 2col2az
T 7 17 _Zcot az  2col .ru_l_C
Sa Ta
3esc > 19. —2.fcscx +C
cscd 2 — 5 b
i cot®2x
B = +C
12
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Respuestas de algunes reactivos de los disfintos ejercicios propuestos

ElErcicio 20

av). 1. y=— 9. ¥+yv =25
3 1. Iny=Inyx>+4 +In2—Iny3
784 -
oy=g 3 :
. 13. G+y2=(2+x)2+19
5 a3 1 1
3 15, —+4Inx——=0
¥ 4
T vy=xlnx—2x4+2 ’
) 3 5 3
oy L gL 1 W1 13, @) i=t_dp v=202
3 0t 12 3 :
1 2 133 3
3 P=———— J'] i =_+4f
r 2 6 %
5. s=4cos2t+4 2972 — 3272 &) ?gf_}--*+4g_-.~3_5?6_\_-_u
7. 28 m/fs
11. 33.1°
Eiercicio 21
i
an. 1. 26 15. 0.468 2 =
3. 2 17. 0316 5
g &% 19. 116 40
4 15 31 —?
1 6 sy St 104
9. 0.468 105 el
2 23, A 35. -8
1. 9
8
13. 0326 g I
4
Esercicio 22
: 33
M. 1. 18 g 116 g =
15 5
3. 64 11. 5.2732 17. 551.25
5. 1575 ” i
13 = 19. —(79%6'23"
7. 4 3 J3
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3 4 17. 8.1023
g & L
© 3 11. 1 19. 0.1386
3 54 o)
an. 1. 7 5. Z4oq g 2
2 3
X % T. 1.0986 1. de—e™"
vy, 1. 4 5 0 9. —1.8856
8 /e
T y
™ 27
I
). 1. '“';“ 3 3 5. 0.024
EJErcicio 23
(1. 1. 237 5. 3.6824 9. 0.6091x
3. 172.1131 7. 0.8887x
{an. 1. 2.736 5. 35.68 9. 0.682
3. 19.85 T. 0.562
Esercicio 24
16 64
(1. . — T. 67 I3 ==
3 15
3. 2« 9. 27 15. 64.83
5. 6.2383 11. 25.61
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Respuesias de algunes reactivos de los dislintos ejercicios propuesios
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Esercicio 27

i
@ toa 28 5. 4 13 20°Gr+8)
3 3 3
{6 4123 1024
bl 11. a)
b) - 3 15. a) 3
o 128 b) %H b) 5359
3 3
32 8 7. f“'l
d) L3 c) §r3
250 d) —p3
Y 3
e) 107
2 T 147
. L. = A = N
(I g?r r T
EJercicio 28
12 3 16 64
i 3. == 5. |-
® [5‘2] [15'21
- 3
{an. 1. (1. 7. (30° 45%) 25. a) r=§r
R 4p p
3. |Za0 1. | ==& - 2
[3ﬂ [sz m by x==h
5 [ué]
3
a. 1. o 2
44
EJercicio 29
. 1. 3607 3. 2—2:00 5. 360
. . 16
{nh. 1. 112.5 libras 7. 3182 kg 13 Takg
3. 967.2 libras 9. 101000 kg 15. a) 24000 kg
5. 1800 kg 11. 986 630.6 libras b)) 4m
Esercicio 30
(. 4. 299527 kgm 7. a) 5000000 7 kgm
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